Г л а в а 5

ИДЕАЛЬНЫЙ ФЕРМИ-ГАЗ

5.1. Электроны на ферми-поверхности

Â ýòîé ãëàâå ñîáðàíû íåêîòîðûå çàäàœè, êàñàþùèåñß ñâîéñòâ èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà. Ñòðîãî ãîâîðß, âñå îíè ìîãëè áû áûòü ðåøåíû áåç ïðèìåíåíèß äèàãðàìì. (Èäåàëüíûé ãàç — âåùü ïðîñòàß!) Îäíàêî, ïîñêîëüêó ôåðìè-ãàç íàñ èíòåðåñóåò, â îñíîâíîì, êàê âîçìîæíîñòü îïðîáîâàòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó, ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãèå ìåòîäû ðàñœåòà.

Ïîìèìî ýòîãî, ñëåäóåò ñêàçàòü, œòî â çàäàœàõ ñ âçàèìîäåéñòâèåì, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, âûœèñëåíèß âî ìíîãîì îïèðàþòñß íà áîëåå ïðîñòûå âûœèñëåíèß äëß èäåàëüíîãî ãàçà. Îêàçûâàåòñß, œòî â äèàãðàììàõ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ìîæíî âûäåëèòü òàê íàçûâàåìûå ýëåìåíòàðíûå áëîêè. Âûðàæåíèß, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì áëîêàì, ïî ñâîåìó âèäó òàêèå æå, êàê è äëß èäåàëüíîãî ãàçà. Íàïðèìåð, ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð, âîçíèêàþùèé â òåîðèè ýëåêòðîíôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß è â òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè, ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îêàçûâàåòñß áëèçîê ê âîñïðèèìœèâîñòè èäåàëüíîãî ãàçà (ñì. çàäàœè 24, 31, 44–46).

Îñòàíîâèìñß íà âàæíîì ñâîéñòâå ñèììåòðèè ôåðìè-ãàçà. Ðåœü èäåò î òàê íàçûâàåìîé ýëåêòðîííî-äûðîœíîé ñèììåòðèè íà ôåðìèïîâåðõíîñòè, èìåþùåé ìåñòî ïðè ýíåðãèè ýëåêòðîííî-äûðîœíûõ âîçáóæäåíèé ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé Ôåðìè. Êàê ïðàâèëî, èíòåðåñíûå äëèííîâîëíîâûå è íèçêîœàñòîòíûå ýôôåêòû â ôåðìè-ãàçå è ôåðìè-æèäêîñòè ñâßçàíû ñ âîçáóæäåíèßìè âáëèçè óðîâíß Ôåðìè. Ïîýòîìó ëîãèœíî ïðè âûœèñëåíèè òàêèõ âåëèœèí âûäåëßòü ýòîò âêëàä çàðàíåå. Äëß ýòîãî ïîëüçóþòñß ñëåäóþùèì òåõíèœåñêèì ïðèåìîì. Âî âñåõ äèàãðàììàõ ïðåíåáðåãàþò çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé ˚(”) âáëèçè óðîâíß Ôåðìè îò ýíåðãèè ” = ¸(p), è ïîëàãàþò ˚(”) = ˚_0 = = p_0m=(2ß^2ℏ^3). Ïðè ýòîì èíòåãðàëû ïî èìïóëüñàì ïðåîáðàçóþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∫ : : : d 3p (2ß)^3

! ˚^0 4ß 1∫ �1 ∫ jnj=1

: : : dn d¸; (5.1)

ãäå n = p=jpj — åäèíèœíûé âåêòîð. Íà æàðãîíå ýòî íàçûâàåòñß ¿ïåðåõîä îò èíòåãðèðîâàíèß ïî p ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸£. Ìåòîä èíòåãðèðîâàíèß ïî ¸ îáßçàí ñâîåé ïîïóëßðíîñòüþ îáåñïåœèâàåìîé èì òîœíîé

5.1 ] Ýëåêòðîíû íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè 87

ñèììåòðèè ìåæäó œàñòèöàìè è äûðêàìè ñ ïðîèçâîëüíîé äîñòàòîœíî ìàëîé ýíåðãèåé (ñì. çàäàœó 25), è, ïîìèìî ýòîãî, òîìó îáñòîßòåëüñòâó, œòî èíòåãðèðîâàòü ïî ¸ îáûœíî ëåãœå (ñì. çàäàœè 23, 24).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, œòî ýëåêòðîííî-äûðîœíàß ñèììåòðèß ßâëßåòñß ïðèáëèæåííîé. Îäíàêî ïîïðàâêè, íàðóøàþùèå ýòó ñèììåòðèþ, îêàçûâàþòñß âàæíû, òîëüêî åñëè â çàäàœå ñóùåñòâåííû ñîñòîßíèß, äàëåêèå îò óðîâíß Ôåðìè. Âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ïðè ðàññìîòðåíèè êàêîãîëèáî ãðàôèêà ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸ îçíàœàåò, œòî èçóœàåìûé ýôôåêò ¿ñèäèò íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè£. Â çàäàœàõ ýòîãî è ñëåäóþùèõ ðàçäåëîâ èíòåãðèðîâàíèå ïî ¸ îêàæåòñß âåñüìà ïîëåçíûì.

5.1.1. Формула Кубо. Â ýòîì ïóíêòå ìû ðàññìîòðèì çàäàœó î íàõîæäåíèè äèíàìèœåñêîé âîñïðèèìœèâîñòè, îïèñûâàþùåé êàêîé– ëèáî ëèíåéíûé îòêëèê ñèñòåìû íà ïåðåìåííîå âíåøíåå ïîëå. Ñ ïðàêòèœåñêîé òîœêè çðåíèß, âîïðîñ î âîñïðèèìœèâîñòè ïðåäñòàâëßåò ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó áîëüøèíñòâî âåëèœèí, èçìåðßåìûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî, èìåþò õàðàêòåð ëèíåéíûõ îòêëèêîâ (ñì. ãë. 11). Ñòàíäàðòíûé ìåòîä ðàáîòû ñ âîñïðèèìœèâîñòüþ èñïîëüçóåò çàïàçäûâàþùèå è îïåðåæàþùèå ãðèíîâñêèå ôóíêöèè (ñì. ôîðìóëó (5.10)), à òàêæå, â áîëåå ñëîæíûõ ñëóœàßõ, — ìàöóáàðîâñêóþ òåìïåðàòóðíóþ òåõíèêó è àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ñ ìíèìûõ äèñêðåòíûõ œàñòîò íà äåéñòâèòåëüíûå âåùåñòâåííûå (ñì. ôîðìóëó (7.28)). Íî åñëè ñèñòåìà íåâçàèìîäåéñòâóþùàß, ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå.

Âîñïðèèìœèâîñòü âåëèœèíû A ïî îòíîøåíèþ ê âåëèœèíå B, äàåòñß òàê íàçûâàåìîé ôîðìóëîé Êóáî

Ø(!) = i ℏ 1∫ 0 h [ bA(t); bB(0)] i e^{i!t} dt; (5.2)

âûâîä êîòîðîé ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â [5], § 126. Œòîáû íàéòè ñðåäíåå êîììóòàòîðà â (5.2) ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ ñèñòåìû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ œàñòèö, çàïèøåì îïåðàòîðû bA è bB â ïðåäñòàâëåíèè âòîðèœíîãî êâàíòîâàíèß:

bA(t) = P m k A_{mk}^+_m_ke^{�i(Ek �Em)t};

bB(t) = P m k B_{mk}^+_m_ke^{�i(Ek�Em)t}:

(5.3)

Òåïåðü ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèß â êîììóòàòîð h [ bA(t); bB(0)] i, è ðàñêðîåì ñðåäíåå ïî òåîðåìå Âèêà. Ðåçóëüòàò âûãëßäèò òàê:

Ø(!) = P m k A_{mk}B_{km} n(E^m) � n(E^k) E_k � Em � ! � iffi

: (5.4)

Ýòî âûðàæåíèå^1) ñïðàâåäëèâî êàê äëß ôåðìè-, òàê è äëß áîçå-ñòàòèñ-òèêè. Åñëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè è ìàòðèœíûå ýëåìåíòû A_{mk}, B_{mk} èçâåñòíû, âûðàæåíèå (5.4) ïîçâîëßåò íàéòè âîñïðèèìœèâîñòü^2) . Â ñëóœàßõ æå, êîãäà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåèçâåñòíû, ôîðìóëà (5.4) íå îñîáåííî ïîëåçíà. Äëß òàêèõ áîëåå ñëîæíûõ ñëóœàåâ ïîëåçíî èìåòü âûðàæåíèå âîñïðèèìœèâîñòè íåïîñðåäñòâåííî œåðåç ôóíêöèè Ãðèíà. Êàê èçâåñòíî, ïðèœèííûå ôóíêöèè Ãðèíà

G^c(x; x^0) = �ihT _ff(x)^+_fi (x^0)i; (5.5)

ââåäåííûå â (2.8), ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò îñíîâíîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû è äàþò âñå ñòàòèœåñêèå ñâîéñòâà^3) . Îäíàêî îêàçûâàåòñß, œòî èçóœàòü äèíàìèêó ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé íåëüçß (ñì. ðåøåíèå çàäàœè 24 á). Œòîáû ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå (5.4) ê ôîðìå, ñîäåðæàùåé ãðèíîâñêèå ôóíêöèè, íóæíî èñïîëüçîâàòü çàïàçäûâàþùèå è îïåðåæàþùèå ôóíêöèè Ãðèíà.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå çàïàçäûâàþùåé è îïåðåæàþùåé ôóíêöèé G^R(t; t^0) è G^A(t; t^0). Ýòè ôóíêöèè ñâßçàíû ñ ïðèœèííîé ôóíêöèåé Ãðèíà òàê: G^c(t; t^0) = æ G^R(t; t^0); t ¿ t^0; G^A(t; t^0); t ¡ t^0:

(5.6)

Â œàñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè G^R(”) è G^A(”) èìåþò ïðîñòîé ñìûñë: îíè äàþò ðàçëîæåíèå G^c íà ôóíêöèè œàñòîòû, ðåãóëßðíûå, ñîîòâåòñòâåííî, â âåðõíåé èëè â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè. Íàïðèìåð, â ñëóœàå ôåðìèîíîâ

G^{R(A)}(”; p) = 1 ” � ¸(p) � iffi

(5.7)

ñîîòâåòñòâóþò âêëàäàì œàñòèö è äûðîê â ïðèœèííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà:

G^c(”; p) = (1 � n(p))G^R(”; p) + n(p)G^A(”; p) =

= 1 � n(p) ” � ¸(p) + iffi

+ n(p) ” � ¸(p) � iffi

; (5.8)

ãäå n(p) = ` (p_0 � jpj) — ôåðìèåâñêàß ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß.

1) Çäåñü ìû áóäåì ñœèòàòü òåìïåðàòóðó ðàâíîé íóëþ. Îòìåòèì, îäíàêî, œòî âûœèñëåíèå ïî ôîðìóëå Êóáî âñåãäà ëåãêî ðàñïðîñòðàíèòü íà êîíåœíûå òåìïåðàòóðû. Ïðè T ¿ 0 óñðåäíåíèå â (5.2) áåðåòñß ïî ðàâíîâåñíîìó òåðìîäèíàìèœåñêîìó ñîñòîßíèþ, è ïðè âçßòèè ñðåäíåãî ïî òåîðåìå Âèêà âîçíèêàþò çàâèñßùèå îò òåìïåðàòóðû œèñëà çàïîëíåíèß ñîñòîßíèé œàñòèö. Íàïðèìåð, äëß ôåðìèîíîâ â (5.4) ñëåäóåò ïîëîæèòü n(E) = 1=(e^{E=T} + 1).

2) Íàïðèìåð, äëß èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè — ïëîñêèå âîëíû, à ìàòðèœíûå ýëåìåíòû îïåðàòîðîâ — ïðîñòî èõ ôóðüå-êîìïîíåíòû, òàê œòî íàõîæäåíèå ëþáîãî ëèíåéíîãî îòêëèêà ñ ïîìîùüþ (5.4) — ïî ñóùåñòâó, òðèâèàëüíî (ñì. çàäàœè 24, 25).

3) Íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, ñïèíà, ñòàòèœåñêóþ ïîëßðèçóåìîñòü (çàäàœè 7, 8, 14, 23)

Œòîáû âûðàçèòü âîñïðèèìœèâîñòü œåðåç G^R(”) è G^A(”), ïðåäñòàâèì ýíåðãåòèœåñêèé çíàìåíàòåëü â (5.4) â âèäå èíòåãðàëà ïî âñïîìîãàòåëüíîé ïåðåìåííîé: 1 E_k � Em � ! � iffi = 1 2ßi ∫ d” (” + ! � E_k � iffi)(” � Em +iffi) = = 1 2ßi ∫ G^A_k (” + !)G^R_m(”) d”; (5.9)

ãäå G^A_k (” + !) è G^R_m(”) — çàïàçäûâàþùàß è îïåðåæàþùàß ôóíêöèè, âçßòûå â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîäñòàâëßß ýòî âûðàæåíèå â (5.4), ïîëóœàåì âûðàæåíèå äëß âîñïðèèìœèâîñòè:

Ø(!) = 1 2ßi ∫ Tr ı h bG^A(” + !) bB; bG^R(”) bA i bæ ȷ d”: (5.10)

Çäåñü bæ — ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñèñòåìû (â äèàãîíàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè bæ_{mk} = n(E_m)ffi_{mk}); âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïðåäñòàâëßåò ñîáîé êîììóòàòîð îïåðàòîðîâ bG^A(” + !) bB è bG^R(”) bA.

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî âûðàæåíèß (5.10) ïî ñðàâíåíèþ ñ (5.4) â òîì, œòî îíî âåðíî â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå è, çíàœèò, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äàæå åñëè ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåèçâåñòíû. Íàèáîëåå âàæíûé ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëßþò çàäàœè î ïðîâîäèìîñòè è äèôôóçèè ôåðìèîíîâ â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå, êîòîðûå ìû ðàññìîòðèì â ãë. 9.

Â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ìåíßþòñß îò îäíîé ðåàëèçàöèè ïîòåíöèàëà ê äðóãîé, â òî âðåìß êàê èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò âåëèœèíû, óñðåäíåííûå ïî ñëóœàéíîìó ïîòåíöèàëó. Ìû óâèäèì, œòî óñðåäíßòü ôóíêöèè Ãðèíà è èõ ïðîèçâåäåíèß îêàçûâàåòñß ãîðàçäî óäîáíåå, œåì äåéñòâîâàòü ¿â ëîá£, èñïîëüçóß (5.4).

Ëèòåðàòóðà: Îñíîâíîå ñîñòîßíèå è êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà ðàññìîòðåíû â [3], § 9.1–9.3 áåç èñïîëüçîâàíèß âòîðèœíîãî êâàíòîâàíèß. Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ýòîò ïîäõîä ñ áîëåå ñòàíäàðòíûì èçëîæåíèåì — ñì. [5], § 53, 55 – 58, à òàêæå [6], § 1 è [1], § 2. Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ôóíêöèè Ãðèíà èäåàëüíîãî ôåðìè–ãàçà îáñóæäàþòñß â [6], § 9, 10. Îáîáùåííàß âîñïðèèìœèâîñòü è ôîðìóëà Êóáî ðàññìîòðåíû â [5], § 123, 126. Ñ ïðèìåíåíèßìè èäåàëüíîãî ôåðìèãàçà â òåîðèè ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà ìîæíî îçíàêîìèòüñß ïî [2], § 70, à ñ ïðèìåíåíèßìè â òåîðèè ìåòàëëîâ — ïî [3], ãë. IX è [6], § 61.

5.2. Задачи 22–27

З ад ача 22. (Ôóíêöèß Ãðèíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè.) Íàéäèòå ôóíêöèþ Ãðèíà G(”; r_1 � r_2) ïðè jr_1 � r_2jp_0 Æ 1 äâóìß ñïîñîáàìè: ñíàœàëà, èíòåãðèðóß ïî ¸ îò �1 äî +1, à çàòåì òîœíî, èíòåãðèðóß ïî d^3p. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû.

З ад ача 23. (Ýôôåêò Ðóäåðìàíà–Êèòòåëß.) Â ôåðìè-ãàçå íàõîäèòñß ëîêàëèçîâàííûé ñïèí S, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ ëîêàëüíîé ñïèíîâîé ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîíîâ:

bH_{int} = JS^i bœ^i(r = 0); (5.11)

ãäå bœ^i(r) = ^+_ff (r)œ^i_{fffi}_fi (r).

Íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ïîëßðèçàöèè ñïèíà ýëåêòðîíîâ œ^i(r) = = hbœ^i(r)i íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ îò ñïèíà S: jrjp_0 Æ 1. Ïîêàæèòå, œòî ïîëßðèçàöèß îñöèëëèðóåò, êàê ôóíêöèß êîîðäèíàò, è îïðåäåëèòå ïåðèîä îñöèëëßöèè^4) . Ñœèòàéòå âçàèìîäåéñòâèå J ìàëûì.

З ад ача 24. а. Êîððåëßòîð ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü ôåðìè-ãàçà hTbn(r; t)bn(r^0; t^0)i äàåòñß ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

Ðèñ. 5.1

Íàéäèòå ýòîò êîððåëßòîð â œàñòîòíîèìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðè ìàëûõ ! ø ø E_F , jkj ø p_0.

б. (Äèíàìèœåñêàß ñïèíîâàß âîñïðèèìœèâîñòü.) Íàéäèòå ïàðàìàãíèòíûé âêëàä â ìàãíèòíóþ âîñïðèèìœèâîñòü Ø(!; k) ýëåêòðîííîãî ãàçà ïðè T = 0, ò. å. îòêëèê ñïèíîâîé ïîëßðèçàöèè â îòâåò íà ïðèëîæåííîå ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå. Ñœèòàéòå, œòî j!j ø E_F , jkj ø p_0. Ïðîâåðüòå, œòî â ïðåäåëå !=k ! 0; k ! 0, ïîëóœàåòñß âîñïðèèìœèâîñòü Ïàóëè Ø = = 2¯^2_B ˚_0, ãäå ˚_0 = p_0m=(2ß^2ℏ^3) — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé íà óðîâíå Ôåðìè.

З ад ача 25. (Îòêëèê ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü ïðè D=1 .) Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé ôåðìè-ãàç âî âíåøíåì ïåðåìåííîì ïîëå,

bH_{int}(t) = � ∫ ’(x; t) bn(x; t) dx: (5.12)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îòêëèê ïëîòíîñòè bn(x; t) íà ïîëå ’(x; t). Åãî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

hbn(x; t)i = ∫ t^0¡t ∫ Q(x � x^0; t � t^0) ’(x^0; t^0) dx^0 dt^0; (5.13)

èëè, â ôóðüå-ïðåäñòàâëåíèè, hbn_{k;!}i = Q(k; !) ’_{k;!}. Ôóíêöèþ îòêëèêà Q(k; !) ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîëüçóßñü ôîðìóëîé Êóáî, êàê â çàäàœå 24á, ñ çàìåíîé îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè ñïèíà íà îïåðàòîðû ïëîòíîñòè œèñëà œàñòèö.

Íàéäèòå Q(k; !) ïðè ìàëûõ k è !, jkj ø p_0; j!j ø E_F . Ñðàâíèòå ñ ôóíêöèåé Ãðèíà ôîíîíîâ (4.7).

З ад ача 26. (Ôëóêòóàöèè œèñëà ôåðìèîíîâ íà ïðßìîé.) Äëß ãàçà áåññïèíîâûõ ôåðìè-œàñòèö íà ïðßìîé çàïèøèòå îïåðàòîð bN_L œèñëà

4) Ýòó çàäàœó óäîáíî ðåøàòü, èñïîëüçóß êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëß ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé (ñì. çàäàœó 22).

œàñòèö âíóòðè èíòåðâàëà 0 ¡ x ¡ L (ñì. [5], § 117). Äëß áîëüøèõ L Æ Æ p^{�1}_0 ïîëóœèòå ôîðìóëó

hffiN^2_Li = hN^2_Li � hN_Li^2 = ln p^0L ß^2

: (5.14)

Ëþáîïûòíî, œòî ôëóêòóàöèè (5.14) íåýêñòåíñèâíû (íåàääèòèâíû ïî äëèíå èíòåðâàëà), â îòëèœèå îò êëàññèœåñêèõ òåðìîäèíàìèœåñêèõ ôëóêòóàöèé. Íåýêñòåíñèâíîñòü åñòü ïðîßâëåíèå êâàíòîâûõ êîððåëßöèé. Ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå ýêñòåíñèâíîñòü âîññòàíàâëèâàåòñß íà ìàñøòàáàõ, ïðåâîñõîäßùèõ òåïëîâóþ äëèíó: L Æ L_T = ℏv_F =T .

Áîëåå òðóäíûì îêàçûâàåòñß âîïðîñ î íàõîæäåíèè ïîëíîé ñòàòèñòèêè ðàñïðåäåëåíèß œèñëà œàñòèö â êîíåœíîì èíòåðâàëå. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áîçîíèçàöèè, èçëîæåííîãî â ãë. 12, ìîæíî ïîêàçàòü, œòî ýòî ðàñïðåäåëåíèå íîðìàëüíîå:

P (n) ß exp ` � (n � a)^2 2b ´ ; (5.15)

ãäå a = hNLi, b = hhN^2_Lii. Ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå ýòîé çàäàœè àâòîðàì íåèçâåñòíî.

З ад ача 27*. (Êàòàñòðîôà îðòîãîíàëüíîñòè.) Â èäåàëüíûé ôåðìè-ãàç âíîñßò ïðèìåñü, íà ïîòåíöèàëå U(r) êîòîðîé œàñòèöû ìîãóò óïðóãî ðàññåèâàòüñß. Îêàçûâàåòñß, îñíîâíîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ èçìåíßåòñß, äàæå åñëè ïîòåíöèàë U(r) ïðîèçâîëüíî ìàë. Â ñëóœàå, êîãäà ðàññåßíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â s-êàíàëå, ìîæíî ïîëóœèòü ñëåäóþùóþ îöåíêó äëß èíòåãðàëà ïåðåêðûòèß ñîñòîßíèé^5) : h0^0j0i ß (p_0L)^{�ff}; ff = ffi^2_0 =ß^2; (5.16) ãäå j0i è j0^0i — îñíîâíûå ñîñòîßíèß ôåðìè-ñèñòåìû äî è ïîñëå âíåñåíèß ïðèìåñè, ffi_0 — ôàçà ðàññåßíèß â s–êàíàëå ïðè ” = E_F , à L — ðàçìåð ñèñòåìû^6) .

Ýòîò óäèâèòåëüíûé è âàæíûé ðåçóëüòàò áûë âíàœàëå ïîëóœåí ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè, ïóòåì ßâíîãî âûïèñûâàíèß ñëýòåðîâñêîãî äåòåðìèíàíòà è îöåíêè èíòåãðàëà ïåðåêðûòèß^7) . Ïîïûòàåìñß ïåðåâåñòè çàäàœó î ïåðåêðûòèè îñíîâíûõ ñîñòîßíèé íà ßçûê äèàãðàììíîé òåõíèêè. Áóäåì âêëþœàòü ïîòåíöèàë ïðèìåñè ïëàâíî îò t = �1 äî t = 0:

bH_{int}(t) = e^{flt} ∫ U(r) ^+(r) (r) d^3r: (5.17)

Ðàññìîòðèì ñðåäíåå S-ìàòðèöû ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ ôåðìè-ãàçà ïðè U(r) = 0,

K_fl = ø T exp ` � i 0∫ �1 bH_{int}(t) dt ´Æ : (5.18)

5) Äëß áåññïèíîâûõ ôåðìèîíîâ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè â (5.16) åñòü ff = = ffi^2_0 =(2ß^2).

6) L ß 2ßN^{1=3}=p_0, ãäå N — ïîëíîå œèñëî œàñòèö. 7) P. W. Anderson// Phys. Rev. Lett. 1967. V. 18. P. 1049.

Ïðè fl ! 0 âåëèœèíà K_fl ñòðåìèòñß ê h0j0^0i. (Ïîœåìó?)

а. Ïîêàæèòå, œòî ln K_fl =^1 P n=1 F_n=n; (5.19) ãäå F_n = (�i)^n ∫ : : : ∫ hhT bH_{int}(t_1) : : : bH_{int}(t_n)ii dt_n : : : dt_1; (5.20)

ïðèœåì hh : : : ii îçíàœàåò, œòî óœèòûâàþòñß òîëüêî ñâßçíûå ãðàôèêè (ñì. òåîðåìó î ðàçëîæåíèè ïî ñâßçíûì äèàãðàììàì â [1], § 15).

б. Èçîáðàçèòå ãðàôèœåñêè F_1, F_2, F_3. Ñêîëüêî ãðàôèêîâ ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó F_n? Êàêèå âûðàæåíèß ñîïîñòàâëßþòñß ãðàôèœåñêèì ýëåìåíòàì? Êàòàñòðîôå îðòîãîíàëüíîñòè îòâåœàåò K_{fl!0} ! 0, ò. å.

Re ln K_fl ! �1 ïðè fl ! 0: (5.21)

Ïîêàæèòå, œòî F_1 äàåò œèñòî ìíèìûé âêëàä, èìåþùèé ñìûñë ïåðåíîðìèðîâêè ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß, à Re F_2 ¸ ln fl. Ñœèòàß U(r) ñëàáûì è èñïîëüçóß ïðèáëèæåíèå ffi-ôóíêöèè U(r) = ffffi^{(3)}(r), íàéäèòå Re F_2 è îöåíèòå K_fl , îòáðîñèâ âêëàäû F_n áîëåå âûñîêîãî ïîðßäêà.

в. Êàêèì îáðàçîì, çíàß K_fl , ìîæíî îöåíèòü ïåðåêðûòèå îñíîâíûõ ñîñòîßíèé h0j0^0i? Ïîêàæèòå, œòî äëß ýòîãî ñëåäóåò ïîëîæèòü fl ïîðßäêà îáðàòíîãî ðàññòîßíèß ìåæäó óðîâíßìè â ñèñòåìå, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîñòîßíèßì ñ óãëîâûì ìîìåíòîì l = 0.

Â ïðèëîæåíèßõ œàñòî âîçíèêàåò âîïðîñ î êàòàñòðîôå îðòîãîíàëüíîñòè äëß ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà, íå îáßçàòåëüíî ñëàáîãî. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ãë. 12 (çàäàœà 78), è â ýòîì ñëóœàå ìîæíî âûðàçèòü ïåðåêðûòèå ñòàðîãî è íîâîãî îñíîâíûõ ñîñòîßíèé œåðåç ôàçû ðàññåßíèß. Ïðèœåì åñëè èìååòñß òîëüêî s-ðàññåßíèå, ôîðìóëà (5.16) îñòàåòñß ñïðàâåäëèâîé.

5.3. Решения задач 22–27

22. Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà, èíòåãðèðóß ïî ¸. Íàœíåì ñ èíòåãðèðîâàíèß ïî óãëàì:

G(”; r) = ∫∫ e^{ipr cos`} ” � ¸(p) + iffi sgn ” p^2dp sin `d`

(2ß)^2 = = 1 2ß^2r 1∫ 0 p sin pr dp ” � ¸(p) + iffi sgn ”

; (5.22)

ãäå ¸(p) = p^2=2m � E_F . Âûðàæàåì p œåðåç ¸ è èíòåãðèðóåì ïî¸ âûœåòàìè, ïðåäñòàâèâ ñèíóñ êàê ðàçíîñòü ýêñïîíåíò:

G(”; r) = 1 2ß^2r +1∫ �1 sin � p0 + ¸=vF � r ” � ¸ + iffi sgn ” p0d¸ vF = = � m 2ßr e^{ir}

�_{sgn ”p0+j”j=vF} � : (5.23)

Íàéäåííàß ôóíêöèß Ãðèíà îñöèëëèðóåò ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ôåðìèåâñêîé äëèíå âîëíû ˘_0 = 2ßℏ=p_0. Èç-çà ýôôåêòîâ ôåðìè-ñòàòèñòèêè ôàçà îñöèëëßöèé ìåíßåò çíàê íà óðîâíå Ôåðìè (ïðè ” = 0).

Òåïåðü âûïîëíèì òîœíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî p. Âûðàæåíèå (5.22) åñòü œåòíàß ôóíêöèß p, ïîýòîìó ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü èíòåãðàë ïî p íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü è ðàçäåëèòü ðåçóëüòàò ïîïîëàì: 1 4ß^2r 1∫ �1 p sin pr dp ” � p^2=2m + EF + iffi sgn ”

: (5.24)

Ðàçëàãàåì ýòî âûðàæåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè è èíòåãðèðóåì: m 4ß^2r 1∫ �1 ` 1 κ � p � 1 κ + p ´ sin pr dp = � m 2ßr e^{i sgn ” κr}; (5.25)

ãäå κ = p 2m(E_F + ” + iffi sgn ”) . Âèäèì, œòî èíòåãðèðîâàíèå ïî ¸ äàåò õîðîøóþ òîœíîñòü ïðè ýíåðãèè ” ìíîãî ìåíüøå ôåðìèåâñêîé, j”j ø E_F .

23. Çàïèøåì ñïèíîâóþ ïîëßðèçàöèþ œ^i(r) = h^+_ff (r) œ^i_{fffi}_fi (r)i œåðåç òîœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà:

œ^i(r) = �i Tr (bœ^i bG) = lim_{t0!t+0}

r=r^0 � �iœ^i_{fffi} G_{fiff}(r; t; r^0; t^0) � ; (5.26)

ãäå ïîäðàçóìåâàåòñß ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíîâûì èíäåêñàì ff, fi.

Ôóíêöèß Ãðèíà G âûðàæàåòñß œåðåç ôóíêöèþ G_0 ôåðìè-ãàçà â âèäå ðßäà, àíàëîãèœíîãî ðßäó (3.11) äëß àìïëèòóäû ðàññåßíèß, ðàññìîòðåííîìó â ãë. 3. Ïðè ýòîì îïåðàòîð

bH_{int} = J ∫ S^iffi^{(3)}(r) ^+_ff (r)œ^i_{fffi}_fi (r) d^3r (5.27)

èãðàåò ðîëü ïîòåíöèàëà âîçìóùåíèß.

Èíòåðåñóþùèé íàñ ýôôåêò âîçíèêàåò â ïåðâîì ïîðßäêå ïî J:

G^{(1)}_{fffi} (”; r; r^0) = JS^iœ^i_{fffi} G_0(”; r)G_0(”; �r^0): (5.28)

Ïîäñòàâëßåì G^{(1)}_{fffi} â (5.26): œ^i(r) = �2iJS^i ∫ G^2_0(”; r) d” 2ß : (5.29)

Âîñïîëüçóåìñß ðåçóëüòàòîì (5.23) çàäàœè 22 äëß G_0(”; r) ïðè p_0r Æ 1: ∫ d” 2ß G_0^2(”; r) = ` m 2ßr ´_2^1∫ 0 ı e^{2ir(p0+”=vF )} + e^{�2ir(p0r�”=vF )} ȷ d” 2ß =

= i mp^0 (2ß)^3 cos (2p0r) r^3

: (5.30)

Ïîëóœàåì çàòóõàþùèå îñöèëëßöèè ñ ïåðèîäîì ß=p_0:

œ^i(r) = J S^i mp^0 4ß^3 cos (2p0r)

r^3

: (5.31)

Òîœíîå âûðàæåíèå äëß ïëîòíîñòè ñïèíà ìîæíî ïîëóœèòü, âçßâ òîœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà (5.25) è ïðîèíòåãðèðîâàâ åå êâàäðàò â (5.29) ïî ”:

œ^i(r) = J S^i 2mp 4 0 ß^3 ı cos x

x^3

� sin x x^4 ȷ ; (5.32)

ãäå x = 2p_0r. Âèäèì, œòî â àñèìïòîòèêå, ò. å. íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ, ðåçóëüòàò âñå áîëåå ïðèáëèæàåòñß ê (5.31), œòî ñîãëàñóåòñß ñ ¿èäåîëîãèåé£ èíòåãðèðîâàíèß ïî ¸. Êðîìå òîãî, îòìåòèì, œòî ñèíãóëßðíîñòü òîœíîãî âûðàæåíèß (5.32) ïðè ìàëûõ r èìååò õàðàêòåð r^{�1}. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âçßòèè èíòåãðàëà ïî d^3r ðàñõîäèìîñòè äëß ïîëíîé ïîëßðèçàöèè íå âîçíèêàåò. Âûðàæåíèå (5.31) áîëåå ñèíãóëßðíî, íî ïðè ìàëûõ r ïî ñàìîìó ñâîåìó ïðîèñõîæäåíèþ îíî íåïðèìåíèìî, ïîñêîëüêó èíòåãðèðîâàíèå ïî ¸ ãàðàíòèðóåò ïðàâèëüíîñòü îòâåòà òîëüêî íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ.

24а. Çàïèøåì âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììå íà ðèñ. 5.1:

�(!; k) = �2i ∫∫ G_0(”_+; q_+)G_0(”_�; q_�) d 3q (2ß)^3 d” 2ß ; (5.33)

ãäå ”_� = ” � !=2; q_� = q � k=2, à ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ñïèíàì. Â èíòåãðàëå (5.33) ñóùåñòâåííûìè îêàçûâàþòñß q_� âáëèçè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó ïðè jkj ø p_0 óäîáíî ðàçëîæèòü jq_�j òàê: jq_�j = q � (k=2) cos `, ãäå ` — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè q è k. Òîãäà ôóíêöèß G_0(”_�; q_�) = 1 ”� � ¸� + iffi sgn ¸�

; (5.34)

ãäå ¸_�(q) = ¸(q_�) = ¸(q) � (v_F k=2) cos `. Èíòåãðèðóåì (5.33) ïî ”, çàìûêàß êîíòóð â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ! è ðàñêëàäûâàß ïðîèçâåäåíèå G_0 íà ïðîñòåéøèå äðîáè. Èíòåãðàë îòëèœåí îò íóëß, åñëè ïîëþñû ôóíêöèé G_0 ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòßõ: ∫ d” (” + !=2 � ¸+ + iffi sgn ¸+) (” + !=2 � ¸� + iffi sgn ¸�) = = 2ßi [n(¸^�) � n(¸^+)] ! � vF k cos ` + iffi (sgn ¸+ � sgn ¸�)

; (5.35)

ãäå n(¸) — ôåðìèåâñêàß ôóíêöèß çàïîëíåíèß. Ïîñêîëüêó k ìàëî, ðàçíîñòü n(¸_�) � n(¸_+) îòëèœíà îò íóëß â òîíêîì ñëîå âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ¸. Â çàâèñèìîñòè îò çíàêà cos ` âîçìîæíû äâà ñëóœàß:

1) cos ` ¿ 0. Âûðàæåíèå (5.35) îòëèœíî îò íóëß ïðè j¸j ¡ < (v_F k=2) cos `, ïðèœåì n(¸_�) � n(¸_+) = �1;

2) cos ` ¡ 0. Âûðàæåíèå (5.35) îòëèœíî îò íóëß ïðè j¸j ¡ ¡ �(v_F k=2) cos `, ïðèœåì n(¸_�) � n(¸_+) = 1.

Èòàê, îñòàåòñß èíòåãðàë ïî óãëàì:

�(!; k) = ˚_0 ß∫ 0 vF k cos` ! � vF k cos ` + iffi sgn !

sin ` d`; (5.36)

ãäå ˚_0 = mp_0=(2ß^2ℏ^3) — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé. Îáîçíàœèì x = cos ` è âûœèñëèì_1 ∫ �1 x dx x0 � x + iffi sgn x0

= A + iB; (5.37) ãäå A = �2 + x_0 ln fi fi fi x0 + 1 x0 � 1 fi fi fi; B = 8 ¡ : 0 ïðè jx_0j ¿ 1; �ßx_0 ïðè 0 ¡ x_0 ¡ 1; ßx_0 ïðè � 1 ¡ x_0 ¡ 0:

(5.38)

Ïîëóœàåì

�(!; k) = �2˚_0 ” 1 � !

2kvF ln fi fi fi kvF + ! kvF � ! fi fi fi+ ßi 2 j!j kvF ` ` 1 � j!j kvF ´# : (5.39)

24б. (Ïåðâîå ðåøåíèå.) Äèàãðàììà äëß ñïèíîâîãî êîððåëßòîðà îòëèœàåòñß îò äèàãðàììû íà ðèñ. 5.1 ëèøü íåçíàœèòåëüíî — íàëèœèåì ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ â âåðøèíàõ. Ñîîòâåòñòâóþùåå àíàëèòèœåñêîå âûðàæåíèå îòëèœàåòñß îò (5.33) ñïèíîâûì ìíîæèòåëåì Tr œ^iœ^j = 2ffi_{ij} . Ïîýòîìó, íà ïåðâûé âçãëßä, äëß îòûñêàíèß ñïèíîâîé âîñïðèèìœèâîñòè ìîæíî ïðîñòî âîñïîëüçîâàòüñß ðåçóëüòàòîì ðåøåíèß çàäàœè 24à.

Â òîì, œòî ýòî íåâåðíî, ëåãœå âñåãî óáåäèòüñß, çàìåòèâ, œòî âûðàæåíèå (5.39) äëß �(!; k) êàê ôóíêöèè œàñòîòû ! íå îáëàäàåò àíàëèòèœåñêèìè ñâîéñòâàìè âîñïðèèìœèâîñòè, ïîñêîëüêó èìååò îñîáåííîñòè â ïîëóïëîñêîñòè Im ! ¿ 0. Ïîñëåäíåå âèäíî óæå èç âûðàæåíèß (5.35), óñòðîåííîãî òàê, œòî â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ ¸_+ è ¸_� ïîëþñ ïî ! ìîæåò îêàçàòüñß â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, â íèæíåé, èëè íà âåùåñòâåíîé îñè. Ýòî àâòîìàòèœåñêè ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ ïðèœèííîñòè è â îêîíœàòåëüíîì îòâåòå (5.39).

Ñ ôîðìàëüíîé òîœêè çðåíèß ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, œòî â ïåòëå íà ðèñ. 5.1 áûëè âçßòû ïðèœèííûå ôóíêöèè Ãðèíà. Ïîýòîìó ïî ñâîèì àíàëèòèœåñêèì ñâîéñòâàì ïåòëß èç ïðèœèííûõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóåò ïîëßðèçàöèîííîìó îïåðàòîðó, à íå âîñïðèèìœèâîñòè, è àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà îêàçûâàþòñß ñëåäóþùèìè: �(�!) = �(!), à íå Ø(�!^�) = Ø^�(!). Â ðåçóëüòàòå îñîáåííîñòè íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ! îêàçûâàþòñß ðàñïîëîæåííûìè ñèììåòðèœíî îòíîñèòåëüíî ! = 0.

Îòìåòèì, œòî íà ñàìîì äåëå âîñïðèèìœèâîñòü è ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð ìîæíî ñâßçàòü äðóã ñ äðóãîì ñ ïîìîùüþ ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêè, èñïîëüçóß ìíèìûå œàñòîòû è ìåòîä àíàëèòèœåñêîãî ïðîäîëæåíèß (ñì. çàäàœó 37, ãë. 7). Ïðè ýòîì âûßñíßåòñß, œòî íàäî âçßòü âûðàæåíèå (5.39) äëß ïåòëè íà ðèñ. 5.1 ïðè ! ¿ 0 è ïðîäîëæèòü â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîãî !, à ñ íåå — íà ! ¡ 0. (Òàê œòî ïðèâåäåííîå âûøå ñîîáðàæåíèå íå ñîâñåì óæ è íåïðàâèëüíîå!).

Îäíàêî ïîêà ìû íå áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó ñâßçü, à ïðîäåëàåì ïðßìîå âûœèñëåíèå ïî ôîðìóëå Êóáî. Âîçüìåì â êàœåñòâå bA(t) è bB(t) â (5.2) îïåðàòîð ïëîòíîñòè íàìàãíèœåííîñòè:

bs_z(r; t) = ¯_B h b^+_” (r; t) b_”(r; t) � b^+_# (r; t) b_#(r; t) i : (5.40)

Ðàñêðîåì ñðåäíåå êîììóòàòîðà â (5.2) ïî òåîðåìå Âèêà êàê ñóììó âñåâîçìîæíûõ ïàðíûõ ñðåäíèõ îïåðàòîðîâ è ^+, è îñòàâèì òîëüêî ñâßçíûå ãðàôèêè:

Ø_{!;k} = 2i ¯^2_B ∫∫ e^{i!t+ikr} h h b^+_” (r; t) b_”(0; 0)ih b_”(r; t) b^+_” (0; 0)i �

� h b^+_” (0; 0) b_”(r; t)ih b_”(0; 0) b^+_” (r; t)i i dt d^3r (5.41)

(äâîéêà óœèòûâàåò ñïèí). Ñðåäíèå âûœèñëßåì íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ âòîðèœíîãî êâàíòîâàíèß^8) :

h b^+_” (r; t) b_”(r^0; t^0)i = P p e^{�i¸(p)(t0�t)+ip(r0�r)} n(¸(p)); (5.42)

h b_”(r; t) b^+_” (r^0; t^0)i = P p e^{�i¸(p)(t0�t)+ip(r0�r)} [1 � n(¸(p))] ; (5.43)

ãäå n(¸) — ôåðìèåâñêàß ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß. Äåëàß ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëóœàåì äëß Ø_{!;k} òàêîå âûðàæåíèå:

2i¯^2_B ∫ ∫ jq+j¿p0 jq�j¡p0 � G^R(”_+; q_+) G^A(”_�; q_�) � G^A(”_�; q_+) G^R(”_+; q_�)

� d”d^3q (2ß)^4 ; (5.44) ãäå çàïàçäûâàþùàß è îïåðåæàþùàß ãðèíîâñêèå ôóíêöèè åñòü

G^{R;A}(”; q) = 1 ” � ¸(q) � iffi

: (5.45) Èíòåãðèðîâàíèå ïî ” äàåò ∫ G^R(”_+; q_+) G^A(”_�; q_�) d” = 2ßi ! � vF k cos ` + iffi

; (5.46)

ãäå ` — óãîë ìåæäó k è q. Âìåñòî (5.35) ïîëóœàåì

Ø_{!;k} = �¯ 2 B 4ß^3 ∫ jq+j¿p0 jq�j¡p0

ı 1 ! � vF k cos ` + iffi � 1 ! + vF k cos ` + iffi ȷ d^3q:

(5.47)

8) Ïðèìåíßß òåîðåìó Âèêà, ñëåäóåò èìåòü â âèäó, œòî ñðåäíåå â ôîðìóëå Êóáî íå T-óïîðßäîœåííîå.

Ýòî âûðàæåíèå èìååò ßñíûé ñìûñë: ïåðåìåííîå âíåøíåå ïîëå âîçáóæäàåò ýëåêòðîííî-äûðîœíóþ ïàðó. Ýëåêòðîí èìååò èìïóëüñ q_+, à äûðêà — q_�. Ïðèíöèï Ïàóëè íàêëàäûâàåò îãðàíèœåíèå íà ôàçîâûé îáúåì: jq_+j ¿ p_0, jq_�j ¡ p_0, îòêóäà ñëåäóåò, œòî cos ` ¿ 0. Ýíåðãèß ïàðû åñòü ¸(q_+) � ¸(q_�) = v_F k cos `, è ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ïðåäåë ìàëûõ k, ýíåðãèè ýëåêòðîíà è äûðêè ìàëû. Èç ïðèâåäåííîãî âûðàæåíèß äëß ýíåðãèè ïàðû ñëåäóåò, œòî è ýëåêòðîííîå, è äûðîœíîå ñîñòîßíèå îòñòîßò îò óðîâíß Ôåðìè íå áîëåå œåì íà kv_F . Íàñ èíòåðåñóþò ìàëûå k, ïîýòîìó â èíòåãðàëå ïî q^2dq ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸: 1∫ �1 n(¸_�) (1 � n(¸_+)) d¸ = æ v_F k cos ` ïðè cos ` ¿ 0; 0 ïðè cos ` ¡ 0:

(5.48)

Îñòàåòñß èíòåãðàë ïî óãëàì 0 ¡ ` ¡ ß=2. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî çàìåíà ! + iffi ! �! � iffi ýêâèâàëåíòíà çàìåíå ` ! ß=2 � `. Ïîýòîìó:

Ø_{!;k} = ¯^2_B ˚_0 ß∫ 0 vF k cos` ! � vF k cos ` + iffi sin ` d`: (5.49)

Ñäåëàåì îáûœíóþ ïîäñòàíîâêó x = cos ` è âûœèñëèì 1∫ �1 x dx x0 � x + iffi

= �2 + x_0 ln x^0 + iffi + 1 x0 + iffi � 1

: (5.50)

Ïîëàãàß x_0 = !=kv_F , íàõîäèì^9)

Ø_{!; k} = 2¯^2_B ˚_0 ` 1 � !

2kvF ln fi fi fi kvF + ! kvF � ! fi fi fi+ ßi 2 ! kvF ` ` 1 � j!j kvF ´´ : (5.51)

Ñîîòâåòñòâåííî, â ñòàòèœåñêîì ïðåäåëå !=kv_F ! 0, k ! 0, ïîëóœàåì ðàâíîâåñíóþ ïàóëèåâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü: Ø_{ïàðà} = 2¯^2_B ˚_0.

24б. (Âòîðîå ðåøåíèå.) Ìîæíî äåéñòâîâàòü èíàœå: ñíàœàëà íàéòè ìíèìóþ œàñòü Ø_{!;k}, à çàòåì âîññòàíîâèòü ïî íåé âåùåñòâåííóþ, ïîëüçóßñü àíàëèòèœåñêèìè ñâîéñòâàìè âîñïðèèìœèâîñòè. Ôèçèœåñêè ìíèìàß œàñòü Ø îïèñûâàåò äèññèïàöèþ, ò. å. âîçáóæäåíèå ïåðåìåííûì ïîëåì ýëåêòðîííî-äûðîœíûõ ïàð. Ïîýòîìó, êàê è â çàäàœå 17, â ïåòëå íà ðèñ. 5.1 âèðòóàëüíûå ñîñòîßíèß ýëåêòðîíà è äûðêè íàäî áðàòü íà ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè ” = ¸(q). Ôîðìàëüíî ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå

G^{A;R}(”; q) ! �ißffi (” � ¸(q)) (5.52)

9) Îòìåòèì, œòî âûðàæåíèå (5.39) äëß ïðèœèííîãî êîððåëßòîðà ïðè ! ¿ 0 ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (5.51) äëß çàïàçäûâàþùåãî êîððåëßòîðà, à ïðè ! ¡ 0 îòëèœàåòñß êîìïëåêñíûì ñîïðßæåíèåì.

4 Ë. Ñ. Ëåâèòîâ, À. Â. Øèòîâ

â âûðàæåíèè (5.33):

Im Ø_{!;k} = 2 ¯^2_B ß^2 ∫ jq_+j¿p_0 jq_�j¡p_0

d^3q (2ß)^3 ∫ ffi (”_+ � ¸(q_+)) ffi (”_� � ¸(q_�)) d” 2ß : (5.53)

Ñìûñë äàííîãî âûðàæåíèß â òîì, œòî â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèß êâàíòà ℏ! ïåðåìåííîãî âíåøíåãî ïîëß ýëåêòðîí ñ ýíåðãèåé ¸_� ïîä óðîâíåì Ôåðìè âîçáóæäàåòñß â ñîñòîßíèå ñ ýíåðãèåé ¸_+ íàä óðîâíåì Ôåðìè. Ýòî âûðàæåíèå äàåò ImØ òîëüêî ïðè ! ¿ 0, à ïðè ! ¡ 0 îíî ðàâíî 0, êàê è äîëæíî áûòü äëß âåðîßòíîñòè ðàñïàäà. Ïîëóœèâ Im Ø ïðè ïîëîæèòåëüíûõ !, ìû ðàñïðîñòðàíèì åãî íà îòðèöàòåëüíûå ! ïî ñâîéñòâó âîñïðèèìœèâîñòè Ø(�!) = Ø^�(!).

Èíòåãðàë ïî ” â (5.53) óñòðàíßåò îäíó ffi-ôóíêöèþ:

Im Ø_{!;k} = ¯^2_B ∫ jq_+ j¿p_0 jq_�j¡p_0 ffi � ! � ¸(q_+) + ¸(q_�)

� d^3q

(2ß)^2

: (5.54)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè, ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò äëèííîâîëíîâûé ïðåäåë k ø p^{�1}_0 , ïåðåõîäèì îò èíòåãðàëà ïî q^2dq ê èíòåãðàëó ïî ¸, êîòîðûé äàåò kv_F cos ` ïðè cos ` ¿ 0, è 0 â ïðîòèâíîì ñëóœàå. Îñòàåòñß èíòåãðàë ïî óãëàì:

ß=2∫ 0 v_F k cos ` ffi(! � v_F k cos `) sin ` d` = æ ! ïðè 0 ¡ ! ¡ kv_F ; 0 ïðè ! ¿ kv_F : (5.55)

Òåïåðü, ïîñêîëüêó Ø(�!) = Ø^�(!), áåðåì íåœåòíóþ ôóíêöèþ

Im Ø_{!;k} = ¯^2_B ˚_0 æ ! ïðè j!j ¡ kv_F ; 0 ïðè j!j ¿ kv_F

(5.56)

è âîññòàíàâëèâàåì Ø(!) ïî àíàëèòèœíîñòè:

Ø(!) = 1 ß ∫ Im Ø(!^0)d!^0 !^0 � ! � i0

: (5.57)

Ýòî ïðèâîäèò ê òîœíî òàêîìó æå èíòåãðàëó, œòî è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè.

Çàìåòèì, œòî â áîëåå ñëîæíûõ ñèòóàöèßõ íàõîæäåíèå âîñïðèèìœèâîñòè â äâà ýòàïà (ñíàœàëà ìíèìàß œàñòü, à çàòåì âåùåñòâåííàß) ìîæåò îêàçàòüñß óäîáíåå ïðßìîãî âûœèñëåíèß. Ìíèìàß œàñòü âñåãäà ñâßçàíà ñ îïðåäåëåííûìè ïðîöåññàìè ðàñïàäà, ïîýòîìó îíà îáûœíî èìååò áîëåå ïðîçðàœíóþ ñòðóêòóðó, œåì âåùåñòâåííàß œàñòü.

25. Íàñ èíòåðåñóåò äèíàìèœåñêèé îòêëèê ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü. Âûœèñëèì åãî ïî ôîðìóëå Êóáî (5.2). Äëß áåññïèíîâûõ ýëåêòðîíîâ îïåðàòîð ïëîòíîñòè œèñëà œàñòèö åñòü

bn(x; t) = b^+(x; t) b(x; t); (5.58) ïîýòîìó

Q(!; k) = i ℏ 1∫ 0 h [bn_k(t); bn_k(0)] i e^{i!t} dt: (5.59)

Ðàñêðûâàåì ñðåäíåå êîììóòàòîðà ïî òåîðåìå Âèêà, êàê è â ïðåäûäóùåé çàäàœå, è ïîñëå èíòåãðèðîâàíèß ïî ”, ïîëóœàåì âûðàæåíèå, àíàëîãèœíîå (5.47):

Q(!; k) = ∫ jq_+j¿p_0 jq_�j¡p_0

` 1 ! � qk=m + iffi + 1 �! � qk=m � iffi ´ dq 2ß : (5.60)

Îãðàíèœåíèß, íàêëàäûâàåìûå ïðèíöèïîì Ïàóëè, îçíàœàþò, œòî q ìåíßåòñß â ïðåäåëàõ:

p_0 � k 2 ¡ q ¡ p_0 + k 2 ïðè k ¿ 0;

�p_0 � jkj 2 ¡ q ¡ �p_0 + jkj 2 ïðè k ¡ 0:

(5.61)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ìàëûõ k ø p^{�1}_0 â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (5.60) ìîæíî ïðîñòî ïîëîæèòü q = p_0 ïðè k ¿ 0, è q = �p_0 ïðè k ¡ < 0. Ïðè ýòîì ìû ïðåíåáðåãàåì çàâèñèìîñòüþ ñêîðîñòè q=m îò ýíåðãèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè óðîâíß Ôåðìè. Èíàœå ãîâîðß, ìû ëèíåàðèçóåì çàêîí äèñïåðñèè:

¸(p) = p 2 2m � E_F ! ¸(p) = v_F (jpj � p_0) (5.62)

(œòî ýêâèâàëåíòíî ïåðåõîäó ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸). Ïîëóœàåì

Q(!; k) = k 2ß ` 1 ! � vF jkj + iffi � 1 ! + vF jkj + iffi ´ ; (5.63) èëè Q(!; k) = ˚^{1D} v 2 F k^2 !^2 � v^2_F k^2 + iffi sgn !

; (5.64)

ãäå ˚_{1D} = 1=ßv_F — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ïðè D = 1 áåç óœåòà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèß. Óœåò ñïèíà óâåëèœèâàåò ˚_{1D} âäâîå.

26. Îïåðàòîð œèñëà œàñòèö â èíòåðâàëå 0 ¡ x ¡ L åñòü

bN_L = L∫ 0 bn(x) dx; bn(x) = ^+(x)(x); (5.65)

4*

à bN^2_L = L∫ 0 L∫ 0 bn(x)bn(x^0) dx dx^0. Ïëîòíîñòü hni = p_0=ß, ñëåäîâàòåëüíî,

h bN_Li = L∫ 0 hbn(x)i dx = p^0 ß L: (5.66)

Íàñ èíòåðåñóåò

hffi bN^2_Li = L∫ 0 L∫ 0 hhbn(x)bn(x^0)ii dx dx^0; (5.67)

ãäå hh: : : ii îáîçíàœàåò íåïðèâîäèìûé êîððåëßòîð, ïîëóœàåìûé ¿ñâßçíûì£ óñðåäíåíèåì.

Ïåðåõîäèì ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ: (x) = P p a_p e^{ipx}. Òîãäà

h bN^2_Li = P p_1;p_2;p_3;p_4 L∫ 0 L∫ 0 ha^+_{p1} a_{p2} a^+_{p3} a_{p4} ie^{ix(p2�p1)+ix0(p4�p3)}dx dx^0: (5.68)

Ðàñêðîåì ñðåäíåå ïî òåîðåìå Âèêà:

ha^+_{p1} a_{p2} a^+_{p3} a_{p4} i = ha^+_{p1} a_{p2} iha^+_{p3} a_{p4} i + ha^+_{p1} a_{p4} iha_{p2} a^+_{p3} i: (5.69)

Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âòîðîå ñëàãàåìîå, ïîñêîëüêó ïåðâîå åñòü hN_Li^2 è íå äàåò âêëàäà â íåïðèâîäèìûé êîððåëßòîð. Ïîëóœàåì

hhn(x)n(x^0)ii = P ha^+_{p1} a_{p2} iha^+_{p3} a_{p4} ie^{ix(p2�p1)+ix0(p4�p3)} = = p_0∫

�p_0

e^{ip1(x0�x)} dp^1 2ß � `^{+1}∫ �1 e^{ip3(x�x0)} dp^3 2ß � p_0∫

�p_0

e^{ip3(x�x0)} dp^3 2ß ´ =

= � `^p0∫

�p_0

e^{ip(x�x0)} dp 2ß ´_2 + p_0∫

�p_0

e^{ip(x�x0)}ffi(x � x^0) dp 2ß =

= � 1

ß^2 sin^2 p0(x � x^0) (x � x^0)^2

+ p^0 ß ffi(x � x^0): (5.70)

Èíòåãðèðóß ýòî âûðàæåíèå, íàõîäèì

hffiN^2_Li = p^0 ß L � 1 ß^2 L∫ 0 L∫ 0 sin^2 p0(x � x^0) (x � x^0)^2 dx dx^0: (5.71)

Ïåðåéäåì ê íîâûì êîîðäèíàòàì: u = x � x^0, v = x + x^0:

L∫ 0 L∫ 0 sin^2 p0(x � x^0) (x � x^0)^2 dx dx^0 = 2 L∫ 0 du sin

2 p0u u^2 L∫ u dv =

= 2 L∫ 0 (L � u) sin

2 p0u u^2 du ß 2 ` ß 2 Lp_0 � 1 2 ln Lp_0 ´ : Èòàê, íàõîäèì

hffiN^2_Li = p^0 ß L � p^0 ß L + 1 ß^2 ln(Lp_0) = 1 ß^2 ln(p_0L); (5.72)

œòî è òðåáîâàëîñü.

27. (Ïåðâîå ðåøåíèå.) Áóäåì ñœèòàòü ýëåêòðîíû áåññïèíîâûìè è âîññòàíîâèì çàâèñèìîñòü îò ñïèíà â êîíöå. Âîçüìåì ñðåäíåå S-ìàòðèöû ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ ãàçà ñ U(r) = 0,

K_fl = D T exp(�i 0∫ �1 bH_{int}(t)dt) E ; (5.73)

è ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó â ðßä 1P n=0 0∫ �1 t_1∫

�1 : : :

t_{n�1}∫

�1 (�i)^n D bH_{int}(t_1) bH_{int}(t_2) : : : bH_{int}(t_n) E dt_n : : : dt_2dt_1:

(5.74)

а. Âûäåëèì èç ñóììû (5.74) œàñòü ñ n ¿ 0:

K_fl = 1 + �: (5.75)

Ìîæíî îáûœíûì îáðàçîì ðàçëîæèòü ln K_fl â ðßä ïî �:

ln K_fl = � � 1 2 �^2 + 1 3 �^3 � : : : (5.76)

Ïîäñòàâèì ñþäà âûðàæåíèå äëß � â âèäå ñóììû ñðåäíèõ îò œëåíîâ ðàçëîæåíèß T-ýêñïîíåíòû â ðßä è ðàñêðîåì ñêîáêè. Èçóœèâ íåñêîëüêî íèçøèõ ïîðßäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé óáåäèìñß, œòî ïðè ðàñêðûâàíèè ñðåäíèõ ïî òåîðåìå Âèêà ñîêðàòßòñß âñå ñðåäíèå, çà èñêëþœåíèåì ñâßçíûõ ãðàôèêîâ. Ýòî íàáëþäåíèå ìîæíî îáîáùèòü íà ãðàôèêè ïðîèçâîëüíîãî ïîðßäêà, è äîêàçàòü òàê íàçûâàåìóþ òåîðåìó î ñâßçíûõ ãðàôèêàõ.

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, œòî ëîãàðèôì ñðåäíåãî S-ìàòðèöû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðßäà: ln K_fl = �^1 P n=1 1 n F_n; (5.77)

ãäå êàæäîå F_n äàåòñß åäèíñòâåííûì ãðàôèêîì (ðèñ. 5.2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñâßçíûõ ãðàôèêàõ íåòðóäíî ïîëóœèòü, çàìåòèâ, œòî ñîêðàùåíèå íåñâßçíûõ ãðàôèêîâ åñòü ôàêò œèñòî êîìáèíàòîðíîãî ïðîèñõîæäåíèß. Îí îïèðàåòñß íà ñâîéñòâà êîìáèíàòîðíûõ

Ðèñ. 5.2 ìíîæèòåëåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàñêðûâàíèè ñðåäíåãî (5.74) ïî òåîðåìå Âèêà, à òàêæå íà ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîßâëßþùèõñß èç œëåíîâ �^n â (5.76). Ìíîæèòåëè 1=n â (5.77) âîçíèêàþò ïîòîìó, œòî ñïîñîáîâ ¿ñâßçíîãî£ óñðåäíåíèß hh bH_{int}(t_1) : : : bH_{int}(t_n)ii âñåãî (n � 1)!, à ñïîñîáîâ óïîðßäîœåíèß âðåìåí â ãðàôèêå — n!.

Òåîðåìà (5.77) íàïîìèíàåò èçâåñòíóþ òåîðåìó î ñâßçíûõ ãðàôèêàõ äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà � (ñì. [1], ãë. 3, § 15).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, œòî ðàçëèœèå ìåæäó óñðåäíßåìûìè âåëèœèíàìè, lnhSi â îäíîì ñëóœàå, è � — â äðóãîì, ñâîäèòñß ïðîñòî ê çàìåíå ðåàëüíîãî âðåìåíè íà ìàöóáàðîâñêîå. (Íàïîìíèì, œòî e^{�=T} åñòü ñðåäíåå îò

Ðèñ. 5.3

S -ìàòðèöû âî ìíèìîì âðåìåíè — ñì. ãë. 7.) Õîä äîêàçàòåëüñòâà â îáîèõ ñëóœàßõ îäèí è òîò æå. б. Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ œëåíîâ ðßäà (5.77). Ïåðâûå òðè ãðàôèêà ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5.3.

Âûœèñëåíèå óäîáíî ïðîâåñòè âî âðåìåííî́ì ïðåäñòàâëåíèè. Âêëàä F_1 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F_1 = �i 0∫ �1 � b H_{int}(t) ff dt = �i 0∫ �1 `∫ h^+(r)(r)U(r)i d^3r ´ e^{flt} dt =

= �i n fl ∫ U(r) d^3r; (5.78)

ãäå n — ïëîòíîñòü ôåðìè-ãàçà. Ôèçèœåñêè ýòîò âêëàä ñâßçàí ñî ñäâèãîì ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß, âûœèñëåííûì â ïåðâîì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó îí íå èìååò îòíîøåíèß ê âîïðîñó îá îðòîãîíàëüíîñòè ñîñòîßíèé. Â ñàìîì äåëå, äîïóñòèì, œòî â ðåçóëüòàòå ââåäåíèß âîçìóùåíèß ýíåðãèß îñíîâíîãî ñîñòîßíèß èçìåíèëàñü íà ffi”, à ñàìî ñîñòîßíèå îñòàëîñü â òîœíîñòè òåì æå. Òîãäà

ln K_fl = �i 0∫ �1 ffi”e^{flt}dt = �i ffi” fl : (5.79)

Âêëàä âòîðîãî ïîðßäêà F_2 åñòü

F_2 = (�i) 2 2 0∫ �1 0∫ �1 hhT bH_{int}(t^0) bH_{int}(t)ii dt^0 dt = = � 0∫ �1 t∫ �1 hh bH_{int}(t) bH_{int}(t^0)ii dt^0 dt: (5.80)

Âûïîëíßß óñðåäíåíèå â hh bH_{int}(t) bH_{int}(t^0)ii ïî òåîðåìå Âèêà, ïîëóœàåì

e^{flt}e^{flt0} ∫∫ U(r)U(r^0) h^+(r; t)(r^0; t^0)i h(r; t)^+(r^0; t^0)i d^3r d^3r^0: (5.81)

Òåïåðü çàìåíèì ïîòåíöèàë ðàññåßíèß íà ffi-ôóíêöèþ, U(r) = ffffi^{(3)}(r), è âûœèñëèì ïàðíûå ñðåäíèå â (5.81) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h^+(r; t)(r; t^0)i_{r=0} = P p e^{�i¸(p)(t0�t)�ffi¸(p)}n(p) = ˚^0 ffi + i(t � t^0)

; (5.82)

h(r; t)^+(r; t^0)i_{r=0} = P p e^{i¸(p)(t0�t)+ffi¸(p)}(1 � n(p)) = = ˚^0

ffi + i(t � t^0)

: (5.83)

Ïàðàìåòð ffi ß E^{�1}_F ââåäåí â (5.82), (5.83), œòîáû ðåãóëßðèçîâàòü èíòåãðàë ïî p. Äëß âûœèñëåíèß ýòîãî èíòåãðàëà ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðèáëèæåíèåì ïîñòîßííîé ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé â îêðåñòíîñòè E_F è çàìåíèëè èíòåãðàë ïî p èíòåãðàëîì ïî ¸. Òàêîå ïðèáëèæåíèå îïðàâäàíî òåì, œòî íàñ èíòåðåñóåò èíôðàêðàñíî ðàñõîäßùèéñß âêëàä â F_2, êîòîðûé îïðåäåëßåòñß äèíàìèêîé œàñòèö ñ ýíåðãèßìè áëèçêèìè ê E_F .

Ïîäñòàâëßß (5.82) è (5.83) â âûðàæåíèå (5.81), à ïîñëåäíåå, â ñâîþ îœåðåäü, â (5.80), ïîëóœàåì

F_2 = �(˚_0ff)^2 0∫ �1 t∫ �1 e^{flt}e^{flt0} dt

0 dt (ffi + i(t � t^0))^2

: (5.84)

Ýòîò èíòåãðàë íåòðóäíî âûœèñëèòü, åñëè ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì t_+ = �(t + t^0), t_� = t � t^0, è óœåñòü, œòî dt dt^0 = (1=2)dt_+ dt_�. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíßåòñß òàê:

F_2 = � 1 2 (˚_0ff)^2 +1∫ 0 dt_+e^{�flt+} 1∫ t_+ dt� (ffi + it�)^2

= � 1 2 (˚_0ff)^2 +1∫ 0 e^{�flt+} t+ + iffi dt_+:

(5.85)

Â ïðåäåëå fl ! 0, œòî ñîîòâåòñòâóåò ìåäëåííîìó âêëþœåíèþ ðàññåèâàþùåãî ïîòåíöèàëà U(r), èíòåãðàë ïî t_+ åñòü � ln(iffifl) ß ln(E_F =ifl). Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì

Re F_2 = � 1 2 (˚_0ff)^2 ln E^F fl : (5.86)

Ìû îòáðîñèëè ìíèìóþ œàñòü F_2, ïîñêîëüêó îíà äàåò âêëàä òîëüêî â íåèíòåðåñóþùóþ íàñ ôàçó èíòåãðàëà ïåðåêðûòèß K_fl .

Äëß ñëàáîãî ïîòåíöèàëà U(r) âåëèœèíû F_n áûñòðî óáûâàþò ñ ðîñòîì n, ïîñêîëüêó âåëèœèíà F_n ïðîïîðöèîíàëüíà n-é ñòåïåíè ïîòåíöèàëà. Ïîýòîìó äëß îöåíêè jK_fl j äîñòàòîœíî óœåñòü òîëüêî Re F_2, îòáðîñèâ âêëàäû ñ n ¿ 2. Èòàê, ìû ïîëóœàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëß èíòåãðàëà ïåðåêðûòèß:

jK_fl j = ı fl EF ȷ_ffi2_{0 =2ß}2 ; ffi_0 = ßff˚_0: (5.87)

Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî ffi_0 åñòü â òîœíîñòè ôàçà ðàññåßíèß â s-êàíàëå íà êîðîòêîäåéñòâóþùåì ïîòåíöèàëå U(r) = ffffi^{(3)}(r), âçßòàß â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè.

Íàïîìíèì, œòî ïðè âûœèñëåíèè F_2 ìû ñœèòàëè ôåðìèîíû áåññïèíîâûìè. Óœåò äâóêðàòíîãî ñïèíîâîãî âûðîæäåíèß ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ìíîæèòåëþ 2 â âûðàæåíèè (5.84) è äàëåå. Â ðåçóëüòàòå ìíîæèòåëü 1=2 â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè â âûðàæåíèè (5.87) ñîêðàùàåòñß, è îêîíœàòåëüíûé îòâåò âûãëßäèò òàê:

jK_fl j = ı fl EF ȷ_ff ; ff = ffi 2 0 ß^2

: (5.88)

в. Òåïåðü, çíàß K_fl , îöåíèì ïåðåêðûòèå îñíîâíûõ ñîñòîßíèé h0j0^0i. Äëß ýòîãî ïîëåçíî ïîäóìàòü î ïðåäåëàõ ïðèìåíèìîñòè íàøåãî âûœèñëåíèß. Ñî ñòîðîíû ìàëûõ fl èìååòñß îãðàíèœåíèå, ñâßçàííîå ñ êîíåœíîñòüþ ðàçìåðà ñèñòåìû. Ìû ñœèòàëè ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé íåïðåðûâíîé, êàê è ïîëàãàåòñß â òåîðèè ôåðìè-ãàçà. Îäíàêî â êîíåœíîé ñèñòåìå óðîâíè äèñêðåòíû.

Îöåíèì ðàññòîßíèå � ìåæäó óðîâíßìè â ñôåðèœåñêîì îáúåìå ðàäèóñà L. Åñëè ãîâîðèòü î âñåõ óðîâíßõ âìåñòå, òî, ðàçóìååòñß, � = = ı 4ß 3 L^3˚_0 ȷ_{�1} . Â íàøåé çàäàœå, îäíàêî, âàæíû òîëüêî ñîñòîßíèß ñ óãëîâûì ìîìåíòîì, ðàâíûì íóëþ, êîòîðûõ ãîðàçäî ìåíüøå. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, œòî ïîòåíöèàë ðàñïîëîæåí òîœíî â öåíòðå ñôåðû. Òîãäà óãëîâîé ìîìåíò áóäåò õîðîøèì êâàíòîâûì œèñëîì è, ïîñêîëüêó íàø ffi-ïîòåíöèàë ðàññåèâàåò òîëüêî s-âîëíû, ñîñòîßíèß ñ l ¿ 0 ¿âûõîäßò èç èãðû£. Óðîâíè æå ñ l = 0, ïðèíèìàþùèå óœàñòèå â ðàññåßíèè, ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîßíèè ïîðßäêà �_0 = ℏv_F =L äðóã îò äðóãà. (Äàííàß îöåíêà ñïðàâåäëèâà â îêðåñòíîñòè E_F .)

Òåïåðü çàìåòèì, œòî ïðè äîñòàòîœíî ìàëîì fl ø �_0 ìû èìååì äåëî ñî ñëóœàåì àäèàáàòèœåñêè ìåäëåííîãî âêëþœåíèß âîçìóùåíèß. Ïðè ýòîì êàê âî âðåìß, òàê è ïîñëå äåéñòâèß âîçìóùåíèß ñîñòîßíèå ñèñòåìû îñòàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíî áëèçêèì ê îñíîâíîìó, è, ñëåäîâàòåëüíî,

jKj_{flø�0} = jh0j0^0ij + O(e^{�0=fl} ): (5.89)

Â ïðèíöèïå, ïîëüçîâàòüñß îáûœíîé òåîðèåé âîçìóùåíèé äëß âûœèñëåíèß K_fl ìîæíî òîëüêî äëß fl Æ �_0. Îäíàêî ïî ïîðßäêó âåëèœèíû ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò ïîëóœèòñß, åñëè ïðèðàâíßòü K_{fl=�0} è h0j0^0i. Ïîýòîìó ïîëàãàåì fl ß �_0 = ℏv^F L ; (5.90)

œòî äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó ïåðåêðûòèß îñíîâíûõ ñîñòîßíèé:

h0j0^0i ß 1 (p0L)^ff

; ff = ffi 2 0 ß^2

; (5.91) ãäå ffi_0 = ßff˚_0.

Âûðàæåíèå (5.91) ïîëóœåíî äëß ñëàáîãî ïîòåíöèàëà âîçìóùåíèß. Áîëåå òîœíàß îöåíêà èíòåãðàëà ïåðåêðûòèß h0j0^0i, íå èñïîëüçóþùàß ïðåäïîëîæåíèå î ñëàáîì âîçìóùåíèè, ïîòðåáîâàëà áû ñóììèðîâàíèß âñåãî ðßäà (5.19), ïîñêîëüêó â êàæäîì ïîðßäêå èìååòñß ëîãàðèôìèœåñêàß ðàñõîäèìîñòü, ïîäîáíàß íàéäåííîé âûøå äëß F_2. Ýòà áîëåå ñëîæíàß çàäàœà ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ïîìîùè ìåòîäà áîçîíèçàöèè (ñì. çàäàœó 78, ãë. 12).

27б. (Âòîðîå ðåøåíèå.) Âûœèñëèì F_2, èñïîëüçóß òåõíèêó ïðèœèííûõ ôóíêöèé Ãðèíà. Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì ïåðâîå èç âûðàæåíèé (5.80) è ðàñêðîåì ñðåäíåå hhT : : : ii îáûœíûì îáðàçîì êàê ïðîèçâåäåíèå ïðèœèííûõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé. Êàê è âûøå, çàìåíßåì ïîòåíöèàë U(r) íà ffi-ôóíêöèþ ffffi^{(3)}(r). Â œàñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè ãàìèëüòîíèàí âîçìóùåíèß bH_{int} = ffe^{flt}^+(r; t)(r; t)j_{r=0} ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

bH_{int}(!) =^ff_{fl � i!} P p;p^0

a^+_p a_p0 : (5.92)

Ïîäñòàâëßß ýòî âûðàæåíèå â (5.80) è ïåðåõîäß ê èíòåãðàëàì ïî ¸(p) è ¸(p^0), ïîëóœàåì

F_2 = � 1 2 ˚^2_0 ∫ G(!1; ¸1) ff fl � i(!2 � !1)

G(!2; ¸2) ff fl � i(!1 � !2) d!1 d!2 d¸1 d¸2 (2ß)^2 = = � 1 2 ff^2˚^2_0 ∫∫ I(¸_1; ¸_2) d¸_1 d¸_2: (5.93)

Ìû ââåëè îáîçíàœåíèå

I(¸_1; ¸_2) = ∫∫ G(!1; ¸1) G(!2; ¸2) (!1 � !2)^2 + fl^2 d!1 d!2 (2ß)^2

; (5.94)

ãäå G(!; ¸) = 1=(! � ¸ + iffi sgn ¸). Êàê è âûøå, íàì áóäåò óäîáíî ñœèòàòü ôåðìèîíû áåññïèíîâûìè è âîññòàíîâèòü çàâèñèìîñòü îò ñïèíà â êîíöå.

Âûœèñëèì èíòåãðàë (5.94) ïî !_{1;2}, èñïîëüçóß òåîðåìó Êîøè è òåîðèþ âûœåòîâ. Ðàññìîòðèì ñíàœàëà ñëóœàé ¸_1 ¿ 0 (ðèñ. 5.4). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî !_1, íàõîäèì

I = 1 2fl ∫ d!2=2ß (!2 � ¸1 + ifl)(!2 � ¸2 + iffi sgn ¸2)

: (5.95)

Èíòåãðàë îòëèœåí îò 0 òîëüêî ïðè ¸_2 ¡ 0 (ðèñ. 5.5).

Â ýòîì ñëóœàå ïîëóœàåì I = i 2fl `(¸1)`(�¸2) ¸2 � ¸1 + ifl

: (5.96)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëóœàé ¸_1 ¡ 0 (ðèñ. 5.6). Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî !_1, íàõîäèì I = 1 2fl ∫ d!2=2ß (!2 � ¸1 � ifl)(!2 � ¸2 + iffi sgn ¸2)

: (5.97)

Èíòåãðàë çäåñü îòëèœåí îò 0 òîëüêî ïðè ¸_2 ¿ 0 (ðèñ. 5.7) è ðàâåí

I = i 2fl `(�¸1) `(¸2) ¸1 � ¸2 + ifl

(5.98)

Ñîáèðàß ýòè ðåçóëüòàòû â îäíî âûðàæåíèå, ïîëóœàåì

F_2 = i ff

2˚^2_0 4fl ∫ ¸_1¸_2¡0

d¸1 d¸2 j¸1 � ¸2j � ifl

: (5.99)

Ðèñ. 5.4 Ðèñ. 5.5 Ðèñ. 5.6 Ðèñ. 5.7 Êàê óæå îòìåœàëîñü, ìíèìàß œàñòü ln K_fl íå èìååò îòíîøåíèß ê âîïðîñó îá îðòîãîíàëüíîñòè. Ïîýòîìó îñòàâëßåì òîëüêî âåùåñòâåííóþ œàñòü:

Re F_2 = � ff

2˚^2_0 4 ∫ ¸_1¸_2¡0

d¸1 d¸2 (¸1 � ¸2)^2 + fl^2 =

= � 1 4 (ff˚_0)^2

¸_{max}∫

0 2¸ d¸ ¸^2 + fl^2

= � 1 4 (ff˚_0)^2 ln¸ 2 max + fl^2 fl^2 : Èíòåãðàë îáðåçàåòñß ñâåðõó ïðè ¸_{max} ß E_F = p^2_0=2m Æ fl, ïîýòîìó îêîíœàòåëüíî èìååì

Re F_2 = � ffi 2 0 2ß^2 ln E^F fl ; ffi_0 = ßff˚_0: (5.100)

Óœåò äâóêðàòíîãî ñïèíîâîãî âûðîæäåíèß äàåò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 2 â âûðàæåíèè (5.93) è âñåõ ïîñëåäóþùèõ âûðàæåíèßõ. Â ðåçóëüòàòå ìíîæèòåëü 1=2 â (5.100) ñîêðàùàåòñß è ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ (5.88).

Г л а в а 6

ЭЛЕКТРОНЫ И ФОНОНЫ

6.1. Гамильтониан фононов. Диаграммная техника

Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ ôîíîíàìè. Ôîíîíû ïðåäñòàâëßþò ñîáîé êâàíòû êîëåáàíèé êðèñòàëëèœåñêîé ðåøåòêè. Ðàçëèœàþò äâà îñíîâíûõ òèïà ôîíîíîâ — àêóñòèœåñêèå è îïòèœåñêèå. Îòëèœèå ìåæäó íèìè çàêëþœàåòñß â òîì, œòî œàñòîòà àêóñòèœåñêèõ ôîíîíîâ îáðàùàåòñß â íóëü ïðè k = 0, à œàñòîòà îïòèœåñêèõ ôîíîíîâ ïîëîæèòåëüíà ïðè âñåõ k. Àêóñòèœåñêèå ôîíîíû ñóùåñòâóþò âî âñåõ êðèñòàëëàõ, ïîñêîëüêó çâóê ìîæåò ðàñïðîñòðàíßòüñß â ëþáîé óïðóãîé ñðåäå. Îïòèœåñêèå æå ôîíîíû èìåþòñß òîëüêî â êðèñòàëëàõ, ñîäåðæàùèõ áîëåå îäíîãî àòîìà â ýëåìåíòàðíîé ßœåéêå.

Äëß îïèñàíèß çàêîíà äèñïåðñèè àêóñòèœåñêèõ ôîíîíîâ !(k) œàñòî ïîëüçóþòñß òàê íàçûâàåìîé ìîäåëüþ Äåáàß. Â ýòîé ìîäåëè çàêîí äèñïåðñèè ïðèíèìàåòñß ðàâíûì !_0(k) = cjkj ïðè âñåõ jkj ¡ k_D, ãäå âåëèœèíà k_D âûáèðàåòñß òàê, œòîáû îáúåì øàðà ðàäèóñà k_D äàâàë ïðàâèëüíîå œèñëî êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîßíèé íà åäèíèöó îáúåìà: (4ß=3)k^3_D = (2ß)^3v^{�1}, ãäå v — îáúåì ýëåìåíòàðíîé ßœåéêè êðèñòàëëà. Àíàëîãèœíî, îïòèœåñêèå ôîíîíû îïèñûâàþòñß ìîäåëüþ Ýéíøòåéíà, â êîòîðîé œàñòîòà ôîíîíîâ ïîëàãàåòñß íå çàâèñßùåé îò âîëíîâîãî âåêòîðà: !_0(k) = �_0 = const, ïðèœåì jkj ¡ k_D Ïðèìåð äâóõêîìïîíåíòíîãî êðèñòàëëà, â êîòîðîì èìåþòñß êàê àêóñòèœåñêèå, òàê è îïòèœåñêèå ôîíîíû, áûë ðàññìîòðåí â çàäàœå 1, ãäå, â œàñòíîñòè, áûëî ïîêàçàíî, œòî äèñïåðñèß îïòèœåñêèõ ôîíîíîâ èñœåçàåò ïðè ñèëüíîì îòëèœèè ìàññ àòîìîâ.

Äëß êâàíòîâîìåõàíèœåñêîãî îïèñàíèß ôîíîíîâ ââîäßòñß îïåðàòîðû ñìåùåíèß ðåøåòêè bu(r; t) è ïëîòíîñòè èìïóëüñà ðåøåòêè bp(r; t). (Äëß îïðåäåëåííîñòè ìû áóäåì ãîâîðèòü îá àêóñòèœåñêèõ ôîíîíàõ.) Îïåðàòîðû bu(r; t) è bp(r; t) ìîãóò áûòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì çàïèñàíû œåðåç êàíîíèœåñêèå áîçå-îïåðàòîðû ðîæäåíèß è óíèœòîæåíèß ôîíîíîâ b^+_k è b_k:

bu(r; t) = P k;ff e_{kff} p 2V æ !0;ff(k) h b_{kff} e^{ikr�i!0;ff(k)t} + b^+_{kff} e^{�ikr+i!0;ff(k)t} i ; (6.1)

bp(r; t) = P k;ff ie_{kff} r æ !0;ff(k) 2V h b^+_{kff} e^{�ikr+i!0;ff(k)t} � b_{kff} e^{ikr�i!0;ff(k)t} i ; (6.2) ãäå æ, V — ïëîòíîñòü è îáúåì êðèñòàëëà, à e_{kff} — âåêòîð ïîëßðèçàöèè ôîíîíà. Èíäåêñ ff íóìåðóåò íîðìàëüíûå ìîäû êðèñòàëëà^1) . Îïåðàòîðû ðîæäåíèß è óíèœòîæåíèß ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè k ðàâíû: b_{�kff} = = b^+_{kff}. (Ýòî ñëåäóåò èç âåùåñòâåííîñòè bu(r; t) è bp(r; t).)

Ââåäåííûå îïåðàòîðû ïîäœèíßþòñß ñëåäóþùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèßì. Êîììóòàòîðû áîçå-îïåðàòîðîâ b_k è b^+_k êàíîíèœåñêèå: [b_{kff}; b^+_k0_ff0 ] = (2ß)^3V ffi_{ffff}0 ffi^{(3)}(k � k^0). Íîðìèðîâîœíûå ìíîæèòåëè â îïðåäåëåíèßõ (6.1) è (6.2) âûáðàíû òàê, œòî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèß äëß îïåðàòîðîâ bu(r; t) è bp(r; t), ñëåäóþùèå èç (6.1) è (6.2), èìåþò âèä [bu_ff(r; t); bp_fi(r^0; t^0)] = iℏffi_{fffi}ffi(r � r^0): (6.3)

Ýòî â òîœíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñêîáêàì Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññèœåñêèõ âåëèœèí â òåîðèè óïðóãîñòè ñïëîøíîé ñðåäû.

Ãàìèëüòîíèàí ôîíîíîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

bH = ∫` 1 2æ bp^2 + æc^2 2 bu^2 ´ d^3r = P kff ℏ!_{0;ff}(k) ı b^+_k b_k + 1 2 ȷ : (6.4)

Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ãàìèëüòîíèàí (6.4) ïðèâîäèò ê äèíàìèêå îïåðàòîðîâ bu(r; t) è bp(r; t), çàäàííîé ñîîòíîøåíèßìè (6.1) è (6.2).

Âçàèìîäåéñòâèå ôîíîíîâ è ýëåêòðîíîâ ßâëßåòñß ýëåêòðèœåñêèì ïî ñâîåé ïðèðîäå. Êîëåáàíèß ðåøåòêè ïðèâîäßò ê îòêëîíåíèþ ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß èîíîâ, äåéñòâóþùåãî íà ýëåêòðîíû, îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíàœåíèß. Ïîòåíöèàë âîçíèêàþùåãî äîáàâîœíîãî ïîëß ïðèíßòî íàçûâàòü äåôîðìàöèîííûì ïîòåíöèàëîì. Â îòñóòñòâèå ýêðàíèðîâêè êóëîíîâñêèå ñèëû ßâëßþòñß äàëüíîäåéñòâóþùèìè è âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ ôîíîíàìè îêàçûâàåòñß ñóùåñòâåííî íåëîêàëüíûì. Òàêàß ñèòóàöèß èìååò ìåñòî äëß âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ ñ îïòèœåñêèìè ôîíîíàìè. Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèîííîãî ïîòåíöèàëà îò âîëíîâûõ âåêòîðîâ ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ îïðåäåëßåòñß ñèììåòðèåé êðèñòàëëèœåñêîé ðåøåòêè.

Â îòëèœèå îò âçàèìîäåéñòâèß ñ îïòèœåñêèìè ôîíîíàìè, äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë àêóñòèœåñêèõ ôîíîíîâ îáûœíî ßâëßåòñß ëîêàëüíûì. Äåëî â òîì, œòî ïðè àêóñòèœåñêèõ êîëåáàíèßõ ðåøåòêè ñ ìàëûìè k ñìåùåíèß ñîñåäíèõ àòîìîâ ïðàêòèœåñêè îäèíàêîâû (ñì. çàäàœó 1). Âñëåäñòâèå ýòîãî, ýëåêòðèœåñêàß ïîëßðèçàöèß, âîçíèêàþùàß ïðè àêóñòèœåñêèõ êîëåáàíèßõ, îêàçûâàåòñß ïðîïîðöèîíàëüíîé ãðàäèåíòó äåôîðìàöèè ðåøåòêè: P(r) ß r div u(r). Ïîýòîìó ïîòåíöèàë ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß ïîëßðèçàöèè P(r) îêàçûâàåòñß ïðîïîðöèîíàëüíûì äåôîðìàöèè ðåøåòêè: U(r) ß div u(r).

Âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ àêóñòèœåñêèìè ôîíîíàìè ïðèíßòî ðàññìàòðèâàòü ñ ïîìîùüþ óïðîùåííîé ìîäåëè, â êîòîðîé ïðåíåáðåãàåòñß âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïîïåðåœíûìè àêóñòèœåñêèìè ìîäàìè, èìåþ-

1) Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãëàâíûì îáðàçîì ïðîäîëüíûå êîëåáàíèß, äëß êîòîðûõ e_{kff} k k.

6.1 ] Ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå 109

ùèìè âåêòîðû ïîëßðèçàöèè e_k ? k. Îêàçûâàåòñß óäîáíûì âûðàçèòü äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë œåðåç ïîëå

b’(r; t) = X k r !0(k) 2V n i b_{k;k} e^{ikr�i!0(k)t} � i b^+_{k;k} e^{�ikr+i!0(k)t} o : (6.5)

Äëß äåáàåâñêèõ ôîíîíîâ ñ çàêîíîì äèñïåðñèè !(k) = cjkj èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî b’(r; t) = c p æ div bu(r; t). (Ïîýòîìó â àòîìíûõ åäèíèöàõ ’(r) ß div u(r).) Äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë àêóñòèœåñêèõ ôîíîíîâ ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê U(r) = g b’(r), ãäå g — êîíñòàíòà ýëåêòðîíôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß.

Â îïèñàííîé ìîäåëè ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ ñ ôîíîíàìè çàïèñûâàåòñß œåðåç îïåðàòîðû ïîëß (6.5) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

bH_{int} = g ∫ b^+(r) b(r) b’(r) d^3r (6.6)

(òàê íàçûâàåìûé ãàìèëüòîíèàí Ôðå̈ëèõà). Õîòß èç ñäåëàííûõ îöåíîê ñëåäóåò, œòî g ß 1 â àòîìíûõ åäèíèöàõ, íàäî èìåòü â âèäó œòî ñèëà ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ìîæåò âåñüìà ñèëüíî âàðüèðîâàòüñß îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé.

Äèàãðàììíàß òåõíèêà ñòðîèòñß ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà ôîíîíîâ, îïðåäåëåííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(x; x^0) = �ihT b’(x) b’(x^0)i: (6.7)

Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèß ôóíêöèß Ãðèíà D(!; k) åñòü

D_0(!; k) = ! 2 0 (k) !^2 � !^2_0 (k) + i0

: (6.8)

Ïðàâèëà äèàãðàììíîé òåõíèêè äëß ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ ïîœòè òàêèå æå, êàê è äëß ñëóœàß äâóõœàñòèœíîãî âçàèìîäåéñòâèß:

1. Âñå äèàãðàììû ñòðîßòñß èç äâóõ ýëåìåíòîâ: ïðîñòûõ ëèíèé, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîíîâ, è âîëíèñòûõ, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå ôîíîíîâ.

2. Äâå ýëåêòðîííûõ è îäíà ôîíîííàß ëèíèè ñîåäèíßþòñß â âåðøèíàõ.

3. n-ìó ïîðßäêó òåîðèè âîçìóùåíèé ñîîòâåòñòâóþò äèàãðàììû ñ 2n âåðøèíàìè.

4. Êàæäîé ýëåêòðîííîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü G_0(x � x^0) (x — íàœàëüíàß òîœêà, x^0 — êîíåœíàß). Êàæäîé ôîíîííîé — ìíîæèòåëü D_0(x � x^0).

5. Âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîé äèàãðàììå, ñëåäóåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíàòàì åå âåðøèí. Êàæäîé âåðøèíå ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü g.

6. Ïîëóœèâøèéñß îòâåò ñëåäóåò óìíîæèòü íà i^n (�1)^F , ãäå n — œèñëî âîëíèñòûõ ëèíèé, à F — œèñëî çàìêíóòûõ ïåòåëü, îòâåœàþùèõ ôåðìè-œàñòèöàì.

Âûœèñëèâ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü ôóíêöèè Ãðèíà ýëåêòðîíîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü ñïåêòð ýëåêòðîíîâ ñ óœåòîì ýëåêòðîíôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. Äëß òîãî œòîáû àíàëîãèœíûì îáðàçîì íàéòè ñïåêòð ôîíîíîâ, íóæíî ðàññìîòðåòü ïîëþñà ôîíîííîé ôóíêöèè Ãðèíà D(!; k). Êàê è äëß ôóíêöèè Ãðèíà ýëåêòðîíîâ G(”; p), äëß ôîíîííîé ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî ïðîäåëàòü àíàëèç, îïèñàííûé â ï. 4.1.1., âûäåëèòü ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü è ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå äèàãðàìì ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß Äàéñîíà. Ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü ôîíîíîâ îáûœíî íàçûâàåòñß ïîëßðèçàöèîííûì îïåðàòîðîì è îáîçíàœàåòñß œåðåç �(!; k). Ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(!; k) åñòü ñóììà ñëåäóþùèõ äèàãðàìì:

Ðèñ. 6.1

Óðàâíåíèå Äàéñîíà äëß ôóíêöèè Ãðèíà ôîíîíîâ âûãëßäèò àíàëîãèœíî óðàâíåíèþ (4.9):

D = D_0 + D_0� D (6.9)

è ðåøàåòñß ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

D^{�1}(!; k) = D^{�1}_0 (!; k) � �(!; k): (6.10)

Ïîýòîìó ñïåêòð ôîíîíîâ îïðåäåëßåòñß óðàâíåíèåì

D^{�1}_0 (!(k); k) = �(!(k); k): (6.11)

Âåùåñòâåííàß œàñòü !(k) îïðåäåëßåò äèñïåðñèþ ôîíîíîâ, à ìíèìàß — èõ çàòóõàíèå èç-çà ïåðåäàœè ýíåðãèè ýëåêòðîíàì.

Ïðè èçóœåíèè ýôôåêòîâ ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëå îêàçûâàåòñß óäîáíûì ïîëüçîâàòüñß áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòîé ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ı = g^2˚_0 (˚_0 = mp_0=2ß^2ℏ^3 — ïëîòíîñòü ýëåêòðîííûõ ñîñòîßíèé áåç óœåòà ñïèíîâîãî âûðîæäåíèß). Îöåíêà ı èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ äàåò çíàœåíèå ı ¸ 1. Ïîýòîìó, êàçàëîñü áû, ðåøåíèå çàäàœè â îáùåì âèäå, ýêâèâàëåíòíîå ñóììèðîâàíèþ äèàãðàìì ïðîèçâîëüíî âûñîêîãî ïîðßäêà, äîëæíî áûòü íåâîçìîæíûì. Îäíàêî îêàçûâàåòñß, œòî â çàäàœå ïðèñóòñòâóåò äðóãîé ìàëûé ïàðàìåòð, ïîçâîëßþùèé íàéòè ðåøåíèå áåç ïðåäïîëîæåíèß î ìàëîñòè ı. Ýòîò ïàðàìåòð åñòü !_D=”_F (!_D = ck_D — äåáàåâñêàß œàñòîòà), œòî ïî ïîðßäêó âåëèœèíû ðàâíî p m=M , ãäå m è M — ìàññû ýëåêòðîíîâ è èîíîâ. Óñëîâèå !_D=”_F ø 1 îçíàœàåò, œòî èîíû, ââèäó èõ áîëüøîé ìàññû, äâèãàþòñß íàìíîãî ìåäëåííåå, œåì ýëåêòðîíû. Ïîýòîìó ýëåêòðîíû íå ìîãóò ðàñêàœàòü ðåøåòêó, âìåñòî ýòîãî îíè ïðîñòî ïîäñòðàèâàþòñß ïîä åå ëîêàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ. Äðóãàß èíòåðïðåòàöèß óñëîâèß !_D=”_F ø 1 — áîëüøîå çàïàçäûâàíèå ôîíîíîâ íà âðåìåíàõ ïîðßäêà ℏ=”_F .

Òåîðèß ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëå, èñïîëüçóþùàß ìàëûé ïàðàìåòð !_D=”_F ø 1, íàçûâàåòñß òåîðèåé Ìèãäàëà.

6.2 ] Çàäàœè 28 –33 111

Óïðîùåííî ãîâîðß, ýòà òåîðèß ïîçâîëßåò ðàñïðîñòðàíèòü èäåè òåîðèè ïîëßðîíà (ñì. çàäàœè 16, 17, 21, 33) íà ñëóœàé ýëåêòðîííîé ôåðìè–ñèñòåìû. Áîëåå ôîðìàëüíî, òåîðèß Ìèãäàëà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé íàáîð óòâåðæäåíèé î ñâîéñòâàõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé, âûòåêàþùèõ èç ìåäëåííîñòè äèíàìèêè ôîíîíîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ äèíàìèêîé ýëåêòðîíîâ. Â ýòîé òåîðèè ïîêàçûâàåòñß, œòî ïåðåíîðìèðîâêè, õîòß è âåëèêè, ¿íå ðàñïðîñòðàíßþòñß£ èç ïðîñòûõ ãðàôèêîâ â áîëåå ñëîæíûå. Ýòî ïðîßâëßåòñß â òîì, œòî íåò îáðàòíîãî âëèßíèß ïåðåíîðìèðîâêè ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà íà ôîíîíû, à òàêæå â ìàëîñòè ïîïðàâîê ê âåðøèíå ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. Îñíîâíûå ïîëîæåíèß òåîðèè Ìèãäàëà ñôîðìóëèðîâàíû â çàäàœàõ 29–31. Òåîðèß îïèñûâàåò âëèßíèå ýëåêòðîí–ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß â òåðìèíàõ ïåðåíîðìèðîâêè ñâîéñòâ êâàçèœàñòèö (ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ). Ïðè ýòîì íå ïðîèñõîäèò êàêîãî-ëèáî ðàçðóøåíèß ôåðìè-ïîâåðõíîñòè — óòâåðæäàåòñß, œòî êàðòèíà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàçèœàñòèö îñòàåòñß ñïðàâåäëèâîé.

Â çàêëþœåíèå ñëåäóåò ñêàçàòü, œòî ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå — íå òàêàß ïðîñòàß âåùü, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñß èç âûøåèçëîæåííîãî. Êàê èçâåñòíî, ýòî âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ êóïåðîâñêèõ ïàð è ê ñâåðõïðîâîäèìîñòè (ñì. ãë. 10). Êðîìå òîãî, â îäíîìåðíîì ñëóœàå ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ïàéåðëñîâñêîãî äèýëåêòðèêà (ñì. çàäàœó 32). Êàê â ñëóœàå ñâåðõïðîâîäßùåãî, òàê è â ñëóœàå äèýëåêòðèœåñêîãî ñîñòîßíèé ïðîèñõîäèò ïîëíîå ¿ðàçðóøåíèå£ ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, ïðîßâëßþùååñß â èñœåçíîâåíèè ñîñòîßíèé ñ äîñòàòîœíî ìàëûìè ýíåðãèßìè. Ïîýòîìó, ñòðîãî ãîâîðß, â ïðèñóòñòâèå ýëåêòðîí–ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ôåðìèæèäêîñòü íèêîãäà íå ßâëßåòñß óñòîéœèâûì ñîñòîßíèåì ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå.

Ëèòåðàòóðà: Âòîðèœíî–êâàíòîâàííûå îïåðàòîðû ôîíîííîãî ïîëß îïðåäåëåíû â [1], § 7. Ïðàâèëà äèàãðàììíîé òåõíèêè äëß ýëåêòðîí– ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ïðèâåäåíû â [1], § 9. Âåñüìà ïðîçðàœíîå èçëîæåíèå ýòèõ âîïðîñîâ äëß ìîäåëè îïòèœåñêèõ ôîíîíîâ ñîäåðæèòñß â [3], § 6.10. Òåîðèß ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëàõ ðàññìîòðåíà â [1], § 21, à òàêæå â [6], § 64, 65.

6.2. Задачи 28–33

З ад ача 28. (Âðåìß æèçíè êâàçèœàñòèö.) Ðàññìîòðèì âûðîæäåííûé ýëåêòðîííûé ãàç ïðè T = 0, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ êîëåáàíèßìè ðåøåòêè (ñì. çàäàœè 16, 17). Íàéäèòå çàòóõàíèå êâàçèœàñòèöû ñ ýíåðãèåé j”jø”_F , âûœèñëèâ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü �(”; p) â íèçøåì ïîðßäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ. Çàòóõàíèå äàåòñß ìíèìîé œàñòüþ Im �(”; p).

З ад ача 29. (Ïåðåíîðìèðîâêà ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ.) Èçóœèòå âëèßíèå ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß íà ñïåêòð ýëåêòðîíîâ. Íàéäèòå âåùåñòâåííóþ œàñòü Re �(”; p) è óáåäèòåñü â òîì, œòî îíà çàâèñèò îò ” è ïðàêòèœåñêè íå çàâèñèò îò p.

Ïîêàæèòå, œòî Re �(”) ìîæåò áûòü âåëèêà òîëüêî â íåáîëüøîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ”_F îáëàñòè ýíåðãèé j”j⩽!_D (ìû îòñœèòûâàåì ýíåðãèþ êâàçèœàñòèö ” îò óðîâíß Ôåðìè). Âûðàçèòå ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé œåðåç �(”) è ïîêàæèòå, œòî âáëèçè óðîâíß Ôåðìè ýëåêòðîíû ¿óòßæåëßþòñß£, à ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé — âîçðàñòàåò.

З ад ача 30. (Òåîðåìà Ìèãäàëà — íåò ïåðåíîðìèðîâêè âåðøèíû.) Îöåíèòå ïîïðàâêó ê âåðøèíå ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß (ðèñ. 6.2). Ïîêàæèòå, œòî åå îòíîñèòåëüíàß âåëèœèíà ïîðßäêà !_D=”_F .

Äëß òîãî œòîáû ïðîßñíèòü ðîëü ïàðàìåòðà !_D=”_F òåîðèè Ìèãäàëà, âûœèñëèòå âåðøèííóþ œàñòü â ñìåøàííîì ¿èìïóëüñíî-âðåìåííîì£ ïðåäñòàâëåíèè, â êîòîðîì ôóíêöèß Ãðèíà çàâèñèò îò èìïóëüñà è îò âðåìåíè.

Ðèñ. 6.2 Ðèñ. 6.3

З ад ача 31. (Ôîíîíû â ìåòàëëå.) Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííîýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü �(!; k) ôîíîííîé ôóíêöèè Ãðèíà (ðèñ. 6.3).

а. Ïîëóœèòå ôîðìóëó äëß ïåðåíîðìèðîâàííîé ñêîðîñòè çâóêà:

c^2 = c^2_0(1 � 2ı); (6.12)

ãäå ı = g^2˚_0 — áåçðàçìåðíàß êîíñòàíòà ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. (Â ìåòàëëàõ îáûœíî ïàðàìåòð ı íå ìàë, íî âñå æå 1 � 2ı ¿ 0.)

б. Ðàññìàòðèâàß Im �(!; k) ïðè ìàëûõ ! è k, îïðåäåëèòå äëèíó çàòóõàíèß çâóêà â ìåòàëëå. Êàê îíà çàâèñèò îò œàñòîòû? Ñðàâíèòå ñ çàòóõàíèåì çâóêà â ãàçå.

З ад ача 32*. (Ïàéåðëñîâñêàß íåóñòîéœèâîñòü.) Íàéäèòå �(!; k) (ñì. ðèñ. 6.3) â îäíîìåðíîì ñëóœàå. Ïîëóœèòå ëîãàðèôìèœåñêóþ îñîáåííîñòü �(!; k) ïðè k = 2p_0. Âáëèçè ýòîãî âîëíîâîãî âåêòîðà œàñòîòà ôîíîíîâ ñòàíîâèòñß ìíèìîé, œòî îçíàœàåò íåóñòîéœèâîñòü ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê êàêîé-òî ïåðåñòðîéêå. Œòî èìåííî ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò? Â êàêîå ñîñòîßíèå ïåðåõîäèò ñèñòåìà?

З ад ача 33. (Àâòîëîêàëèçàöèß ïîëßðîíà ñèëüíîé ñâßçè.) Ðàññìîòðèì ýëåêòðîí, âçàèìîäåéñòâóþùèé ñ óïðóãîé èçîòðîïíîé ñðåäîé:

bH = ∫ h � 1 2 ^+(r)r^2(r) + ˘^+(r)(r)w(r) + + 1 2 æu̇^2(r) + 1 2 Kw^2(r) i d^Dr: (6.13)

Çäåñü u(r) — ïîëå ñìåùåíèé ñðåäû, à w(r) = ru(r) — äåôîðìàöèß ñðåäû. Ìû èñïîëüçóåì êëàññèœåñêîå âûðàæåíèå æu̇^2=2 äëß êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè, ïîñêîëüêó íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëóœàé ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèß, êîãäà ñìåùåíèå u(r) äîñòàòîœíî âåëèêî. Â ýòîé ñèòóàöèè ïîëß u(r) è w(r) ìîæíî ñœèòàòü êëàññèœåñêèìè. Áîëåå òîãî, â äóõå àäèàáàòèœåñêîãî ïðèáëèæåíèß ìîæíî ñœèòàòü, œòî äåôîðìàöèß ðåøåòêè ñëåäóåò çà äâèæåíèåì ýëåêòðîíà, íå èìåß êàêîé-ëèáî ñîáñòâåííîé äèíàìèêè^2) .

а. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ýëåêòðîí âìåñòå ñ âûçâàííîé èì äåôîðìàöèåé ñðåäû w(r) ïîêîèòñß (â ýòîì ñëóœàå u̇ = 0), è íàéäåì w(r), ìèíèìèçèðóþùóþ ýíåðãèþ (6.13): w(r) = �(˘=K)j(r)j^2. Ýòî âûðàæåíèå îçíàœàåò, œòî ýëåêòðîí äåôîðìèðóåò ðåøåòêó âîêðóã ñåáß, ïðèœåì äåôîðìàöèß òàêîâà, œòî ýíåðãèß ýëåêòðîíà â åãî ñîáñòâåííîì ïîëå w(r) ïîíèæàåòñß. Åñëè âûèãðûø ýíåðãèè äîñòàòîœíî âåëèê, òî ýëåêòðîí ¿ñàì ñåáå êîïàåò ßìó£ è îáðàçóåò â íåé ñâßçàííîå ñîñòîßíèå.

Çàïèøèòå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëß âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà (r), âûðàçèâ ïîòåíöèàë œåðåç (r). Ðåøåíèå ýòîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèß ëåãœå âñåãî ïîëóœèòü â ñëóœàå îäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî èçìåðåíèß. Íàéäèòå (r) â ýòîì ñëóœàå è îïðåäåëèòå âûèãðûø ýíåðãèè çà ñœåò àâòîëîêàëèçàöèè. Îáñóäèòå, êàê ðàçìåð ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîßíèß, ýíåðãèß ñâßçè, è óñëîâèå åãî ñóùåñòâîâàíèß çàâèñßò îò âåëèœèíû êîíñòàíòû ñâßçè ˘ è îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

б. Îïðåäåëèì ýôôåêòèâíóþ ìàññó àâòîëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîßíèß ïîëßðîíà^3) . Â ïðèáëèæåíèè êëàññèœåñêîé äåôîðìàöèè (6.13) íàéäèòå ýíåðãèþ ñîñòîßíèß, äâèæóùåãîñß ñ ïîñòîßííîé ñêîðîñòüþ v, êàê ôóíêöèþ v è êîíñòàíòû ñâßçè ˘. Èç íàéäåííîé çàâèñèìîñòè ïîëóœèòå âûðàæåíèå äëß ýôôåêòèâíîé ìàññû ïîëßðîíà. Ïðè êàêîé âåëèœèíå âçàèìîäåéñòâèß ˘ ñïðàâåäëèâî èñïîëüçîâàííîå ïðèáëèæåíèå ñèëüíîé ñâßçè (ò. å. êëàññèœåñêîé äåôîðìàöèè)?

6.3. Решения задач 28–33

28. Ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü äàåòñß äèàãðàììîé íà ðèñ. 4.10, â êîòîðîé èñïîëüçóåòñß ïðèœèííàß ôóíêöèß Ãðèíà ýëåêòðîíà â ôåðìè-ãàçå G_0(”; p) = (” � ¸_p + i0 sgn ¸_p)^{�1}. Â çàäàœå 16 ýòà æå äèàãðàììà ðàññìàòðèâàëàñü äëß îäíîãî ýëåêòðîíà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ôîíîíàìè. Ïðè ýòîì áûëà èñïîëüçîâàíà ôóíêöèß Ãðèíà ýëåêòðîíà â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå (ñì. (4.34)). Îäíàêî â çàäàœå î ôåðìè-ãàçå ýòà ôóíêöèß íå ãîäèòñß, ïîñêîëüêó îíà íå óœèòûâàåò, œòî ýëåêòðîí íå ìîæåò ïåðåõîäèòü â çàíßòûå ñîñòîßíèß. Òàêèì îáðàçîì,

�(”; p) = ig 2 (2ß)^4 ∫ c^2k^2 !^2 � c^2k^2 + i0 d! d^3k ” � ! � ¸_{p�k} + i 0 sgn ¸_{p�k}

: (6.14)

2) Àäèàáàòèœåñêîå ïðèáëèæåíèå äëß ïîëßðîíà ñèëüíîé ñâßçè è òåîðèß àâòîëîêàëèçàöèè áûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíû â ðàáîòå: S. I. Pekar// J. Phys. (U.S.S.R.). 1946. V. 10. P. 341; ñì. òàêæå: Ñ. È. Ïåêàð. Èññëåäîâàíèß ïî ýëåêòðîííîé òåîðèè êðèñòàëëîâ.—Ì.: Ãîñòåõèçäàò, 1951.

3) Ë. Ä. Ëàíäàó, Ñ. È. Ïåêàð// ÆÝÒÔ. 1948. Ò. 18. Ñ. 419.

Îñíîâíîå îòëèœèå ýòîãî âûðàæåíèß îò (4.34) çàêëþœàåòñß â ñïîñîáå îáõîäà ïîëþñîâ. Îíè íàõîäßòñß â òîœêàõ !_1 = ” � ¸_{p�k} + i 0 sgn ¸_{p�k} è !_{2;3} = �(ck � i 0).

Çàìûêàß êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß ïî ! òàê, œòîáû âíóòðü íåãî ïîïàë òîëüêî îäèí ïîëþñ èç òðåõ, ïåðåïèøåì ïðàâóþ œàñòü âûðàæåíèß (6.14) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�(”; p) = g 2c 16ß^3 ∫ jkj¡k_D ` `(¸_{p�k}) ” � ck � ¸_{p�k} + i0

+ `(¸^{p�k}) ” + ck � ¸_{p�k} � i0 ´ k d^3k: (6.15) Òåïåðü âîñïîëüçóåìñß ñòàíäàðòíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå ïî d^3k, èñïîëüçîâàííîé â ðåøåíèè çàäàœè 16. Ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî jkj è p_1 = jp � kj ïî ôîðìóëå (4.38) (ñì. òàêæå [1], § 21, ï. 3). Â ýòèõ ïåðåìåííûõ âûðàæåíèå (6.15) äëß �(”; p) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

�(”; p) = g 2c 8ß^2p

k_D∫

0 ∫` `(p1 � p0) ” � ck � ¸p_1 + i0

+ `(p^0 � p^1) ” + ck � ¸p_1 � i0 ´ p_1dp_1 k^2dk:

(6.16) Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß ïî p_1 â (6.16) åñòü jp � kj ¡ p_1 ¡ p + k: (6.17) Òåïåðü óäîáíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèß p_1 ê ïåðåìåííîé ¸ = p^2_1=2m � ”_F :

�(”; p) = g 2cm 8ß^2p

k_D∫

0 ∫` `(¸) ” � ck � ¸ + i0

+ `(�¸) ” + ck � ¸ � i0 ´ d¸ k^2dk;

(6.18) ïðèœåì èíòåãðàë ïî ¸ â (6.18) áåðåòñß ïî îáëàñòè (p � k)^2 2m � ”_F ¡ ¸ ¡ (p + k) 2 2m � ”_F : (6.19)

Âåùåñòâåííàß œàñòü �(”; p) áóäåò âûœèñëåíà â ñëåäóþùåé çàäàœå, çäåñü æå îãðàíèœèìñß ìíèìîé œàñòüþ. Ïðèìåíßß èçâåñòíóþ ôîðìóëó

Im 1

x + i0

= �ßffi(x); (6.20)

ïîëóœàåì

Im �(”; p) = g 2cm 8ßp ∫∫ (`(�¸)ffi(” + ck � ¸) � `(¸)ffi(” � ck � ¸))d¸k^2dk: (6.21) Âòîðîå ñëàãàåìîå (îíî îòëèœíî îò íóëß ïðè ” ¿ 0) äàåò âðåìß æèçíè ýëåêòðîííûõ ñîñòîßíèé, à ïåðâîå (îòëèœíîå îò íóëß ïðè ” ¡ 0) — äûðîœíûõ.

Äî íàñòîßùåãî ìîìåíòà âñå ïðåîáðàçîâàíèß áûëè òîœíûìè. Òåïåðü îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ïðè j”j ø ”_F âåðîßòíîñòü ðàñïàäà ìîæíî âûœèñëßòü, èíòåãðèðóß â (6.21) íå ïî îáëàñòè (6.19), à ïðîñòî ïî âñåì ¸.

Äåëî â òîì, œòî ñîõðàíåíèå ýíåðãèè ïðè ðàñïàäå œàñòèöû ñ ýíåðãèåé ” íà œàñòèöó ñ ýíåðãèåé ¸ è ôîíîíà ñ ýíåðãèåé ck ãàðàíòèðóåò ñîáëþäåíèå íåðàâåíñòâ (6.19), ïîñêîëüêó c ø v_F è ” ß ¸_p.

Â ñèëó ñêàçàííîãî èíòåãðàë ïî ¸ â (6.21) áåðåì ïî �1 ¡ ¸ ¡ 1:

Im �(”; p) = g 2c 8ßvF

k_D∫

0 (`(�” � ck) � `(” � ck)) k^2 dk: (6.22)

Ïðè ïåðåõîäå îò (6.21) ê (6.22) ìû çàìåíèëè â êîýôôèöèåíòå p íà p_0.

Èíòåãðèðóß ïî k â âûðàæåíèè (6.22), ïîëóœàåì

Im �(”; p) = � g 2c 8ßvF sgn ”

k_”∫

0 k^2 dk = � sgn ” g

2ck^3_” 24ßvF

; (6.23)

ãäå k_” = min[k_D; j”j=c]. Íàéäåííàß ìíèìàß œàñòü Im �(”; p) ïðè j”j ø ø ”_F ßâëßåòñß ôóíêöèåé îäíîãî òîëüêî ”, è íå çàâèñèò îò p.

Ïåðåõîäß ê áåçðàçìåðíîé êîíñòàíòå ı ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß, g^2 = ı=˚_0, ïîëóœàåì

Im �(”) = � ıß 12p^2_0c^2 sgn ” � æ j”j^3 ïðè j”j ¡ !_D; !^3_D ïðè j”j ¿ !_D:

(6.24)

Òî îáñòîßòåëüñòâî, œòî Im �(”) îêàçàëàñü íåœåòíîé ôóíêöèåé ”, ßâëßåòñß ñëåäñòâèåì ýëåêòðîí-äûðîœíîé ñèììåòðèè, èìåþùåé ìåñòî ïðè j”j ø ”_F .

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ïðè ìàëûõ ýíåðãèßõ

Im �(”) ø ”; (6.25)

ò. å. âðåìß æèçíè êâàçèœàñòèöû ñ ýíåðãèåé âáëèçè óðîâíß Ôåðìè îœåíü âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ ℏ=”, è ðàñòåò ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèè áûñòðåå, œåì ”^{�1}. Ýòî îçíàœàåò, œòî ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå íå ðàçðóøàåò ôåðìè-æèäêîñòíóþ êàðòèíó.

Çàâèñèìîñòü Im �(” ¡ !_D) ¸ ”^3 ìîæíî îáúßñíèòü êàœåñòâåííî. Âåðîßòíîñòü èñïóñêàíèß ýëåêòðîíîì ôîíîíà ñ çàäàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì k ïðîïîðöèîíàëüíà k, ïîñêîëüêó îïåðàòîð ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ïðîïîðöèîíàëåí ãðàäèåíòó ñìåùåíèß ðåøåòêè (èíûìè ñëîâàìè, ôîíîí ñ k = 0 íå äîëæåí èñïóñêàòüñß âîîáùå — ýòî ïðîñòî òðàíñëßöèß êðèñòàëëà, êàê öåëîãî). Ïðè ýòîì, îäíàêî, åñëè ” ¡ !_D, òî ýëåêòðîí íå ìîæåò èñïóñêàòü ôîíîíû ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèìè k. Äåëî â òîì, œòî èñïóñòèâ ôîíîí ñ áîëüøîé ýíåðãèåé, ýëåêòðîí ïåðåøåë áû â ñîñòîßíèå ñ ýíåðãèåé, ìåíüøåé ”_F . Íî òàêèå ñîñòîßíèß çàíßòû, è ïåðåéòè â íèõ íåëüçß. Ïî ýòîé ïðèœèíå ýëåêòðîí áóäåò èñïóñêàòü òîëüêî ôîíîíû ñ âîëíîâûìè âåêòîðàìè k ⩽ ”=c. Ïðè ýòîì œèñëî êîíåœíûõ ñîñòîßíèé — ïîðßäêà ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà k. (Èìåííî ïëîùàäè, à íå îáúåìà — èç-çà çàêîíîâ ñîõðàíåíèß!) Ïåðåìíîæàß âåðîßòíîñòü èñïóñêàíèß ôîíîíà è œèñëî êîíåœíûõ ñîñòîßíèé, ïîëóœàåì äëß âåðîßòíîñòè ðàñïàäà fl ¸ ”^3.

Òàêèì îáðàçîì, â ôåðìè-ñèñòåìå âåðîßòíîñòè ïðîöåññîâ ðàññåßíèß ïðè ìàëûõ ýíåðãèßõ ñèëüíî óìåíüøàþòñß. Ýòî îçíàœàåò, œòî âáëèçè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ìîæíî ãîâîðèòü î õîðîøî îïðåäåëåííûõ êâàçèœàñòèöàõ. Áîëüøèå âðåìåíà æèçíè êâàçèœàñòèö — êëþœåâîå ñâîéñòâî äëß îáîñíîâàíèß òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè.

Ðåçóëüòàò (6.24) â ñëóœàå ” ¿ !_D òàêæå ìîæíî ïîíßòü ñ ïîìîùüþ êàœåñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè ” ¿ !_D ýëåêòðîí ñïîñîáåí èñïóñêàòü ôîíîíû ñ èìïóëüñàìè âïëîòü äî k_D, îñòàâàßñü ñíàðóæè ôåðìè-ñôåðû. Ïîýòîìó âåðîßòíîñòü ðàñïàäà îïðåäåëßåòñß ôîíîíàìè ñ k ß k_D è íå çàâèñèò îò ”. Êîíåœíûå ñîñòîßíèß ýëåêòðîíà ëåæàò â òîíêîì ñôåðèœåñêîì ñëîå, èìåþùåì òîëùèíó ïîðßäêà !_D ø ”_F .

Íåòðóäíî âèäåòü, œòî äàæå ïðè ýëåêòðîí-ôîíîííîì âçàèìîäåéñòâèè ı ¸ 1 âåðîßòíîñòü ðàñïàäà fl ñðàâíèâàåòñß ñ ” òîëüêî ïðè ” ß !_D.

29. Â çàäàœå 28 áûëî ïîëóœåíî âûðàæåíèå (6.18) äëß �(”; p) è âûœèñëåíà åãî ìíèìàß œàñòü. Ðàññìîòðèì òåïåðü âåùåñòâåííóþ œàñòü Re �(”; p) è íàéäåì ïåðåíîðìèðîâêó ñïåêòðà êâàçèœàñòèö. Çàïèøåì âåùåñòâåííóþ œàñòü âûðàæåíèß (6.18) â âèäå

Re �(”; p) = g 2cm 8ß^2jpj

k_D∫

0 I(k) k^2 dk; (6.26)

ãäå èíòåãðàë

I(k) =

¸_{max}∫

¸_{min} ˇ `(¸) ” � ck �¸

+ `(�¸) ” + ck �¸ ˘ d¸ (6.27)

ïîíèìàåòñß â ñìûñëå ãëàâíîãî çíàœåíèß, à îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß ïî¸ äàåòñß óñëîâèåì (6.19).

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ¸ äàåò

I(k) = ln fi fi fi ” � ck ” � ck � ¸max fi fi fi + ln fi fi fi ” + ck � ¸min ” + ck fi fi fi : (6.28)

Ýòî âûðàæåíèå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå:

I(k) = ln fi fi ” � ck ” + ck fi fi + ln fi fi fi ” + ck � ¸min ” � ck � ¸max fi fi fi : (6.29)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (6.29) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèß ïî k ¡ k_D äàåò âêëàä â �(”; p), ñóùåñòâåííî çàâèñßùèé îò ” â îáëàñòè j”j ⩽ !_D. Çàâèñèìîñòü ýòîãî âêëàäà îò p, âîçíèêàþùàß áëàãîäàðß êîýôôèöèåíòó jpj^{�1} â (6.26), — äîâîëüíî ñëàáàß (âåëèœèíà (6.26) œóâñòâèòåëüíà òîëüêî ê áîëüøèì èçìåíåíèßì p ïîðßäêà p_0). Â òî æå âðåìß âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (6.29) äàåò ¿ðåãóëßðíûé£ âêëàä â �(”; p), ñëàáî ìåíßþùèéñß êàê ôóíêöèß ” è p ïðè èçìåíåíèßõ jffi”j ≲ ”_F , jffipj ≲ p_0. Œòîáû â ýòîì óáåäèòüñß, çàìåòèì, œòî ck ø j¸_{min}j; ¸_{max}, è ïîýòîìó âî âòîðîì ëîãàðèôìå â (6.29) ìîæíî ïðåíåáðåœü ck ïî ñðàâíåíèþ ñ ¸_{min}, ¸_{max}.

Èìåß ýòî â âèäó, ïðåäñòàâèì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü â âèäå �(”) + � è ïðè ìàëîì j”j ø ”_F è jpj, áëèçêîì ê p_0, âêëþœèì � â ïåðåíîðìèðîâêó çàòðàâîœíûõ õèìïîòåíöèàëà ¯ = E_F è ñêîðîñòè v_F = = p_0=m. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóœàåì

Re �(”) = g 2c 8ß^2vF

k_D∫

0 ln fi fi ” � ck ” + ck fi fi k_2dk: (6.30)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà õàðàêòåðíîå ñâîéñòâî ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñîáñòâåííî–ýíåðãåòèœåñêîé œàñòè — íåçàâèñèìîñòü îò èìïóëüñà p ýëåêòðîíà. Ôèçèœåñêàß ïðèœèíà ýòîãî — ìåäëåííîñòü ôîíîíîâ, ïðèâîäßùàß ê òîìó, œòî èñïóùåííûé ýëåêòðîíîì ôîíîí ìãíîâåííî îòñòàåò. Â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèå è èñïóñêàíèå ôîíîíà ñòàíîâßòñß ëîêàëüíûìè ïðîöåññàìè.

Èíòåãðàë â âûðàæåíèè (6.30) íåòðóäíî âûœèñëèòü. Îäíàêî ïîñêîëüêó ïîëóœàþùååñß âûðàæåíèå äîñòàòîœíî ãðîìîçäêî, íàì áóäåò áîëåå óäîáíî ðàññìîòðåòü ïðåäåëüíûå ñëóœàè ” ø !_D è ” Æ !_D.

А. Ïðè ” ø !_D ìîæíî ðàçëîæèòü ëîãàðèôì â (6.30), ñœèòàß ” ø ck:

Re �(”) = � 2g 2” 8ß^2vF

k_D∫

0 k dk = � g

2k^2_D 8ß^2vF

” = �b ”; b = ı k 2 D 4p^2_0

: (6.31)

Б. Ïðè ” Æ !_D, íàïðîòèâ, èìååì ” Æ ck, è ñíîâà ðàçëàãàåì ëîãàðèôì â (6.30):

Re �(”) = � g

2c^2 8ß^2vF

k_D∫

0 k^3 dk ” = � g

2c^2k^4_D 32ß^2vF ”

= � b ! 2 D 4” : (6.32)

Ýêñòðàïîëèðóß ïîëóœåííûå âûðàæåíèß â îáëàñòü ” ß !_D, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, œòî â ýòîé îáëàñòè âîçðàñòàíèå Re �(”) ñìåíßåòñß óáûâàíèåì, ò. å. Re �(”) èìååò òàì ýêñòðåìóì.

Âûïèøåì òåïåðü ïåðåíîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà. Ïðè ” ø !_D îíà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

G(”; p) = 1 (1 + b)” � ¸p + ifl(”)

; (6.33)

ãäå fl(”) äàåòñß âûðàæåíèåì (6.24). Ïðè èíòåðåñóþùèõ íàñ ” ø !_D çàòóõàíèå fl(”) ø ”.

Ñðàâíèì ïîëóœåííîå âûðàæåíèå (6.33) ñ îïðåäåëåíèåì (4.14) êâàçèœàñòèœíîé ôóíêöèè Ãðèíà. Âèäèì, œòî àìïëèòóäà ôóíêöèè Ãðèíà (6.33), äàâàåìàß âåëèœèíîé âûœåòà â ïîëþñå, åñòü Z = 1=(1 + b).

Çàêîí æå äèñïåðñèè êâàçèœàñòèö, ñîãëàñíî (6.33), èìååò âèä

” = ¸^p 1 + b

: (6.34)

Îòñþäà íàõîäèì ïåðåíîðìèðîâêó ýôôåêòèâíîé ìàññû:

m^� = (1 + b)m: (6.35)

Âèäíî, œòî ýëåêòðîí äåéñòâèòåëüíî ¿óòßæåëßåòñß£ (èáî îí âûíóæäåí òàùèòü çà ñîáîé ôîíîííîå ¿îáëàêî£). Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé, ïðîïîðöèîíàëüíàß ýôôåêòèâíîé ìàññå, óâåëèœèâàåòñß. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ïðè ýëåêòðîí-ôîíîííîì âçàèìîäåéñòâèè ı ¸ 1 âåëèœèíà b, îïðåäåëßþùàß âåëèœèíó ïåðåíîðìèðîâêè, îêàçûâàåòñß ïîðßäêà åäèíèöû.

Ïåðåíîðìèðîâêà ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè èìååò ïðîñòîå êàœåñòâåííîå îáúßñíåíèå. Œåì âûøå ýíåðãèß ýëåêòðîíà ïî ñðàâíåíèþ ñ óðîâíåì Ôåðìè, òåì áîëåå àêòèâíî ýòîò ýëåêòðîí èñïóñêàåò ôîíîíû (êàê âèäíî èç ðåøåíèß ïðåäûäóùåé çàäàœè). Â ðåçóëüòàòå ýíåðãèß ýëåêòðîíà óìåíüøàåòñß, è îí ¿ïðèæèìàåòñß£ ê ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. (Ýòè ðàññóæäåíèß íåìíîãî íåòîœíû, ïîñêîëüêó ïðè ” ø !_D âêëàä â �(”) äàþò, ãëàâíûì îáðàçîì, íå ðåàëüíûå, à âèðòóàëüíûå ïðîöåññû. Ïîýòîìó ñëåäîâàëî áû ãîâîðèòü îá èñïóñêàíèè è ïîãëîùåíèè âèðòóàëüíûõ ôîíîíîâ.)

30. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëß ïîïðàâêè ê âåðøèííîé œàñòè ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß, ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììå íà ðèñ. 6.2:

�^{(1)} = �g^3 ∫ G(”_1; p_1)G(”_1 + !; p_1 + k)D(” � ”_1; p � p_1) d

3p1 d”1 (2ß)^4 : (6.36)

Ìû íå áóäåì âûœèñëßòü �^{(1)} òîœíî, à ïîïûòàåìñß åå îöåíèòü ïî ïîðßäêó âåëèœèíû. Âíàœàëå ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî ”_1. Ïîëàãàß õàðàêòåðíóþ ïåðåäàœó èìïóëüñà ïîðßäêà k_D ß p_0, è óœèòûâàß, œòî D(” � ”_1) êâàäðàòèœíî ñïàäàåò ïðè j” � ”_1j Æ !_D, ïîëóœàåì, œòî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò îáëàñòü j” � ”_1j ß !_D. Îöåíèâ òàêèì îáðàçîì èíòåãðàë ïî ”_1, íàõîäèì

�^{(1)} ß ∫ g^3!D d^3p1 (”1 � ¸p_1 + i0 sgn ¸1)(”1 � ! � ¸_{p1+k} + i0 sgn ¸2)

: (6.37)

Òåïåðü ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî èìïóëüñó p_1. Õàðàêòåðíàß ïåðåäàœà èìïóëüñà — ïîðßäêà k_D ß p_0. Ïîýòîìó ìû ìîæåì îöåíèòü çíàìåíàòåëè êàê ”_F , ïðèœåì d^3p_1 ¸ p^3_0. Ñîáèðàß âñå âìåñòå, èìååì

�^{(1)} ß g^3!_D p 2 0 vF ”F ”^2_F ß g^3 p 2 0 vF ”F

!_D: (6.38)

Îòíîñèòåëüíàß âåëèœèíà ýòîé ïîïðàâêè

�^{(1)} g ß g^2 p 2 0 vF ”F

!_D ß ı q m M : (6.39)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà èçâåñòíàß îöåíêà !_D=”_F ß p m=M , ãäå m è M — ìàññà ýëåêòðîíà è èîíà ñîîòâåòñòâåííî. Ýëåêòðîíû íàìíîãî ëåãœå èîíîâ, ïîýòîìó ðàññìîòðåííàß ïîïðàâêà ê âåðøèííîé œàñòè ïðåíåáðåæèìî ìàëà.

Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå íå ßâëßåòñß âïîëíå ñòðîãèì: îíî îêàçûâàåòñß îøèáîœíûì ïðè ! ß kv_F , ! ø !_D. Â ýòîì ñëóœàå ïîëþñû ôóíêöèé Ãðèíà ñáëèæàþòñß, è èíòåãðàë íàäî àíàëèçèðîâàòü áîëåå àêêóðàòíî. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå çàäàœ ýòà îáëàñòü íå âàæíà, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà c ìíîãî ìåíüøå v_F .

Œòîáû ïðîßñíèòü ôèçèœåñêèé ñìûñë ïîëóœåííîãî íåðàâåíñòâà �^{(1)} ø g, âûœèñëèì âåðøèííóþ œàñòü â ñìåøàííîì ¿èìïóëüñíîâðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè£. Ýòî ïîçâîëèò íàì ëóœøå ïðîñëåäèòü çà ðîëüþ ðàçëèœíûõ õàðàêòåðíûõ âðåìåí. Íàì ïîòðåáóþòñß ôóíêöèè Ãðèíà ôîíîíà è ýëåêòðîíà. Ñíàœàëà íàéäåì

D(k; t) = ∫ D(!; k)e^{�i!t} d! 2ß = �ick 2 e^{�ickjtj}: (6.40)

Àíàëîãèœíî ìîæíî âûœèñëèòü è ýëåêòðîííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà:

G(p; t) = �ie^{�i¸pt} æ `(¸_p) ïðè t ¿ 0; `(�¸_p) ïðè t ¡ 0:

(6.41)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî D(k; t) — áîëåå ìåäëåííî ìåíßþùàßñß ôóíêöèß âðåìåíè, œåì G(p; t) (ïðè èìïóëüñå p, íå ñëèøêîì áëèçêîì ê ôåðìè-ïîâåðõíîñòè).

Íà äèàãðàììå, äàþùåé ïîïðàâêó ê âåðøèíå âçàèìîäåéñòâèß �^{(1)}, ðàññòàâèì èìïóëüñû è âðåìåíà, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.4. Ïîëóœàåì

Ðèñ. 6.4 ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

�^{(1)} = �g^3 ∫∫ e^{�i!t} G(p_1; t � t_1) G(p_1 + k; t_2 � t) �

� D(p � p_1; t_1 � t_2) d

3p1dt (2ß)^3

: (6.42)

Ïðè p_1 ß p_0 ýëåêòðîííûå ôóíêöèè Ãðèíà ìåíßþòñß çà âðåìåíà ïîðßäêà ”^{�1}_F . Ïî ýòîé ïðèœèíå

jt_1 � tj ß jt_2 � tj ß jt_1 � t_2j ß ”^{�1}_F :

Ýòî îçíàœàåò, œòî ôîíîííûé ïðîïàãàòîð áåðåòñß ïðè t_1 ß t_2. Ïîýòîìó îí îêàçûâàåòñß ïðîïîðöèîíàëåí cjp � p_1j ß !_D, è, òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ìàëûé ïàðàìåòð !_D=”_F .

Èíûìè ñëîâàìè, ýëåêòðîíû áûñòðî (çà âðåìß ïîðßäêà ”^{�1}_F ) ïîãëîùàþò ôîíîí, ïîäñòðàèâàßñü ïîä äåôîðìàöèþ ðåøåòêè. Ïðè ýòîì îíè íå óñïåâàþò çà ñœåò ñâîåãî äâèæåíèß ñíîâà ¿ðàñêàœàòü£ ðåøåòêó — íà ýòî òðåáóåòñß âðåìß ïîðßäêà !^{�1}_D . Ýòî åñòü ïðîßâëåíèå àäèàáàòèœíîñòè äâèæåíèß èîíîâ. Â ñèëó ñâîåé áîëüøîé ìàññû èîíû äâèæóòñß ìåäëåííî è ýëåêòðîíû âñåãäà óñïåâàþò ïîäñòðîèòüñß ïîä èõ ëîêàëüíóþ êîíôèãóðàöèþ.

Óòâåðæäåíèå î ìàëîñòè âåðøèííûõ ïîïðàâîê (òåîðåìà Ìèãäàëà) öåííî òåì, œòî ïîçâîëßåò îñòàâèòü â äèàãðàììíîì ðßäå íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå âêëàäû è ïðîñóììèðîâàòü èõ, íå ïðåäïîëàãàß ìàëîñòè ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. Îäíàêî íå ñëåäóåò äóìàòü, œòî âñå ôîíîííûå ïåðåíîðìèðîâêè ìàëû è ïîòîìó íåñóùåñòâåííû. Èíîãäà îíè ïðèâîäßò ê âàæíûì ýôôåêòàì, îäèí èç êîòîðûõ — ñâåðõïðîâîäèìîñòü.

31. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëß ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà ôîíîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùåå äèàãðàììå íà ðèñ. 6.3:

� = � 2ig 2 (2ß)^4 ∫ d” d^3p (” � ¸p + i0 sgn ¸p)(” + ! � ¸_{p+k} + i0 sgn ¸_{p+k})

(6.43)

(ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò èç-çà ñóììèðîâàíèß ïî ñïèíó). Çàìåòèì, œòî èìåííî òàêîå âûðàæåíèå áûëî ðàññìîòðåíî â çàäàœå 24à. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðîñòî âîñïîëüçîâàòüñß îòâåòîì (5.39), ñïðàâåäëèâûì ïðè k ø p_0, ! ø ”_F :

�(!; k) = �2g^2˚_0 ˇ 1 � !

2kvF ln fi fi ! � kvF ! + kvF fi fi + ßij!j 2kvF ` ` 1 � j!j kvF ´˘ : (6.44)

а. Ôóíêöèß Ãðèíà ôîíîíîâ îïðåäåëßåòñß èç óðàâíåíèß Äàéñîíà:

D^{�1}(!; k) = D^{�1}_0 (!; k) � �(!; k); (6.45)

à ñïåêòð ôîíîíîâ — èç óðàâíåíèß D^{�1}(!; k) = 0. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çâóêà ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè Ôåðìè, òî íàñ èòåðåñóåò ! ø kv_F . Â òàêîì ïðåäåëå ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð åñòü ïðîñòî

�(!; k) ß �2g^2˚_0 = �2ı: (6.46)

Ïîýòîìó ôóíêöèß Ãðèíà àêóñòèœåñêèõ ôîíîíîâ åñòü

D^{�1}(!; k) = D^{�1}_0 (!; k) � �(!; k) ß !

2 � c^2_0k^2 c^2_0k^2

+ 2ı; (6.47)

ãäå c_0 — çàòðàâîœíàß ñêîðîñòü çâóêà. Ïîëóœàåì çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíîâ ! = ck, ãäå c^2 = c^2_0(1 � 2ı): (6.48)

Óìåíüøåíèå œàñòîòû ôîíîíà âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèß ñ ýëåêòðîíàìè ìîæíî îáúßñíèòü òåì, œòî ýëåêòðîíû, áûñòðî ïîäñòðàèâàßñü ïîä äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë, ñêàïëèâàþòñß â åãî ìèíèìóìàõ è òåì ñàìûì ïîíèæàþò ýíåðãèþ ñèñòåìû.

б. Œòîáû íàéòè çàòóõàíèå ôîíîíîâ, ðàññìîòðèì ìíèìóþ œàñòü ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà:

Im �(!; k) = � ßı j!j kvF : (6.49)

Ïîäñòàâëßß â óðàâíåíèå Äàéñîíà (6.45) ! = ck + ifl, ïîëóœàåì

fl = ß 2 ı c 2 vF k = ß 2 ı c vF !: (6.50)

Õîòß çàòóõàíèå è îêàçûâàåòñß ïðîïîðöèîíàëüíûì œàñòîòå, îíî âñå æå ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ ! ïî ïàðàìåòðó c=v_F ß p m=M .

Ñðàâíèì íàéäåííûé ðåçóëüòàò (6.50) ñ çàòóõàíèåì çâóêà â êëàññèœåñêîé ãèäðîäèíàìèêå. Â îáûœíûõ æèäêîñòßõ è ãàçàõ çàòóõàíèå çâóêà ïî ïîðßäêó âåëèœèíû ðàâíî fl ß ȷ! 2 æc^3

; (6.51)

ãäå ȷ, æ — âßçêîñòü è ïëîòíîñòü ñðåäû. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, œòî ¿ýôôåêòèâíàß âßçêîñòü£ ýëåêòðîííîãî ãàçà ðàñòåò ñ óìåíüøåíèåì œàñòîòû:

ȷ(!) ¸ !^{�1}: (6.52) Ôèçèœåñêè, áîëüøàß ýôôåêòèâíàß âßçêîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà ñâßçàíà ñ âûñîêîé ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîí-äûðîœíûõ âîçáóæäåíèé ñ ýíåðãèåé ! ¡ cjkj. Èìåííî òàêèå ïàðû âîçáóæäàþòñß çâóêîâîé âîëíîé.

32. Â ðàçìåðíîñòè D = 1 ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñ. 6.3, ðàâåí �(!; k) = �2ig^2 ∫ G(p; ”) G(p + k; ” + !) dp d” (2ß)^2

(6.53)

(ìíîæèòåëü 2 óœèòûâàåò ñïèí). Âûœèñëßß èíòåãðàë ïî ”, ïîëóœàåì

�(!; k) = � g 2 ß 1∫ �1 (n(¸p) � n(¸_{p+k})) dp ! � ¸_{p+k} + ¸p + i0 ˘_{p;k}

; ˘_{p;k} = sgn ¸_{p+k} � sgn ¸_p:

(6.54) Èíòåãðàë (6.54) äàåòñß ñóììîé âêëàäîâ äâóõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ ðàçíîñòü n(¸_p) � n(¸_{p+k}) îòëèœíà îò íóëß: А: ¸_p ¿ 0; ¸_{p+k} ¡ 0; Б: ¸_p ¡ 0; ¸_{p+k} ¿ 0:

Ðàññìîòðèì k ¿ 0. Â ýòîì ñëóœàå îáëàñòè А: � p_0 � k ¡ p ¡ �p_0; Б: p_0 � k ¡ p_0 ¡ p_0:

Ïîýòîìó ìîæíî ïåðåïèñàòü (6.54) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�(!; k) =

= � g 2 ß �p_0∫

�p_0�k dp ! � k^2=2m � pk=m � i0 + g 2 ß p_0∫

p_0�k dp ! � k^2=2m � pk=m + i0 : (6.55)

Èíòåãðàë ïî p ëåãêî âûœèñëßåòñß è ðàâåí

�(!; k) = mg 2 ßk ln X; ãäå X = � k^2=2m � kp0=m � ! + i0 � � k^2=2m � kp0=m + ! + i0 � � k^2=2m + kp0=m + ! � i0 � � k^2=2m + kp0=m � ! � i0

� : (6.56)

Ðàññìîòðèì ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (6.56) ïðè k = 2p_0 + x, ! = 0:

�(! = 0; k = 2p_0 + x) = � mg 2 ßp0 ln p^0 jxj : Ýòî âûðàæåíèå ëîãàðèôìèœåñêè ðàñõîäèòñß ïðè k = 2p_0.

Íàéäåííàß ëîãàðèôìèœåñêàß îñîáåííîñòü �(!; k) ïðîßâëßåòñß â ñïåêòðå ôîíîíîâ. Çàïèøåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå

D^{�1}(!; k) = D^{�1}_0 (!; k) � �(!; k): (6.57)

Íàñ èíòåðåñóþò çíàœåíèß k âáëèçè k = 2p_0 è ìàëûå !. Â ýòîé îáëàñòè äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò òàêîé âèä

!^2 � !^2_{p0}

!^2_{p0}

+ mg 2 ßp0 ln p^0 jk � 2p0j

= 0; (6.58)

Ñòðîãî ãîâîðß, ñëåäîâàëî áû èñïîëüçîâàòü �(!; 2p_0) ïðè ! 6= 0. Ýòî, îäíàêî, íå ìåíßåò êàœåñòâåííûõ âûâîäîâ. Ïîëóœàåì çàêîí äèñïåðñèè

!^2 = !^2_{p0} ` 1 � mg 2 ßp0 ln p^0 jk � 2p0j ´ : (6.59)

Ïðè k äîñòàòîœíî áëèçêîì ê 2p_0 âòîðîé œëåí â ïðàâîé œàñòè (6.59) ïðåâîñõîäèò ïåðâûé, è ïîòîìó œàñòîòà ôîíîíîâ ñòàíîâèòñß ìíèìîé. Ýòî îçíàœàåò, œòî â ñèñòåìå âîçíèêàåò íåóñòîéœèâîñòü âáëèçè âîëíîâîãî âåêòîðà k = 2p_0 — êðèñòàëëèœåñêàß ðåøåòêà ñòðåìèòñß äåôîðìèðîâàòüñß. Íà ïåðâûé âçãëßä ýòî êàæåòñß íåñêîëüêî ñòðàííûì — âåäü äåôîðìàöèß ðåøåòêè òðåáóåò ýíåðãèè. Îäíàêî îêàçûâàåòñß, œòî èç-çà âçàèìîäåéñòâèß ñ ýëåêòðîíàìè äåôîðìàöèß ñòàíîâèòñß ýíåðãåòèœåñêè âûãîäíîé. Íåóñòîéœèâîñòü îäíîìåðíîãî ìåòàëëà ïî îòíîøåíèþ ê îáðàçîâàíèþ ìîäóëßöèè ïëîòíîñòè ñ ïåðèîäîì ß=p_0 ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó ïåðåõîäó Ïàéåðëñà. Ðàâíîâåñíàß àìïëèòóäà âîçíèêàþùåé ìîäóëßöèè îïðåäåëßåòñß áàëàíñîì ýëåêòðîííîé è óïðóãîé ýíåðãèè (ñì. ðàçä. 6.4).

Œòîáû ðàçîáðàòüñß â ïðîèñõîæäåíèè ïàéåðëñîâñêîé äåôîðìàöèè è âûßñíèòü, œåì âûäåëåí âîëíîâîé âåêòîð 2p_0, ïðåäïîëîæèì, œòî êàêèì-òî îáðàçîì âîçíèêëà ñïîíòàííàß ìîäóëßöèß ðåøåòêè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì Q. Œòî ïðîèñõîäèò ïðè ýòîì ñ ýëåêòðîíàìè? Íà íèõ äåéñòâóåò äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë, ïåðèîä êîòîðîãî åñòü 2ß=Q. Êàê èçâåñòíî, â ïåðèîäèœåñêîì ïîòåíöèàëå ýëåêòðîííûé ñïåêòð ïðèîáðåòàåò çîííóþ ñòðóêòóðó, è â íåì îòêðûâàþòñß ùåëè. Èõ ïîßâëåíèå ñâßçàíî ñ âûðîæäåíèåì ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà: ñîñòîßíèß ñ èìïóëüñàìè p è �p â îòñóòñòâèå ïîòåíöèàëà èìåþò îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ. Åñëè âíåøíèé ïîòåíöèàë èõ ïåðåìåøèâàåò, òî ýòî âûðîæäåíèå ñíèìàåòñß, è óðîâíè ðàñùåïëßþòñß. Ïîòåíöèàë ñ ïåðèîäîì 2ß=Q â íèçøåì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñìåøèâàåò ñîñòîßíèå ñ èìïóëüñîì p ñ ñîñòîßíèßìè ñ èìïóëüñàìè p � Q. Âûðîæäåíèå ïðîèñõîäèò ïðè p = �Q=2. Èìåííî ïðè ýòèõ çíàœåíèßõ p â ñïåêòðå è îòêðûâàåòñß ñàìàß áîëüøàß ùåëü (ðèñ. 6.5).

Ïðè îáðàçîâàíèè ùåëè ñîñòîßíèß íàä íåé âûòàëêèâàþòñß ââåðõ ïî øêàëå ýíåðãèé, à ïîä íåé — âíèç. Êàê ïðè ýòîì èçìåíßåòñß ïîëíàß ýíåðãèß ýëåêòðîíîâ, çàâèñèò îò ïîëîæåíèß óðîâíß Ôåðìè ”_F ïî îòíîøåíèþ ê ùåëè. Åñëè ”_F ëåæèò ñóùåñòâåííî íèæå, œåì ùåëü, òî ýíåðãèè ñîñòîßíèé ïîä íèì ïîœòè íèêàê íå èçìåíßþòñß. À åñëè ”_F ëåæèò âûøå,

Ðèñ. 6.5 œåì ùåëü, òî, õîòß ýíåðãèè íåêîòîðûõ ýëåêòðîíîâ èçìåíßòñß ñèëüíî, íî, ïîñêîëüêó ñîñòîßíèß âûòàëêèâàþòñß èç ùåëè ââåðõ è âíèç ñèììåòðèœíî, ñóììàðíàß ýíåðãèß ìåíßåòñß íåçíàœèòåëüíî. Îäíàêî ñèòóàöèß ñòàíåò ñîâåðøåííî èíîé, åñëè óðîâåíü Ôåðìè íàõîäèòñß â òîœíîñòè òàì, ãäå îòêðûâàåòñß ùåëü. Òîãäà âñå çàíßòûå ñîñòîßíèß âûòàëêèâàþòñß èç ùåëè âíèç, è ýíåðãèß ýëåêòðîííîãî ãàçà ïîíèæàåòñß. Ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå p_0 = Q=2.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäóëßöèß ðåøåòêè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì Q = 2p_0 ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ïîíèæåíèþ ýíåðãèè ñèñòåìû. Íàøå âûœèñëåíèå, ïðåäñêàçûâàþùåå íåóñòîéœèâîñòü, îçíàœàåò, œòî âûèãðûø â ýíåðãèè ðåøåòêè çà ñœåò âçàèìîäåéñòâèß ñ ýëåêòðîíàìè ïðåâîñõîäèò ýíåðãèþ óïðóãîé äåôîðìàöèè, œòî è ïðèâîäèò ê íåóñòîéœèâîñòè. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñß ñîñòîßíèå, â êîòîðîì ñìåùåíèå ðåøåòêè è ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ ìîäóëèðîâàíû ñ ïåðèîäîì ß=p_0. Òàêîå ñîñòîßíèå íàçûâàåòñß âîëíîé çàðßäîâîé ïëîòíîñòè.

Ïàéåðëñîâñêóþ íåóñòîéœèâîñòü ìîæíî òàêæå íàçâàòü ¿êîîïåðàòèâíûì ýôôåêòîì SSíà–Òåëëåðà£. Íàïîìíèì, œòî ýôôåêò SSíà–Òåëëåðà â ìîëåêóëàõ ñîñòîèò â òîì, œòî ñèììåòðèœíûå êîíôèãóðàöèè ìîëåêóë îêàçûâàþòñß íåóñòîéœèâûìè. Äåôîðìàöèß ìîëåêóëû, ðàçðóøàþùàß ñèììåòðèþ, ñíèìàåò âûðîæäåíèå ýëåêòðîííûõ óðîâíåé, è åñëè ïðè ýòîì âûðîæäåííûé óðîâåíü áûë íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåí, òî ýòî ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ ýíåðãèè ìîëåêóëû. Â ýôôåêòå Ïàéåðëñà òðàíñëßöèîííî–èíâàðèàíòíàß êîíôèãóðàöèß ðåøåòêè íåóñòîéœèâà ïî àíàëîãèœíûì ïðèœèíàì.

33а. Ðàññìîòðèì ñëóœàé îäíîãî èçìåðåíèß, D = 1. Ìû ïðåäïîëàãàåì, œòî ñèñòåìà ïîêîèòñß, ò. å. u̇ = 0. Ìèíèìèçèðóß â ýòîì ñëóœàå ýíåðãèþ (6.13) ïî îòíîøåíèþ ê äåôîðìàöèè w(x), íàõîäèì ñâßçü w(x) ñ ïëîòíîñòüþ: w(x) = �(˘=K) j(x)j^2. Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë, äåéñòâóþùèé íà ýëåêòðîí, ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà: � 1 2 ^{00} � ˘^2Kjj^2 = E: (6.60)

Èùåì ñîëèòîííîå ðåøåíèå â âèäå (x) = A ch Bx

: (6.61)

Íàõîäèì B^2 = ˘^2A^2=K; E = �B^2=2. Íåäîñòàþùóþ ñâßçü A è B ïîëóœàåì èç óñëîâèß íîðìèðîâêè: 1∫ �1 ^2(x)dx = 2A 2 B = 1: (6.62)

Ýòî äàåò ýíåðãèþ ñâßçè E_0 = �(˘^2=K)^2=8 è ðàçìåð ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîßíèß B^{�1} = 2K=˘^2.

Íàéäåì ýíåðãèþ äåôîðìàöèè

E_{óïð} = K 2 ∫ w^2(x)dx =˘ 2 2K ∫ ^4(x)dx = g 4 12K^2

: (6.63)

Ïîëíàß ýíåðãèß îòðèöàòåëüíà:

E_{ïîëí} = E_0 + E_{óïð} = ı 1 12 � 1 8 ȷ ˘4 K^2 = � ˘^4 24K^2

¡ 0 (6.64)

è ïîýòîìó îáðàçîâàíèå ëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîßíèß âûãîäíî ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ˘.

Ïðè D ¿ 1 âñå íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ðåøèòü çàäàœó òîœíî óæå íåëüçß, íî êàœåñòâåííîå ïîâåäåíèå ìîæíî ïîëóœèòü èç ¿ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè£. Ðàññìîòðèì ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîßíèå ýëåêòðîíà, ñîñðåäîòîœåííîå â îáëàñòè ïîðßäêà a:

(r) ß a^{�D=2}f(r=a); (6.65) ãäå f(r) — ôóíêöèß òèïà êîëîêîëà ðàçìåðà ïîðßäêà åäèíèöû. Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî ïîëóœèòü âàðèàöèîííûì èëè êàêèì-ëèáî åùå œèñëåííûì ìåòîäîì. Òîœíûé âèä f(r) íàì íå ïîòðåáóåòñß, íî ìîæíî èìåòü â âèäó, íàïðèìåð, ôóíêöèþ âèäà f(r) = e^{�r2} . Íàéäåì çàâèñèìîñòü êèíåòèœåñêîé è óïðóãîé ýíåðãèè îò a:

E_{êèí} = c^1 a^2

; E_{óïð} = � c^2˘ 2 Ka^D

; (6.66)

ãäå c_{1;2} — ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû ïîðßäêà åäèíèöû. Äëß îòâåòà íà âîïðîñ î ëîêàëèçàöèè ñëåäóåò íàéòè a, ìèíèìèçèðóþùåå ýíåðãèþ

E_{ïîëí} = c^1

a^2

� c^2˘ 2 Ka^D

; (6.67) èìåß â âèäó, œòî ýòî âûðàæåíèå ïðèìåíèìî òîëüêî ïðè a, áîëüøåì ïîñòîßííîé ðåøåòêè a_0. Âèäèì, œòî èìååòñß êðèòèœåñêîå çíàœåíèå ˘_c ß Ka^{D�2}_0 , òàêîå, œòî ïðè ˘ ¡ ˘_c ëîêàëèçîâàííîå ñîñòîßíèå íåâûãîäíî, à ïðè ˘ ¿ ˘_c îíî îáðàçóåòñß, ïðèœåì ñðàçó ñæèìàåòñß äî ðàçìåðà ïîðßäêà ïîñòîßííîé ðåøåòêè.

33б. Œòîáû îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíóþ ìàññó ïîëßðîíà, íàéäåì ýíåðãèþ ïîëßðîíà, äâèæóùåãîñß ñ ïîñòîßííîé ñêîðîñòüþ v. Äâèæåíèå ïîëßðîíà óäîáíî ðàññìîòðåòü â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñœåòà. Äëß âîëíîâîé ôóíêöèè ýëåêòðîíà ïðåîáðàçîâàíèå Ãàëèëåß äàåò

(r; t) = e(r^0; t) exp ˇ i ℏ ` mvr^0 + mv 2 2 t ´˘ ; (6.68)

ãäå r^0 = r � vt — êîîðäèíàòà â äâèæóùåéñß ñèñòåìå îòñœåòà (ñì. çàäàœó ê § 17 [2]). Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ìåíßåò òîëüêî ôàçó (r; t), íî íå jj, âçàèìîäåéñòâèå ñ ðåøåòêîé ˘w(r)j(r)j^2 â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñœåòà ñîõðàíßåò ñâîé âèä, à èç êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà âûœèòàåòñß mv^2=2.

Âëèßíèå äâèæåíèß íà ýíåðãèþ ðåøåòêè îêàçûâàåòñß áîëåå ñóùåñòâåííûì. Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå â äâèæóùóþñß ñèñòåìó îòñœåòà âðåìåííàß ïðîèçâîäíàß îêàçûâàåòñß ñâßçàííîé ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé (@_t = @_t0 + vr_r0 ), ñêîðîñòü ñìåùåíèß ñðåäû â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñœåòà åñòü u̇ = (vr)u. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíîñòü êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû ðàâíà æ((vr)u)^2=2. Óïðóãàß æå ýíåðãèß çàâèñèò îò äåôîðìàöèè w = ru, è ïîýòîìó íå ìåíßåòñß ïðè äâèæåíèè. Ôèçèœåñêàß ïðèœèíà îòëèœèß êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè îò íóëß â òîì, œòî ëîêàëèçîâàííàß äåôîðìàöèß, äâèæóùàßñß ñ ïîñòîßííîé ñêîðîñòüþ, ðàñêàœèâàåò àòîìû ðåøåòêè.

Â ðàçìåðíîñòè D = 1 ïîëóœàåòñß ïëîòíîñòü êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè æv^2w^2=2, ñîâïàäàþùàß ïî ôîðìå ñ ïëîòíîñòüþ óïðóãîé ýíåðãèè Kw^2=2. Ïîýòîìó â äàííîì ñëóœàå óðàâíåíèå äëß e áóäåò èìåòü âèä (6.60) ñ òîœíîñòüþ äî çàìåíû: E �! E � mv^2=2 è K �! K + æv^2. Èñïîëüçóß ðåçóëüòàò (6.64) äëß ýíåðãèè ñâßçè íåïîäâèæíîãî ïîëßðîíà, ïîëóœàåì èçìåíåíèå ýíåðãèè âñëåäñòâèå äâèæåíèß:

�E(v) = mv 2 2 +˘ 4 24K^2 �˘ 4 24(K + æv^2)^2

: (6.69)

Ðàñêëàäûâàß âûðàæåíèå (6.69) ïðè ìàëîì v, ïîëóœàåì ìàññó ïîëßðîíà

m_� = m +˘ 4æ 6K^3

: (6.70)

Êàê âèäíî èç çàâèñèìîñòè (6.69), ïðèáëèæåíèå ýôôåêòèâíîé ìàññû (6.70) ïðèìåíèìî ïðè ñêîðîñòè äâèæåíèß ïîëßðîíà ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè çâóêà, v ø c.

Â ðàçìåðíîñòè D ¿ 1, êàê óæå îòìåœàëîñü, çàäàœà îá îòûñêàíèè ìèíèìóìà ýíåðãèè (6.13) è âîëíîâîé ôóíêöèè àâòîëîêàëèçîâàííîãî ñîñòîßíèß ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî œèñëåííî. Èçìåíåíèå ýíåðãèè ïîëßðîíà â ðåçóëüòàòå åãî äâèæåíèß ðàññìàòðèâàåòñß ïðè D ¿ 1 àíàëîãèœíî îäíîìåðíîìó ñëóœàþ. Äëß ìàññû ïîëßðîíà ïðè ýòîì ïîëóœàåòñß ôîðìóëà âèäà (6.70), â êîòîðîé êîýôôèöèåíò 1=6 çàìåíßåòñß íà äðóãîå œèñëî, çàâèñßùåå îò ðàçìåðíîñòè D è äåòàëåé âçàèìîäåéñòâèß íà ìàëûõ ðàññòîßíèßõ.

Îòìåòèì, œòî ìàññà ïîëßðîíà (6.70) ìîæåò íàìíîãî ïðåâîñõîäèòü ìàññó ýëåêòðîíà. Íàïðèìåð â ñëóœàå, êîãäà ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå íå èìååò íèêàêîé ñïåöèôèœåñêîé ìàëîñòè, â àòîìíûõ åäèíèöàõ ˘ ¸ 1, K ¸ 1, à æ ß M=m, ãäå M — õàðàêòåðíàß ìàññà èîíà ðåøåòêè. Ïðè ýòîì m_� ß M. Ðàçóìååòñß â ðåàëüíûõ ïîëóïðîâîäíèêàõ ìàññà ïîëßðîíà îáûœíî íå äîñòèãàåò ìàññû èîíà, ïîñêîëüêó êîíñòàíòà ñâßçè ˘, êàê ïðàâèëî, íå ïðåâîñõîäèò 1=10, à ïîïðàâêà ê ìàññå â (6.70) ïðîïîðöèîíàëüíà ˘^4.

Ñðàâíèì ïåðåíîðìèðîâêó ìàññû ïîëßðîíà ñèëüíîé ñâßçè (6.70) ñ ðåçóëüòàòîì m_�=m = 1 + (4=3ß^2)g^2m^2c ln(k_D=mc) äëß ïîëßðîíà ñëàáîé ñâßçè, ïîëóœåííûì â çàäàœå 16 (ñì. âûðàæåíèå (4.45)). Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, œòî êîíñòàíòà ñâßçè ˘ â ãàìèëüòîíèàíå ñèëüíîé ñâßçè (6.13) ñâßçàíà ñ êîíñòàíòîé ñâßçè g â ãàìèëüòîíèàíå Ôðĳëèõà (6.6) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ˘ = gK^{1=2}. Ïîýòîìó ðåçóëüòàò (6.70) ìîæíî çàïèñàòü â àòîìíûõ åäèíèöàõ êàê m_�=m = 1 + (g^2=c)^2=6. Ñðàâíèâàß ýòè äâà âûðàæåíèß äëß ýôôåêòèâíîé ìàññû, âèäèì, œòî ïåðåõîä èç ðåæèìà ñëàáîé ñâßçè â ðåæèì ñèëüíîé ñâßçè ïðîèñõîäèò ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé âåëèœèíå êîíñòàíòû g ø 1.

6.4. Эффект Пайерлса. Теория среднего поля

Ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå â ìåòàëëå ìîæåò ïðèâîäèòü ê äâóì ðàçëèœíûì, õîòß â œåì-òî è ðîäñòâåííûì, íåóñòîéœèâîñòßì: ïàéåðëñîâñêîé, ïåðåâîäßùåé ìåòàëë â äèýëåêòðèœåñêîå ñîñòîßíèå, è êóïåðîâñêîé, äåëàþùåé ìåòàëë ñâåðõïðîâîäíèêîì (ñì. ãë. 10). Ýôôåêòîì Ïàéåðëñà (ñì. çàäàœó 32) íàçûâàåòñß íåóñòîéœèâîñòü îäíîìåðíîé ýëåêòðîí-ôîíîííîé ñèñòåìû, ïðèâîäßùàß ê îáðàçîâàíèþ ìîäóëßöèè ñìåùåíèß ðåøåòêè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k = 2p_0 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäó â ïðîñòðàíñòâå, ðàâíîìó ñðåäíåìó ðàññòîßíèþ ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñ îäíîé ïðîåêöèåé ñïèíà). Èç-çà ðàññåßíèß ýëåêòðîíîâ íà ïåðèîäèœåñêîì äåôîðìàöèîííîì ïîòåíöèàëå ñ k = 2p_0 â îêðåñòíîñòè óðîâíß Ôåðìè â ñïåêòðå ýëåêòðîíîâ îòêðûâàåòñß ùåëü, âåëèœèíà êîòîðîé ïðîïîðöèîíàëüíà àìïëèòóäå ìîäóëßöèè. Ýíåðãèß çàïîëíåííûõ ñîñòîßíèé, íàõîäßùèõñß ïîä ùåëüþ, ïîíèæàåòñß íà âåëèœèíó áî́ëüøóþ, œåì çàòðàœåííàß ñèñòåìîé ïðè âîçíèêíîâåíèè ìîäóëßöèè óïðóãàß ýíåðãèß. Òàêîé áàëàíñ ýíåðãèè äåëàåò ïàéåðëñîâñêîå ñîñòîßíèå áîëåå âûãîäíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ìåòàëëèœåñêèì ñîñòîßíèåì. Ïàéåðëñîâñêîå ñîñòîßíèå ßâëßåòñß äèýëåêòðèêîì, ïîñêîëüêó â íåì îòñóòñòâóþò ýëåêòðîííûå âîçáóæäåíèß ñ ýíåðãèßìè, ìåíüøèìè âåëèœèíû ùåëè â ñïåêòðå. Ïàéåðëñîâñêàß íåóñòîéœèâîñòü íàèáîëåå ßðêî âûðàæåíà â îäíîìåðíîé ñèñòåìå, íî âñòðåœàåòñß òàêæå è â ðåàëüíûõ òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ, ñòðóêòóðà êîòîðûõ â òîì èëè èíîì ñìûñëå ¿êâàçèîäíîìåðíà£.

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà — èçëîæèòü ïðîñòóþ òåîðèþ, ïîçâîëßþùóþ îáîñíîâàòü îïèñàííóþ êàðòèíó è âûßñíèòü íåêîòîðûå èíòåðåñíûå äåòàëè óñòðîéñòâà ïàéåðëñîâñêîãî ñîñòîßíèß. Ìû îãðàíèœèìñß çäåñü ñëóœàåì íóëåâîé òåìïåðàòóðû (íåêîòîðûå âîïðîñû òåðìîäèíàìèêè ïåðåõîäà Ïàéåðëñà ðàññìîòðåíû â çàäàœå 39). Ïî õàðàêòåðó ïðèìåíßåìîãî ïðèáëèæåíèß èñïîëüçîâàííûé íèæå ìåòîä ßâëßåòñß òàê íàçûâàåìîé òåîðèåé ñðåäíåãî ïîëß, ïîñêîëüêó ìîäóëßöèß ðåøåòêè, íà ôîíå êîòîðîé äâèãàþòñß ýëåêòðîíû è ôîíîíû, ðàññìàòðèâàåòñß â ýòîé òåîðèè êàê ñòàòèœåñêàß. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñß, œòî äåéñòâóþùèé íà ýëåêòðîíû äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë ôëóêòóèðóåò îòíîñèòåëüíî ñëàáî. Òàêîå ïðèáëèæåíèå ïîçâîëßåò íàéòè ãðèíîâñêèå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ è îïðåäåëèòü, êàê èõ çàêîí äèñïåðñèè ìåíßåòñß ïðè ïåðåõîäå â ïàéåðëñîâñêîå ñîñòîßíèå.

Íàœíåì ñ òîãî, œòî ßâíî âûäåëèì îáëàñòü èìïóëüñîâ âáëèçè ïîâåðõíîñòè Ôåðìè. Çàïèøåì äëß ýòîãî -îïåðàòîð â âèäå ñóììû âêëàäîâ œàñòèö ñ ýíåðãèßìè âáëèçè E_F , äâèæóùèõñß íàïðàâî è íàëåâî:

(x) = _1(x) e^{ip0x} + _2(x) e^{�ip0x}; (6.71)

ãäå _i(x), i = 1; 2, ïðåäïîëàãàþòñß ìåäëåííûìè ôóíêöèßìè x. Ïîñëå ýòîãî ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ ïðèíèìàåò âèä

H_0 = ∫ ^+(x) ` � r 2 2m � E_F ´ (x)dx ß

ß �iv_F ∫ ı ^+_1 (x) @^1 @x � ^+_2 (x) @^2 @x ȷ dx: (6.72)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, œòî â ñèñòåìå âîçíèêëà ñòàòèœåñêàß ìîäóëßöèß ñìåùåíèß ðåøåòêè u(x) = u_0 cos(2p_0x + ’). Ïðè ýòîì íà ýëåêòðîíû äåéñòâóåò äåôîðìàöèîííûé ïîòåíöèàë U(x) = g@u=@x. Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ãàìèëüòîíèàí åñòü

bH_{int} = ∫ U(x) ^+(x)(x) dx ß � ∫ � ^+_1 (x)_2(x) + h:c: � dx; (6.73)

ãäå � = gu_0p_0e^{i’}. Íàì áóäåò óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñß ìàòðèœíîé ôîðìîé çàïèñè. Áóäåì ñœèòàòü äâóõêîìïîíåíòíûì âåêòîðîì (åãî êîìïîíåíòû — _1 è _2). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû, äåéñòâóþùåé íà ýòîò âåêòîð:

bH = ` v_F bk � �^� �v_F bk ´ : (6.74)

Çäåñü bk = �i@=@x. Ïåðåéäß ê èìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåíèþ, íåòðóäíî íàéòè ñîáñòâåííûå çíàœåíèß è ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà (6.74):

”_�(k) = � q v^2_F k^2 + �^2 ; j�; ki = ` u_� �v_� ´ ; (6.75) ãäå u^2_� = 1 2 0 @1 � v^F k q v^2_F k^2 + �^2 1 A ; v^2_� = 1 2 0 @1 � v^F k q v^2_F k^2 + �^2 1 A : (6.76)

Òàêèì îáðàçîì, íàø âûâîä î òîì, œòî â ñïåêòðå âîçáóæäåíèé îòêðûâàåòñß ùåëü, îêàçûâàåòñß ñïðàâåäëèâûì, ïðèœåì âåëèœèíà ùåëè åñòü 2j�j.

Èñïîëüçóß íàéäåííûå ñîáñòâåííûå ñîñòîßíèß è èõ ýíåðãèè (6.75), íàéäåì èçìåíåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, âûçâàííîå ¿âíåøíèì£ äåôîðìàöèîííûì ïîòåíöèàëîì U(x). Âñå ýëåêòðîííûå ñîñòîßíèß (6.75) ñ ” ¿ 0 ïðè T = 0 áóäóò ïóñòûìè, à ñîñòîßíèß ñ ” ¡ 0 — çàíßòûìè. Ïîýòîìó ýíåðãèß ñèñòåìû ðàâíà

E_{ýë} = �2 P k q v^2_F k^2 + j�j^2 (6.77)

(ìíîæèòåëü 2 óœèòûâàåò ñïèíîâîå âûðîæäåíèå). Ýòà ñóììà ðàñõîäèòñß ñòåïåííûì îáðàçîì ïðè k ! �1 áëàãîäàðß ýëåêòðîííûì ñîñòîßíèßì, ðàñïîëîæåííûì ãëóáîêî ïîä óðîâíåì Ôåðìè. Îäíàêî ïîñêîëüêó ýíåðãèß ýòèõ ñîñòîßíèé ïîœòè íå ìåíßåòñß ïðè âêëþœåíèè ïîòåíöèàëà U(x), îíè äàþò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé âêëàä â èçìåíåíèå ýíåðãèè

ffiE_{ýë} = E_{ýë}(�) � E_{ýë}(� = 0) = �2 P k `q v^2_F k^2 + j�j^2 � v_F jkj ´ : (6.78)

Ýòî âûðàæåíèå âñå åùå ðàñõîäèòñß ïðè áîëüøèõ k, íî óæå ëèøü ëîãàðèôìèœåñêè. Îáðåçàß ýòó ðàñõîäèìîñòü ïðè k ß �p_0, ïîëóœàåì

ffiE_{ýë} = � Lj�j 2 ßvF ` ln 2”^� j�j � 1 2 ´ ; (6.79)

ãäå ”_� = v_F p_0, à L — ðàçìåð ñèñòåìû. Íàøå âûœèñèëåíèå ffiE_{ýë} êîððåêòíî, ïîñêîëüêó j�j ø ”_F .

Œòîáû îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ âåëèœèíó ýíåðãåòèœåñêîé ùåëè �, íàéäåì èçìåíåíèå ýíåðãèè ðåøåòêè ïðè âîçíèêíîâåíèè ìîäóëßöèè:

ffiE_{ðåø} = æc 2 2 ∫ ı @u @x ȷ_2 dx = æc^2p^2_0u^2_0L = Lj�j 2 g^2

: (6.80)

Âèäíî, œòî ïðè ñàìûõ ìàëûõ j�j îòðèöàòåëüíîå èçìåíåíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ (6.79) ïðåîáëàäàåò. Âåëèœèíà � îïðåäåëßåòñß èç óñëîâèß ìèíèìèçàöèè ïîëíîé ýíåðãèè ffiE_{ýë} + ffiE_{ðåø} êàê ôóíêöèè �, œòî äàåò

�_0 = ”_� exp � �ß v_F =g^2 � : (6.81)

Âåëèœèíà �_0 îïðåäåëßåò õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ýíåðãèé, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ýôôåêò Ïàéåðëñà. Êàê âèäíî èç (6.75), èìåííî ïðè ýíåðãèßõ ” ß �_0 ïðîèñõîäßò èçìåíåíèß â ñïåêòðå ýëåêòðîíîâ. Âåëèœèíà �_0 òàêæå îïðåäåëßåò òåìïåðàòóðó T_c ß �_0, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä â ïàéåðëñîâñêîå ñîñòîßíèå (ñì. çàäàœó 39). Â ðåàëüíûõ ìàòåðèàëàõ òåìïåðàòóðà T_c ìîæåò ñîñòàâëßòü îò íåñêîëüêèõ åäèíèö äî ñîòåí ãðàäóñîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèè Ãðèíà ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ. Áëàãîäàðß íàëèœèþ ïðàâûõ è ëåâûõ ñîñòîßíèé, äëß îïèñàíèß ýëåêòðîíîâ, ðàññåèâàþùèõñß íà ìîäóëßöèè ñ k = 2p_0, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü œåòûðå ôóíêöèè:

G_{11}(x; x^0) = �i hT _1(x)^+_1 (x^0)i ; G_{22}(x; x^0) = �i hT _2(x)^+_2 (x^0)i;

G_{12}(x; x^0) = �i hT _1(x)^+_2 (x^0)i ; G_{21}(x; x^0) = �i hT _2(x)^+_1 (x^0)i:

Ôóíêöèè G_{ij} (x; x^0) ìîæíî âûœèñëèòü, îáðàòèâ ìàòðèöó ” � bH: ` G_{11} G_{12} G_{21} G_{22} ´ ”;k = ı ” � bH ȷ_{�1} = = 1 ”^2 � v^2_F k^2 � j�j^2 + i0 ` ” + v_F k � �^+ ” � v_F k ´ : (6.82)

Ïîëþñû ýëåêòðîííûõ ôóíêöèé Ãðèíà (6.82) äàþò çàêîí äèñïåðñèè êâà-

çèœàñòèö ”(k) = � � k^2v^2_F + �^2

�_{1=2} , â òîœíîñòè ñîâïàäàþùèé ñ (6.75).

Íàëèœèå ùåëè â ñïåêòðå ïîäòâåðæäàåò íàø âûâîä î äèýëåêòðèœåñêîì õàðàêòåðå îñíîâíîãî ñîòîßíèß.

Ïåðåä òåì, êàê èññëåäîâàòü ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ, îòìåòèì íåêîòîðûå êàœåñòâåííûå œåðòû ïàéåðëñîâñêîãî ñîñòîßíèß. Ïðè âîçíèêíîâåíèè âîëíû çàðßäîâîé ïëîòíîñòè â ñèñòåìå ñïîíòàííî íàðóøàåòñß òðàíñëßöèîííàß ñèììåòðèß äâèæåíèß ýëåêòðîíîâ îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè (âîçíèêàþùàß ìîäóëßöèß ðåøåòêè ïîíèæàåò ñèììåòðèþ îñíîâíîãî ñîñòîßíèß). Ïðè ýòîì, îäíàêî, èñõîäíûé ìèêðîñêîïèœåñêèé ãàìèëüòîíèàí ñâîåé ñèììåòðèè íå òåðßåò. Ïîýòîìó â ñèñòåìå äîëæíà ïîßâèòüñß ìßãêàß âåòâü ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ïîäîáíàß àêóñòèœåñêèì ôîíîíàì^4) , œàñòîòà êîòîðîé îáðàùàåòñß â íóëü ïðè k = 0.

Â äàííîì ñëóœàå ìßãêàß ìîäà âîçíèêàåò áëàãîäàðß òîìó, œòî ýíåðãèß ñèñòåìû íèêàê íå çàâèñèò îò ôàçû âîëíû çàðßäîâîé ïëîòíîñòè ’, åñëè ïîñëåäíßß ïîñòîßííà. Åñëè æå ’ ìåäëåííî èçìåíßåòñß â ïðîñòðàíñòâå, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, œòî âîëíîâîé âåêòîð k(x) îòêëîíßåòñß îò

4) Œèòàòåëü, çíàêîìûé ñ òåîðåìîé Ãîëäñòîóíà, çíàåò, œòî â ýòîì ïðîßâëßåòñß îáùèé ïðèíöèï, òðåáóþùèé ïîßâëåíèß ìßãêîé ãîëäñòîóíîâñêîé ìîäû ïðè íàðóøåíèè íåïðåðûâíîé ñèììåòðèè â îñíîâíîì ñîñòîßíèè ñèñòåìû.

5 Ë. Ñ. Ëåâèòîâ, À. Â. Øèòîâ

2p_0 íà @’=@x. Ìîäóëßöèß ñ âîëíîâûì âåêòîðîì, îòêëîíßþùèìñß îò îïòèìàëüíîãî çíàœåíèß k = 2p_0, ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó óâåëèœåíèþ ýíåðãèè ñèñòåìû. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé âèäíî, œòî òîëüêî èçìåíåíèå ôàçû ìîäóëßöèè ’(x; t) â ïðîñòðàíñòâå (èëè âî âðåìåíè) ìîæåò ïðèâåñòè ê ñîñòîßíèþ ñ áî́ëüøåé ýíåðãèåé. Òàêèì îáðàçîì, ôàçà ’(x; t) è åñòü ïåðåìåííàß, îïèñûâàþùàß â äàííîì ñëóœàå ìßãêóþ ìîäó, œàñòî ïîýòîìó íàçûâàåìóþ ¿ôàçîííîé ìîäîé£. Êàê ìû óâèäèì íèæå, èç-çà âçàèìîäåéñòâèß ñ ýëåêòðîíàìè ôàçîííàß ìîäà ïðèîáðåòàåò ñêîðîñòü v_F Æ c. Êðîìå ôàçîííîé ìîäû, â ñèñòåìå åñòü òàêæå äðóãàß ìîäà, ñâßçàííàß ñ îòêëîíåíèåì j�j îò �_0 (òàê íàçûâàåìûé ¿àìïëèòóäîí£). Ïîñêîëüêó ýíåðãèß ñèñòåìû ßâíî çàâèñèò îò j�j, ìîäà êîëåáàíèé àìïëèòóäû � íå ßâëßåòñß ìßãêîé: ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçáóæäåíèé îòäåëåí îò ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß ùåëüþ êîíåœíîé âåëèœèíû.

Èìåß â âèäó âûøåñêàçàííîå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ D(!; k). Óðàâíåíèå Äàéñîíà â ýòîì ñëóœàå èìååò âèä

D^{�1}(!; k) = D^{�1}_0 (!; k) � g^2�(!; k); D_0(!; k) = ! 2 0 (k) !^2 � !^2_0 (k)

; (6.83)

ãäå !_0(k) = cjkj. Ïðè èíòåðåñóþùèõ íàñ k ß 2p_0 ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(!; k) èìååò íåòðèâèàëüíóþ çàâèñèìîñòü îò ffik = k � 2p_0. Â ýòîé îáëàñòè îí âûðàæàåòñß œåðåç ìàòðèœíûå ôóíêöèè Ãðèíà (6.82) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�(!; k) = �i ∫∫ Tr (œ_xG(”_+; q_+)œ_xG(”_�; q_�)) d” dq (2ß)^2

; (6.84)

ãäå ”_� = ” � 1 2 !, q_� = q � 1 2 ffik, à ìàòðèöà Ïàóëè œ_x è ñëåä Tr : : :

îïðåäåëåíû â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðàâûõ è ëåâûõ ñîñòîßíèé ýëåêòðîíîâ, â ñîîòâåòñòâèè ñ (6.82). Èñïîëüçóß âûðàæåíèß (6.82) äëß ìàòðèœíûõ ôóíêöèé Ãðèíà, ïîëóœàåì

�(!; k) = �i ∫∫ (”+ � vF q+)(”� + vF q�) + �^2 (”^2_+ � v^2_F q^2_+ � �^2 + i0)(”^2_� � v^2_F q^2_� � �^2 + i0) d” dq (2ß)^2 ; (6.85)

Ðàññìîòðèì ñíàœàëà ñëóœàé ! = 0, ffik = 0 (ò. å. k = 2p_0). Âûðàæåíèå (6.85) ïðè ýòîì äàåò

�_0 ȷ �(! = 0; k = 2p_0) = � i vF ∫∫ ”^2 � eq^2 + �^2 (”^2 � eq^2 � �^2 + i0)^2 d” deq (2ß)^2

; (6.86)

ãäå eq = v_F q. Âûœèñëèòü èíòåãðàë â (6.86) ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåéäåì îò âåùåñòâåííîé œàñòîòû ê ìíèìîé ïî ôîðìóëå ” �! i”. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè, êàê íåòðóäíî âèäåòü, íàïðàâëåíèß îáõîäà ïîëþñîâ â âûðàæåíèè (6.86) îñòàþòñß ïðåæíèìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì èíòåãðàë îò ôóíêöèè, îáëàäàþùåé êðóãîâîé ñèììåòðèåé:

�_0 = 1 vF ∫∫ �”^2 � eq^2 + �^2 (”^2 + eq^2 + �^2 + i0)^2 d” deq (2ß)^2 =

= 1 2ßvF

”_0∫

0 �r^2 + �^2 (r^2 + �^2)^2 rdr = � 1

2ßvF ln ”^0 e� ; (6.87)

ãäå e = 2; 7182 : : : , r = (”^2 + eq^2)^{1=2}, à çíàœåíèå ýíåðãèè ”_0, íà êîòîðîé îáðåçàí ëîãàðèôìèœåñêè ðàñõîäßùèéñß èíòåãðàë, âûáðàíî ïîðßäêà E_F .

Œàñòîòà ôîíîíîâ ñ k = 2p_0, ñîãëàñíî ðàññóæäåíèßì î ìßãêîé ìîäå, äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî èìåííî òàê è ïîëóœàåòñß, åñëè çàïèñàòü çàêîí äèñïåðñèè D^{�1}(!; k)_{k=2p0} = 0 ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß Äàéñîíà (6.83): ` !^2 !^2_0 (k)

� 1 � g^2�(!; k) ´ k=2p_0

= 0: (6.88)

Óñëîâèå òîãî, œòî äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ! = 0, èìååò âèä 1 + g^2�_0 = 0, œòî, ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó (6.87), ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ (6.81) òåîðèè ñðåäíåãî ïîëß, îïðåäåëßþùåìó âåëèœèíó ùåëè �.

Ñ ïîìîùüþ èçëîæåííîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(!; k) ïðè ïðîèçâîëüíûõ ! è k. Äëß ýòîãî ïåðåéäåì ê ìíèìûì œàñòîòàì ” �! i”, ! �! i! íåïîñðåäñòâåííî â âûðàæåíèè (6.85). Ïðè ýòîì ïîëóœàåì

�(w; w^�) = 1 2ivF ∫∫ �z^�_+z� + �^2 (z^�_+z+ + �^2)(z^�_�z� + �^2) dz^�dz (2ß)^2

; z_� = z � w=2;

(6.89)

ãäå z = v_F q + i”, w = v_F ffik + i!. Â ñèëó êðóãîâîé ñèììåòðèè èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, âûðàæåíèå (6.89) çàâèñèò òîëüêî îò àáñîëþòíîé âåëèœèíû êîìïëåêñíîãî w, ïðèœåì �(w = 0) = �_0. Ïðè ìàëûõ w âûðàæåíèå (6.89) ïðèíèìàåò âèä

�(w; w^�) = �_0 + ff g 2 vF w^�w �^2

; jwj ø �; (6.90)

ãäå ff ¿ 0 — êîíñòàíòà ïîðßäêà åäèíèöû. Èíòåãðàë â (6.89) íåòðóäíî âûœèñëèòü òîœíî, åñëè ñíàœàëà ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî óãëó arg(z), à çàòåì — ïî jzj. Îäíàêî äëß àíàëèçà çàêîíà äèñïåðñèè ïðè k ß 2p_0 íàì áóäåò âïîëíå äîñòàòîœíî ðàçëîæåíèß (6.90).

Çàêîí äèñïåðñèè D^{�1}(!; k) = 0, ñ óœåòîì óðàâíåíèß Äàéñîíà (6.83), â êîòîðîì ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð èìååò âèä (6.90), äàåò

!^2 !^2_0 (k)_{k=2p0}

� ff g 2 vF w^�w �^2

= 0 (6.91)

5*

(ìû óœëè, œòî 1 + g^2�_0 = 0). Ïåðåõîäß â âûðàæåíèè (6.91) îò ìíèìîé œàñòîòû îáðàòíî ê âåùåñòâåííîé, ! �! !=i, ïîëóœàåì ëèíåéíûé çàêîí äèñïåðñèè âáëèçè k ß 2p_0: ` �^2 !^2_0 (k)_{k=2p0}

+ ff g 2 vF ´ !^2 = ff g 2 vF v^2_F ffik^2: (6.92)

Ïðè ìàëîé êîíñòàíòå ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß g âåëèœèíà � ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà, è ïîýòîìó ôàçîâàß ñêîðîñòü v_� = d!=dk áëèçêà ê v_F . Êàœåñòâåííûé âèä çàêîíà äèñïåðñèè ôîíîíîâ, ïîëóœàþùåãîñß â èçëîæåííîé òåîðèè ñðåäíåãî ïîëß, èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.6. Èñõîäíûé ëèíåéíûé ôîíîííûé ñïåêòð è ëèíåàðèçîâàííûé çàêîí äèñïåðñèè (6.91) â îêðåñòíîñòè k = 2p_0 ïîêàçàíû øòðèõîâîé ëèíèåé.

Ðàçâèòûé âûøå àïïàðàò âî ìíîãîì àíàëîãèœåí òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè (ñì. ï. 10.2.2.). Îñíîâíîå ôîðìàëüíîå îòëèœèå ñîñòîèò â òîì, œòî â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè ðàññìàòðèâàþòñß ïðîöåññû ðàññåßíèß

Ðèñ. 6.6 ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè, à â äàííîé çàäàœå — ïðîöåññû ïåðåáðîñà ýëåêòðîíîâ ñ îäíîé ñòîðîíû ôåðìè-ïîâåðõíîñòè íà äðóãóþ (èëè, œòî òî æå ñàìîå, ðàññåßíèå ýëåêòðîíîâ è äûðîê, äâèãàþùèõñß â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû). Ïîýòîìó, êàê èíîãäà ãîâîðßò, â ïàéåðëñîâñêîì äèýëåêòðèêå èìååò ìåñòî ñïàðèâàíèå ýëåêòðîíîâ è äûðîê ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè.

Âàæíîå îòëèœèå îò ñâåðõïðîâîäèìîñòè çàêëþœàåòñß îäíàêî â òîì, íàñêîëüêî òåîðèß ñðåäíåãî ïîëß, ïðåíåáðåãàþùàß ôëóêòóàöèßìè �, ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîìó ïîëîæåíèþ âåùåé. Îêàçûâàåòñß, œòî â ñâåðõïðîâîäíèêàõ ôëóêòóàöèßìè ìîæíî ïðåíåáðåœü èç-çà ìàëîñòè òåìïåðàòóðû ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ E_F (ýòà ìàëîñòü ñâßçàíà ñ òåì, œòî òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäßùåãî ïåðåõîäà ïðîïîðöèîíàëüíà !_D). Â ñëóœàå æå ñ ýôôåêòîì Ïàéåðëñà âñå íå ñòîëü ïðîñòî. Âî-ïåðâûõ, òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà Ïàéåðëñà, êàê ïðàâèëî, âûøå, œåì â ñâåðõïðîâîäíèêàõ, è ïîýòîìó ôëóêòóàöèè ñèëüíåå. Âî-âòîðûõ, äîïîëíèòåëüíîå óñèëåíèå ôëóêòóàöèé ïðîèñõîäèò èç-çà êâàçèîäíîìåðíîñòè. Êîíåœíî, ðåàëüíûå êðèñòàëëû âñå-òàêè òðåõìåðíû, è ïîýòîìó ôëóêòóàöèè íå ðàçðóøàþò äàëüíèé ïîðßäîê ïîëíîñòüþ, êàê ýòî äîëæíî áûëî áû ñëóœèòüñß â œèñòî îäíîìåðíîì ñëóœàå. Ñîîòâåòñòâóþùèå ýôôåêòû òðåõìåðíîñòè îáûœíî ìàëû, îäíàêî ñîâñåì ïðåíåáðåœü èìè íåëüçß — îíè îòâåœàþò çà ïîääåðæàíèå äàëüíåãî ïîðßäêà. Âñëåäñòâèå âñåãî ýòîãî èíòåðâàë òåìïåðàòóð âáëèçè T = T_c, â êîòîðîì ýôôåêòû ôëóêòóàöèé ñóùåñòâåííû, îáûœíî îêàçûâàåòñß äîâîëüíî áîëüøèì.

Îòìåòèì òàêæå, œòî îäíîìåðíîñòü èãðàåò â ýôôåêòå Ïàéåðëñà ñóùåñòâåííóþ ðîëü. Ìîæíî ïðîâåðèòü, œòî â ðàçìåðíîñòßõ áîëüøå åäèíèöû ñèíãóëßðíîñòü ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà ïðè k = 2p_0 (òàê íàçûâàåìàß êîíîâñêàß îñîáåííîñòü) îêàçûâàåòñß áîëåå ñëàáîé è íå ïðèâîäèò ê íåóñòîéœèâîñòè.

Íåñìîòðß íà îäíîìåðíîñòü, ýôôåêò Ïàéåðëñà — œàñòî âñòðåœàþùååñß ßâëåíèå. Ñóùåñòâóþò êðèñòàëëû, â êîòîðûõ ìîëåêóëû óïîðßäîœåíû â îäíîìåðíûå öåïîœêè, âäîëü êîòîðûõ ðàñïðîñòðàíßþòñß ýëåêòðîíû. Â òàêèõ êâàçèîäíîìåðíûõ ñðóêòóðàõ ýôôåêò Ïàéåðëñà ïðèâîäèò ê ôàçîâîìó ïåðåõîäó, ïðè êîòîðîì èçìåíßåòñß ïåðèîä ðåøåòêè. Ôèçèêà âîçíèêàþùèõ â òàêèõ ñèñòåìàõ ñîñòîßíèé âåñüìà ðàçíîîáðàçíà è èíòåðåñíà, ïîñêîëüêó ïîìèìî ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß œàñòî îêàçûâàåòñß ñóùåñòâåííûì òàêæå è ýëåêòðîí-ýëåêòðîíííîå âçàèìîäåéñòâèå. Â ðåçóëüòàòå â òàêèõ ñèñòåìàõ ìîãóò âîçíèêàòü íå òîëüêî âîëíû çàðßäîâîé ïëîòíîñòè, ðàññìîòðåííûå âûøå, íî è âîëíû ñïèíîâîé ïëîòíîñòè, à òàêæå ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Êðîìå òîãî, èíîãäà ýôôåêò Ïàéåðëñà ìîæåò ïðîßâëßòüñß â ¿íåäîðàçâèòîì£ âèäå è â òðåõìåðíûõ êðèñòàëëàõ (íàïðèìåð, â âèñìóòå, ôåðìè-ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî èìååò ïëîñêèå îáëàñòè, è âûãëßäèò ñêîðåå êàê ãëàäêî îáñòðóãàííûé áðóñîê, à íå êàê ñôåðà)^5) .

5) Ïîäðîáíåå ñ ôèçèêîé âîëí çàðßäîâîé ïëîòíîñòè ìîæíî îçíàêîìèòüñß ïî îáçîðàì: Ë. Ï. Áóëàåâñêèé// ÓÔÍ. 1975. Ò. 115. Ñ. 261; G. Grüner// Rev. Mod. Phys. 1988. V. 60 (4). P. 1129–1181; è êíèãå: Charge density waves in solids/ Eds. L. P. Gorkov, G. Grüner. North Holland, 1989; ñì. òàêæå îðèãèíàëüíûå ðàáîòû: P. A. Lee, T. M. Rice, P. W. Anderson// Solid State Comm. 1974. V. 14. P. 703; Ñ. À. Áðàçîâñêèé, È. Å. Äçßëîøèíñêèé// ÆÝÒÔ. 1976. Ò. 71. Ñ. 2338.