Г л а в а 9

ЭЛЕКТРОНЫ В СЛУЧАЙНОМ ПОТЕНЦИАЛЕ

9.1. Усреднение функций Грина по беспорядку

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âèä çàäàœ, ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ äèàãðàììíîé òåõíèêè — çàäàœè î íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíàõ, óïðóãî ðàññåèâàþùèõñß íà ïðèìåñßõ. Òðàäèöèîííî òàêèå çàäàœè îïèñûâàþòñß êèíåòèœåñêèì óðàâíåíèåì Áîëüöìàíà äëß ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå n(p; r; t). Êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä â òàê íàçûâàåìîì ø-ïðèáëèæåíèè, ïðåäïîëàãàþùåì èçîòðîïíîå ðàññåßíèå íà ïðèìåñßõ:

(@_t + vr_r + Fr_p) n(p; r; t) = � 1 ø ı n(p; r; t) � n(jpj; r; t) ȷ : (9.1)

Çäåñü F = eE + (e=c)v � B — ñèëà, äåéñòâóþùàß íà ýëåêòðîíû, n(jpj; r; t) — ñðåäíåå îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß ïî íàïðàâëåíèßì èìïóëüñà p, à 1=ø — œàñòîòà ñòîëêíîâåíèé ñ ïðèìåñßìè^1) .

Ïðèìåíåíèå êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß (9.1) â êâàíòîâûõ çàäàœàõ ïîäðàçóìåâàåò êâàçèêëàññèœåñêîå îïèñàíèå, ïîñêîëüêó êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå îïðåäåëßåò ýâîëþöèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß n(p; r; t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå óœèòûâàåò òîëüêî òå êâàíòîâûå ýôôåêòû, êîòîðûå îòíîñßòñß ê ñòàòèñòèêå œàñòèö. Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïîçâîëßåò âûßñíèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß, îáîñíîâàòü ø-ïðèáëèæåíèå, à òàêæå ïðåäñêàçàòü èíòåðåñíûå êâàíòîâûå ýôôåêòû â êèíåòèêå ìåòàëëîâ, êîòîðûå íå îïèñûâàþòñß êèíåòèœåñêèì óðàâíåíèåì.

Ìîäåëü íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ ïðåäñòàâëßþò íå òîëüêî œèñòî ìåòîäèœåñêèé èíòåðåñ. Êàê èçâåñòíî, ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè êâàçèœàñòèö â ôåðìè-æèäêîñòè ðîëü âçàèìîäåéñòâèß ñâîäèòñß, ãëàâíûì îáðàçîì, ê ïåðåîïðåäåëåíèþ ðàçëèœíûõ êîíñòàíò ôåðìè-ãàçà (ñì. ãë. 8). Ïîýòîìó â òåîðèè ýëåêòðîííîãî òðàíñïîðòà â ìåòàëëàõ ïðåíåáðåæåíèå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì, â êàœåñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèß, âïîëíå îïðàâäàíî.

Ðàññìîòðèì, êàê ôîðìóëèðóåòñß äèàãðàììíàß òåõíèêà äëß çàäàœè î ðàññåßíèè íà ïðèìåñßõ. Ââåäåì ïîòåíöèàë ïðèìåñåé â ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîííîãî ãàçà. Â ïðîñòåéøåé ìîäåëè ïîòåíöèàëüíîå ïîëå U(r),

1) Îáîáùåíèå èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé â ïðàâîé œàñòè (9.1) íà ñëóœàé áîëåå îáùåãî íåèçîòðîïíîãî ðàññåßíèß äîñòèãàåòñß ââåäåíèåì ñâîåãî âðåìåíè ðåëàêñàöèè äëß êàæäîé ñôåðèœåñêîé ãàðìîíèêè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß.

9.1 ] Óñðåäíåíèå ôóíêöèé Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó 217

â êîòîðîì äâèæóòñß ýëåêòðîíû, ñîçäàåòñß ðàññåèâàþùèìè öåíòðàìè, ðàñïîëîæåííûìè â òîœêàõ r_i:

bH_{int} = ∫ U(r)^+(r)(r)d^3r; U(r) = P i u(r � r_i): (9.2)

Ïîëîæåíèß ïðèìåñåé r_i áóäåì ñœèòàòü ñëóœàéíûìè, à èõ êîíöåíòðàöèþ n — ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ ýëåêòðîíîâ n_e = 4ß(p_0=2ßℏ)^3=3 (ñëàáûé áåñïîðßäîê). Äëß óïðîùåíèß âûœèñëåíèé ìû ïðèìåì, œòî ïîòåíöèàë ïðèìåñåé êîðîòêîäåéñòâóþùèé, u(r � r_i) = u_0ffi^{(3)}(r � r_i), — èíûìè ñëîâàìè, ïðåíåáðåæåì çàâèñèìîñòüþ àìïëèòóäû ðàññåßíèß îò ýíåðãèè è óãëà ðàññåßíèß. Ïîìèìî ýòîãî ìû áóäåì ñœèòàòü àìïëèòóäó ðàññåèâàþùåãî ïîòåíöèàëà u_0 ìàëîé, œòî ïîçâîëèò ðàññìîòðåòü ðàññåßíèå íà îäíîé ïðèìåñè â ðàìêàõ áîðíîâñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé äëß àìïëèòóäû ðàññåßíèß.

Ðèñ. 9.1

Ôóíêöèß Ãðèíà ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñß â ïîòåíöèàëå (9.2), äàåòñß ñóììîé äèàãðàìì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 9.1. Çäåñü âîëíèñòûå ëèíèß îáîçíàœàþò ïîòåíöèàë ïðèìåñåé U(r) (ñì. ðèñ. 3.1). Ôóíêöèß Ãðèíà â ñëóœàéíîì âíåøíåì ïîëå (9.2), âîîáùå ãîâîðß, íå ßâëßåòñß òðàíñëßöèîííî èíâàðèàíòíîé. Îäíàêî ïðàêòèœåñêèé èíòåðåñ îáûœíî ïðåäñòàâëßþò âåëèœèíû, óñðåäíåííûå ïî ðàñïîëîæåíèþ ïðèìåñåé. Òàêèå âåëèœèíû ßâëßþòñß òðàíñëßöèîííî èíâàðèàíòíûìè.

Âûïîëíèì óñðåäíåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó. Äëß ýòîãî çàìåòèì, œòî ïîòåíöèàë U(r) â (9.2) åñòü ñóììà ïîòåíöèàëîâ îòäåëüíûõ ïðèìåñåé. Ïîýòîìó êàæäîé âåðøèíå íà ðèñ. 9.1 ìîæåò áûòü ïðèïèñàí íîìåð ïðèìåñè, ïî êîòîðîìó çàòåì íàäî ïðîñóììèðîâàòü (ðèñ. 9.2):

Ðèñ. 9.2

Âíàœàëå ðàññìîòðèì äèàãðàììû, â êîòîðûõ âñå íîìåðà ïðèìåñåé ðàçíûå. Ýòî îçíàœàåò, œòî ðàññåßíèå íà êàæäîé ïðèìåñè ðàññìàòðèâàåòñß â ïåðâîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè è œòî âñå âåðøèíû â äèàãðàììå ñòàòèñòèœåñêè íåçàâèñèìû. Ïîñëå óñðåäíåíèß ïî ïîëîæåíèßì ïðèìåñåé ìû ïîëóœèì, œòî âñå òàêèå äèàãðàììû ïðèâîäßò ê ñäâèãó õèìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà íà âåëèœèíó ffi¯ = nu_0. Ýòî åñòåñòâåííî: ñðåäíèé ïîòåíöèàë ïðèìåñåé, ðàâíîìåðíî ðàçìàçàííûõ ïî îáúåìó, ðàâåí èìåííî ýòîé âåëèœèíå.

218 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Ñóùåñòâåííî îäíàêî òî, œòî ïðè ðàññìîòðåíèè ðàññåßíèß íà îäíîé ïðèìåñè ìû íå ìîæåì îãðàíèœèòüñß ïåðâûì áîðíîâñêèì ïðèáëèæåíèåì, èáî îíî äàåò ëèøü òðèâèàëüíûé ñäâèã õèìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà, îïèñàííûé âûøå. Íàñ èíòåðåñóåò ìíèìàß œàñòü àìïëèòóäû ðàññåßíèß Im f, êîòîðàß ïîßâëßåòñß ëèøü âî âòîðîì áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ïî àìïëèòóäå ðàññåèâàþùåãî ïîòåíöèàëà u_0. Ïîñêîëüêó ìíèìàß œàñòü àìïëèòóäû ðàññåßíèß Im f âîçíèêàåò âî âòîðîì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ïî u_0, îíà îêàçûâàåòñß ìíîãî ìåíüøå âåùåñòâåííîé œàñòè Re f. Îäíàêî, ñîãëàñíî òåîðåìå óíèòàðíîñòè (ñì. çàäàœó 11, ãë. 3), èìåííî Im f îïðåäåëßåò ïîëíîå ñåœåíèå ðàññåßíèß íà ïîòåíöèàëå ïðèìåñè.

Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî èçóœèòü äèàãðàììû, â êîòîðûå îäíà è òà æå ïðèìåñü âõîäèò äâà ðàçà. Œòîáû îòìåòèòü ýòîò ôàêò, ñîåäèíèì øòðèõîâîé ëèíèåé âåðøèíû, îòâåœàþùèå ñîâïàäàþùèì ïðèìåñßì (ðèñ. 9.3):

Ðèñ. 9.3

Êàê è ðàíüøå, íåñâßçàííûå øòðèõîâîé ëèíèåé âåðøèíû, ñ òîœêè çðåíèß óñðåäíåíèß ïî ïîëîæåíèßì ïðèìåñåé, ßâëßþòñß ñòàòèñòèœåñêè íåçàâèñèìûìè. Âåðøèíû æå, ñîåäèíåííûå øòðèõîâîé ëèíèåé, ñîîòâåòñòâóþò îäíîé è òîé æå ïðèìåñè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêóþ øòðèõîâóþ ëèíèþ êàê íîâûé ýëåìåíò äèàãðàììíîé òåõíèêè. Óñðåäíåíèå ïî ïðèìåñßì äàåò äëß íåå òàêîå âûðàæåíèå: P i hu(r � r_i)u(r^0 � r_i)i = nu^2_0ffi^{(3)}(r � r^0): (9.3)

Ñòàòèœåñêèé õàðàêòåð ïîòåíöèàëà ïðèìåñåé U(r) âûðàæàåòñß ìàòåìàòèœåñêè îòñóòñòâèåì êàêîé–ëèáî çàâèñèìîñòè âûðàæåíèß (9.3) îò ìîìåíòîâ âðåìåíè t è t^0, â êîòîðûå ïðîèñõîäèò ïåðâîå è âòîðîå ðàññåßíèå.

Äàëåå ìîæíî áûëî áû óœåñòü âûñøèå ïîðßäêè òåîðèè âîçìóùåíèé äëß ðàññåßíèß íà îäíîé ïðèìåñè. Îäíàêî îêàçûâàåòñß, œòî ýòî ýêâèâàëåíòíî çàìåíå àìïëèòóäû è ñåœåíèß áîðíîâñêîãî ðàññåßíèß íà ñîîòâåòñòâóþùèå òîœíûå âûðàæåíèß (ñì. ãë. 3), œòî, îœåâèäíî, íå ïðèâîäèò ê êàœåñòâåííî íîâûì ýôôåêòàì. Ïîýòîìó ðàçóìíî ïðåíåáðåœü òàêèìè ïîïðàâêàìè è ïðèíßòü, œòî ðàññåèâàþùèé ïîòåíöèàë ñëàáûé.

Ïîäâåäåì èòîã. Íà êàæäîé ïðèìåñè ýëåêòðîí ðàññåèâàåòñß ëèáî îäèí, ëèáî äâà ðàçà. Îäíîêðàòíûå ðàññåßíèß ïðîñòî ñäâèãàþò õèìèœåñêèé ïîòåíöèàë è ïîòîìó ìîãóò âîîáùå íå óœèòûâàòüñß. Âêëàä æå äâóêðàòíîãî ðàññåßíèß ìîæíî ïîëóœèòü, âûœèñëßß äèàãðàììû âèäà, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 9.4. Ïðè ýòîì øòðèõîâîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò âûðàæåíèå nu^2_0ffi^{(3)}(r � r^0).

9.1 ] Óñðåäíåíèå ôóíêöèé Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó 219

Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåòñß äèàãðàììíàß òåõíèêà óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó^2) . Ôîðìàëüíî îíà íàïîìèíàåò äèàãðàììíóþ òåõíèêó äëß ýëåêòðîí–ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß (ñ çàìåíîé ôóíêöèè Ãðèíà ôîíîíîâ íà ïðèìåñíóþ øòðèõîâóþ ëèíèþ). Îäíàêî èìåþòñß äâà ñóùåñòâåííûõ îòëèœèß:

1) ïåðåäàœà ýíåðãèè ïî øòðèõîâîé ëèíèè ðàâíà íóëþ (óïðóãîå ðàññåßíèå);

2) îòñóòñòâóþò ïîëßðèçàöèîííûå ïåòëè, îäåâàþùèå øòðèõîâûå ëèíèè, ïîäîáíî äèàãðàììàì íà ðèñ. 6.1.

Ïåðâîå îòëèœèå îœåâèäíî, à â ñïðàâåäëèâîñòè âòîðîãî ëåãêî óáåäèòüñß, âçãëßíóâ íà äèàãðàììû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 9.1. Åùå äî óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó â ýòèõ äèàãðàììàõ îòñóòñòâóþò çàìêíóòûå ýëåêòðîííûå ïåòëè.

Ðèñ. 9.4

Ôèçèœåñêè çàìêíóòûå ïåòëè îòñóòñòâóþò èç-çà òîãî, œòî ïîòåíöèàë ïðèìåñåé, êàê ãîâîðßò, ¿âìîðîæåííûé£, ò. å. ñòàòèœåñêèé. Äåëî â òîì, œòî äèíàìèœåñêèå âåëèœèíû, òàêèå, íàïðèìåð, êàê ñìåùåíèå àòîìîâ ðåøåòêè, ìîãóò ïîäñòðàèâàòüñß ïîä çàäàííóþ ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü (è èìåííî ýòîò ýôôåêò è îïèñûâàåòñß ïîëßðèçàöèîííûìè ïåòëßìè â äèàãðàììàõ íà ðèñ. 6.1). Ñòàòèœåñêèé æå ïîòåíöèàë ïðèìåñåé íå ìåíßåò ñâîþ ðåàëèçàöèþ ñ òåœåíèåì âðåìåíè. Óñðåäíåíèå ïî íåìó ïðîèñõîäèò ïðèíöèïèàëüíî èíûì îáðàçîì, œåì ïî äèíàìèœåñêèì ñòåïåíßì ñâîáîäû.

Íàïîìíèì êàê îïðåäåëßåòñß óñðåäíåíèå â ñèñòåìå ýëåêòðîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ôîíîíàìè. Â ýëåêòðîí-ôîíîííîé äèàãðàììíîé òåõíèêå ýëåêòðîííàß ôóíêöèß Ãðèíà åñòü

G(x; x^0) = �i hT

+(x)(x^0) bSi0

h bSi0

; (9.4)

ãäå ñðåäíåå h: : : i_0 áåðåòñß è ïî êîëåáàíèßì ðåøåòêè, è ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ ôåðìè-ãàçà. Îáðàòèì âíèìàíèå, œòî óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèò ïî-îòäåëüíîñòè â œèñëèòåëå è â çíàìåíàòåëå.

Óñðåäíåíèå æå ïî ¿âìîðîæåííîìó£ áåñïîðßäêó ïðîèñõîäèò èíàœå: âíàœàëå âûœèñëßåòñß ôóíêöèß Ãðèíà ïðè çàäàííîé ðåàëèçàöèè áåñïîðßäêà, è òîëüêî ïîòîì ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå. Èíûìè ñëîâàìè, ïî áåñïîðßäêó óñðåäíßåòñß ñðàçó âñß äðîáü (9.4): D G(x; x^0) E áåñï

= �i ø hT^+(x)(x^0) bSi0

h bSi0 Æ áåñï

; (9.5)

2) Ïî òðàäèöèè åå òàêæå íàçûâàþò êðåñòîâîé äèàãðàììíîé òåõíèêîé.

220 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ãäå ñðåäíåå h: : : i_0 áåðåòñß ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ ôåðìè-ãàçà. Óñðåäíåíèå ôóíêöèè Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó áóäåò ðàññìîòðåíî áîëåå ïîäðîáíî â çàäàœå 50.

Ïðè îöåíêå ðàçëèœíûõ äèàãðàìì, âîçíèêàþùèõ ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðßäêó, ïîëåçíî èìåòü â âèäó èõ èíòåðïðåòàöèþ â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Âûðàæåíèå ffi^{(3)}(r � r^0) â ïðàâîé œàñòè (9.3) îïèñûâàåò âîçâðàò ýëåêòðîíà íà òó æå ïðèìåñü. Èíòåðåñíî, œòî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñðåäíåå îò ôóíêöèè Ãðèíà ïðèíèìàåò âåñüìà ïðîñòîé âèä (ñì. çàäàœó 50á):

hG(”; r)i = G_0(”; r) e^{�jrj=2l}; (9.6)

ãäå G_0(”; r) — íåóñðåäíåííàß ôóíêöèß Ãðèíà, à l = v_F ø — äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü e^{�jrj=2l} îçíàœàåò, œòî âåðîßòíîñòü ïðîëåòà ýëåêòðîíîì ïóòè jrj áåç ñòîëêíîâåíèé ñ ïðèìåñßìè ðàâíà e^{�jrj=l} (âåðîßòíîñòü åñòü êâàäðàò àìïëèòóäû, ò. å. êâàäðàò ìîäóëß ôóíêöèè Ãðèíà). Òàêàß æå âåðîßòíîñòü ïîëóœàåòñß èç êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß (9.1).

Â çàäàœàõ, ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîßùåé ãëàâå, ýëåêòðîíû ñœèòàþòñß íåâçàèìîäåéñòâóþùèìè, à ðàññåßíèå íà ïðèìåñßõ — óïðóãèì. Ïîýòîìó âñå îáñóæäàåìûå ßâëåíèß — îäíîœàñòèœíûå. Ýòî îçíàœàåò, œòî, â ïðèíöèïå, ìîæíî áûëî áû èçóœàòü ïîâåäåíèå íå ôåðìè-ñèñòåìû, à îäíîé œàñòèöû ñ çàäàííîé ýíåðãèåé E, íàéòè åå âêëàä â êèíåòèœåñêèå âåëèœèíû, à çàòåì ïðîñóììèðîâàòü ðåçóëüòàò ïî âñåì çàíßòûì ñîñòîßíèßì. Âìåñòî ýòîãî ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñß ãðèíîâñêèìè ôóíêöèßìè ôåðìè-ãàçà.

Åñòåñòâåííî, ïðè îòñóòñòâèè âçàèìîäåéñòâèß ýòè äâà ïîäõîäà, îäíîœàñòèœíûé è èñïîëüçóþùèé ôåðìè-ãàç, ïðèâîäßò ê òîæäåñòâåííûì ðåçóëüòàòàì. Ïðè îäíîœàñòèœíîì âûœèñëåíèè ñ ïîñëåäóþùèì óñðåäíåíèåì ïî ôåðìèåâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ íàœàëüíûõ ñîñòîßíèé, âêëàäû âñåõ ñîñòîßíèé, ðàñïîëîæåííûõ ãëóáîêî ïîä ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ E = = E_F , ñîêðàòßòñß, ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè ýíåðãèé âñå ñîñòîßíèß çàïîëíåíû (¿äèðàêîâñêèé âàêóóì£). Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä âñåãäà áóäåò äàâàòüñß òîëüêî ñîñòîßíèßìè ñ ýíåðãèßìè â îòíîñèòåëüíî óçêîì èíòåðâàëå âîêðóã E_F , îïðåäåëßåìîì òåìïåðàòóðíûì ðàçìûòèåì ôåðìèåâñêîé ñòóïåíüêè, œàñòîòîé âíåøíåãî ïîëß, è ò. ï. Ñîêðàùåíèå âêëàäîâ ñîñòîßíèé ñ ýíåðãèßìè, äàëåêî îòñòîßùèìè îò E_F , îçíàœàåò, œòî ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè â ôåðìè-ñèñòåìå ìû ýôôåêòèâíî âñå ðàâíî èìååì äåëî ëèøü ñ îäíîé œàñòèöåé íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè.

Êðîìå òîãî (è ýòî ãëàâíîå), èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé Ãðèíà ôåðìèãàçà ñòàíîâèòñß ïîëíîñòüþ îïðàâäàííûì, êîãäà ðåœü èäåò î âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíàõ. Õîòß ñèòóàöèè òàêîãî ðîäà íàì âñòðåòßòñß òîëüêî â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ (ñì. çàäàœè 64, 65, 66, 67, 71), îêàçûâàåòñß âåñüìà ïîëåçíûì èìåòü íåêîòîðóþ ïðååìñòâåííîñòü.

Îäíîœàñòèœíûé õàðàêòåð ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ óïðîùàåò ôèçèœåñêóþ èíòåðïðåòàöèþ âûðàæåíèé, ïîñêîëüêó ëþáîé ãðàôèê, õîòß ôîðìàëüíî è ñîñòîèò èç ôóíêöèé Ãðèíà ôåðìè-ãàçà, íà ñàìîì äåëå

9.2 ] Óñðåäíåíèå ôóíêöèé îòêëèêà 221

îïèñûâàåò äèíàìèêó âñåãî îäíîé œàñòèöû. Èìåß ýòî â âèäó, ìîæíî ñœèòàòü ýëåêòðîííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà àìïëèòóäîé ïåðåõîäà œàñòèöû èç îäíîé òîœêè â äðóãóþ, à äûðîœíóþ — êîìïëåêñíî-ñîïðßæåííîé àìïëèòóäîé òîé æå ñàìîé œàñòèöû.

9.2. Усреднение функций отклика

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îòêëèêà ôåðìè-ãàçà â ïðèñóòñòâèè áåñïîðßäêà. Âîîáùå ãîâîðß, ôóíêöèè îòêëèêà â íåóïîðßäîœåííîé ñèñòåìå çàâèñßò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè áåñïîðßäêà. Îäíàêî ôèçèœåñêèé èíòåðåñ â îñíîâíîì ïðåäñòàâëßþò ôóíêöèè îòêëèêà, óñðåäíåííûå ïî ðàñïðåäåëåíèþ âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé. Íèæå ìû îáñóäèì, êàê âûïîëíßåòñß òàêîå óñðåäíåíèå.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ëèíåéíûé îòêëèê ïëîòíîñòè œàñòèö bn(r; t) = ^+(r; t)(r; t) íà ñëàáîå ïåðåìåííîå âíåøíåå ïîëå V (r; t), âçàèìîäåéñòâóþùåå ñ ïëîòíîñòüþ:

bH_{int} = � ∫ bn(r; t)V (r; t) d^3r: (9.7)

Ôóíêöèß îòêëèêà ïëîòíîñòè ïîñëå ïåðåõîäà â ïðåäñòàâëåíèå Ôóðüå ïî âðåìåíè îïðåäåëßåòñß ñîîòíîøåíèåì:

hbn(r_1; !)i = ∫ K_{òîœí}(!; r_1; r_2)V (r_2; !)d^3r_2: (9.8)

SSäðî K_{òîœí}(!; r_1; r_2) ïðîùå âñåãî âûœèñëßòü ïî ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå, ðàññìàòðèâàß îòêëèê ïðè äèñêðåòíîé ìíèìîé œàñòîòå âíåøíåãî ïîëß, êîòîðûé çàòåì àíàëèòèœåñêè ïðîäîëæàåòñß íà âåùåñòâåííûå œàñòîòû. Ïîñêîëüêó ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå âçàèìîäåéñòâèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäàœå îòñóòñòâóåò, ìàöóáàðîâñêèé êîððåëßòîð ïëîòíîñòüïëîòíîñòü ìîæíî çàïèñàòü œåðåç òîœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñß â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå:

K_{òîœí}(i!_n; r_1; r_2) = T P ”_k

G^M (i”_k; r_1; r_2)G^M (i”_k + i!_n; r_1; r_2): (9.9)

Â ãðàôèœåñêîì ïðåäñòàâëåíèè ýòîò êîððåëßòîð âûãëßäèò êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.5. Æèðíàß ëèíèß îáîçíàœàåò òîœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, ò. å.

Ðèñ. 9.5 ñóììó äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 9.1.

Êîððåëßòîð K_{òîœí}(i!_n; r_1; r_2) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèß ïðèìåñåé è ïîýòîìó çàâèñèò îò îáåèõ êîîðäèíàò r_1 è r_2, à íå òîëüêî îò èõ ðàçíîñòè. Îäíàêî ñèñòåìà ¿â ñðåäíåì£ òðàíñëßöèîííî èíâàðèàíòíà, ïîýòîìó óñðåäíåííûé ïî áåñïîðßäêó êîððåëßòîð äîëæåí çàâèñåòü òîëüêî îò ðàçíîñòè r_1 � r_2:

K(!; r_1 � r_2) = hK_{òîœí}(!; r_1; r_2)i_{áåñï}: (9.10)

222 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Œòîáû âûœèñëèòü K(!; r), íóæíî óñðåäíèòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà â (9.9) ïî áåñïîðßäêó. Êàê è ïðè óñðåäíåíèè îäíîé ôóíêöèè Ãðèíà, íóæíî ïîïàðíî ñâßçàòü ïðèìåñè øòðèõîâûìè ëèíèßìè. Øòðèõîâûå ëèíèè, íàœèíàþùèåñß è çàêàíœèâàþùèåñß íà îäíîé ýëåêòðîííîé ôóíêöèè Ãðèíà, ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü, ïîëóœèâ óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà (ñì. çàäàœó 50). Ëèíèè æå, ñâßçûâàþùèå ðàçëèœíûå ýëåêòðîííûå ôóíêöèè, îïèñûâàþò îòëèœèå ñðåäíåãî ïðîèçâåäåíèß ôóíêöèé Ãðèíà â (9.9) îò ïðîèçâåäåíèß ñðåäíèõ. Òàêèì îáðàçîì, äëß âûœèñëåíèß ñðåäíåãî êîððåëßòîðà â (9.10) íàäî ïðîñóììèðîâàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì (ðèñ. 9.6):

Ðèñ. 9.6

Îêàçûâàåòñß, îäíàêî, œòî íå âñå äèàãðàììû â ýòîì ðßäó îäèíàêîâî âàæíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíûì ïðèíöèïîì òåõíèêè óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó (ñì. ðàçä. 9.6), îñíîâíîé âêëàä äàåòñß äèàãðàììàìè, â êîòîðûõ ïðèìåñíûå ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñß. Òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì íàçûâàåòñß ëåñòíèœíûì ðßäîì (ðèñ. 9.7):

Ðèñ. 9.7

Ïðè ýòîì âñå ôóíêöèè Ãðèíà íàäî ñœèòàòü óæå óñðåäíåííûìè ïî áåñïîðßäêó. Ñóììèðîâàíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèàãðàìì áóäåò âûïîëíåíî â çàäàœå 52.

Âûœèñëåíèå ôóíêöèè îòêëèêà òîêà j(r; t) ïðîèçâîäèòñß àíàëîãèœíî. Â ýòîì ñëóœàå, îäíàêî, íàäî óœèòûâàòü ñëåäóþùåå îáñòîßòåëüñòâî. Îïåðàòîð òîêà

bj(r; t) = eℏ 2m � �i^+(r; t)r(r; t) + h:c: � � e 2 mc A(r; t) ^+(r; t)(r; t)

(9.11) ñîäåðæèò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r; t) â ßâíîì âèäå. Ïîýòîìó ïðè äîáàâëåíèè â ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû âíåøíåãî ïîëß,

bH_{êèí} = ∫ 1 2m ^+(r) ı �iℏr � e c A(r; t) ȷ_2

(r)d^3r; (9.12)

èçìåíßåòñß íå òîëüêî ñðåäíåå çíàœåíèå îïåðàòîðà òîêà (êàê â ñëóœàå ñ ôóíêöèåé îòêëèêà ïëîòíîñòè), íî è ñàìî âûðàæåíèå äëß ýòîãî îïåðàòîðà. Ýòîò ýôôåêò íå óœèòûâàåòñß ôîðìóëîé Êóáî, ïîýòîìó â íåå íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä (âòîðîå ñëàãàåìîå â (9.11)).

Òàêèì îáðàçîì, â îïåðàòîðå òîêà (9.11) èìååòñß äâà âêëàäà: ãðàäèåíòíûé è äèàìàãíèòíûé. Ïîýòîìó ïðîâîäèìîñòü äàåòñß ñóììîé âûðàæåíèé ñóùåñòâåííî ðàçíîé ïðèðîäû. Âî-ïåðâûõ, ñðåäíåå îò äèàìàã-

9.2 ] Óñðåäíåíèå ôóíêöèé îòêëèêà 223

íèòíîãî òîêà ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ åñòü hj^{(1)}i = �(ne^2=mc)A, ãäå n — ýëåêòðîííàß ïëîòíîñòü. Âî–âòîðûõ, íàõîäß ìàöóáàðîâñêèé îòêëèê ãðàäèåíòíîé œàñòè òîêà íà ïåðåìåííîå ïîëå, ìû ïîëóœàåì

hj^{(2)}_ff (r)i = � 1 c ∫ �^{(M)}_{fffi} (i!_n; r � r^0)A^fi (r^0)d^3r^0; (9.13)

ãäå �^{(M)}_{fffi} (i!_n; r � r^0) åñòü ìàöóáàðîâñêèé êîððåëßòîð òîê–òîê:

�^{(M)}_{fffi} (i!_n; r � r^0) = � 1 2 fi∫ �fi D T_ø bj_ff(ø; r) bj_fi(0; r^0) E e^{i!n ø} dø (9.14)

(çäåñü ø — ìàöóáàðîâñêîå âðåìß, bj_ff — êîìïîíåíòû ãðàäèåíòíîé œàñòè îïåðàòîðà òîêà). Ïîýòîìó ïîëíàß ìàöóáàðîâñêàß êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß òîêîâ äàåòñß ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ:

K^{jj (M)} fffi (i!_n) = �^{(M)}_{fffi} (i!_n; r � r^0) + ne 2 m ffi_{fffi}ffi^{(3)}(r � r^0): (9.15)

Îòêëèê íà âåùåñòâåííîé œàñòîòå ïîëóœàåòñß èç (9.15) àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì i!_n ! ! (n ¿ 0).

Õîòß, íà ïåðâûé âçãëßä, äâà œëåíà â (9.15) èìåþò ñîâåðøåííî ðàçëèœíóþ ïðèðîäó, íà ñàìîì äåëå ìåæäó íèìè èìååòñß îïðåäåëåííîå ñîîòíîøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðåäåëå íèçêîé œàñòîòû ïðîâîäèìîñòü äîëæíà áûòü êîíåœíîé. Èíûìè ñëîâàìè, îäíîðîäíûé â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè âåêòîð–ïîòåíöèàë, íå ñîçäàþùèé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß, íå äîëæåí ñîçäàâàòü è òîê. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíßòüñß òîæäåñòâî:

�_{fffi}(!; k)j_{k=0;!!0} = � ne 2 m ffi_{fffi}; (9.16)

ãäå �_{fffi}(!; k) = ∫ �_{fffi}(!; r)e^{�ikr}d^3r — ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (9.14) â œàñòîòíî-èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñîîòíîøåíèå (9.16) àíàëîãèœíî èçâåñòíîìó èç òåîðèè ïîëß òîæäåñòâó Óîðäà, ãàðàíòèðóþùåìó êàëèáðîâîœíóþ èíâàðèàíòíîñòü ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà. Ïîäîáíî òîæäåñòâó Óîðäà, â íàøåì ñëóœàå ðàâåíñòâî �(0) = �ne^2=m îáåñïåœèâàåò êàëèáðîâîœíóþ èíâàðèàíòíîñòü ïðîâîäèìîñòè.

Â íîðìàëüíîì ìåòàëëå èç-çà êàëèáðîâîœíîé èíâàðèàíòíîñòè çàïðåùåíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó òîêîì è âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì âèäà j = const A. Ñîêðàùåíèå âêëàäîâ òàêîãî òèïà è îáåñïåœèâàåòñß òîæäåñòâîì (9.16). À âîò â ñâåðõïðîâîäíèêàõ, èç-çà òîãî, œòî êàëèáðîâîœíàß èíâàðèàíòíîñòü íàðóøåíà, ñîîòíîøåíèå óêàçàííîãî âèäà ñïðàâåäëèâî (îíî íàçûâàåòñß ¿óðàâíåíèåì Ëîíäîíîâ£ è áóäåò ðàññìîòðåíî â çàäàœàõ 63 è 65). Â ñâåðõïðîâîäíèêàõ òîæäåñòâî (9.16) íå èìååò ìåñòà.

Òàêèì îáðàçîì, õîòß â òîêîâîé ôóíêöèè îòêëèêà (9.15) è ïîßâëßåòñß äîïîëíèòåëüíûé äèàìàãíèòíûé œëåí, ¿íåïðàâèëüíî£ âåäóùèé ñåáß íà ìàëûõ œàñòîòàõ, îáûœíî îí ñîêðàùàåòñß àíàëîãèœíûì âêëàäîì èç ãðàäèåíòíîé œàñòè ôóíêöèè îòêëèêà (9.14). Ñàìà æå ãðàäèåíòíàß œàñòü âûœèñëßåòñß òàê æå, êàê è ôóíêöèß îòêëèêà ïëîòíîñòè. Îíà òîœíî

224 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

òàêæå îïèñûâàåòñß ñóììîé äèàãðàìì íà ðèñ. 9.7, òîëüêî òåïåðü íà êîíöàõ äèàãðàìì ñòîßò òîêîâûå âåðøèíû. Îñíîâíîé ïðèíöèï, ðàçóìååòñß, ðàáîòàåò è â ýòîì ñëóœàå, ïîýòîìó ôóíêöèß îòêëèêà òîêà òîæå îïðåäåëßåòñß ëåñòíèœíûì ðßäîì. Â ïðîñòåéøåì ñëóœàå ñóììèðîâàíèå ýòîãî ðßäà ïðîâåäåíî â çàäàœå 51.

Ëèòåðàòóðà: Òåõíèêà óñðåäíåíèß ôóíêöèé Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó ðàññìîòðåíà â [1], § 39, ï. 2, à òàêæå â îáçîðå: P. A. Lee, T. V. Ramakrishnan// Rev. Mod. Phys. 1985. V. 57. P. 287.

9.3. Задачи 50–54

З ад ача 50. (Ôóíêöèß Ãðèíà, óñðåäíåííàß ïî áåñïîðßäêó.) Îñíîâíîé ¿ïðèíöèï£ òåõíèêè óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó ñîñòîèò â òîì, œòî ïðè óñðåäíåíèè êàêîé-ëèáî âåëèœèíû ïî áåñïîðßäêó îñíîâíîé âêëàä äàþò ãðàôèêè, â êîòîðûõ ïðèìåñíûå ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñß. Ïàðàìåòð, ïî êîòîðîìó ãðàôèêè ñ ïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè îêàçûâàþòñß ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðàôèêàìè, â êîòîðûõ ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñß, åñòü (p_0l)^{�1} — îòíîøåíèå ôåðìèåâñêîé äëèíû âîëíû ê äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l = v_F ø. Îáîñíîâàíèå ýòîãî ¿ïðèíöèïà£ ìû îáñóäèì íèæå, â ðàçä. 9.6.

а. Óñðåäíèòå ôóíêöèþ Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó, ðàññìàòðèâàß òîëüêî ãðàôèêè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè. Ïîëóœèòå ñðåäíåå ôóíêöèè Ãðèíà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

hG(”; p)i = 1 ” � ¸(p) + i 2ø sgn ” ; 1 2ø = ˚_0nu^2_0; (9.17)

ãäå u_0 = ∫ u(r)d^3r, à ˚_0 = mp_0= � 2ß^2ℏ^3 � — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé íà óðîâíå Ôåðìè ñ îäíîé ïðîåêöèåé ñïèíà.

б. Íàéäèòå hG(”; r)i â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðè jrjp_0Æ1. Âûâåäèòå ôîðìóëó (9.6). Ïîêàæèòå, œòî â ñëóœàå óñðåäíåíèß ôóíêöèè Ãðèíà ïî áåñïîðßäêó àíàëîã êâàçèêëàññèœåñêîãî âûðàæåíèß (5.23) ïðèíèìàåò òàêîé âèä:

G(”; r) = � m 2ßjrj exp hı ip_” sgn ” � 1 2l ȷ jrj i ; p_” = p_0 + ” vF : (9.18)

Ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè j”j ø ”_F è jrjp_0 Æ 1.

З ад ача 51. (Ïðîâîäèìîñòü ýëåêòðîííîãî ãàçà^3) .) Ïðîâîäèìîñòü ãàçà ýëåêòðîíîâ, ðàññåèâàþùèõñß íà ïðèìåñßõ, äàåòñß õîðîøî èçâåñòíîé ôîðìóëîé Äðóäå: œ(!) = œ^0 1 � i!ø

; œ_0 = ne^2 ø m : (9.19)

Çäåñü œ_0 — ñòàòèœåñêàß ïðîâîäèìîñòü, n — êîíöåíòðàöèß ýëåêòðîíîâ, ø — âðåìß ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Íàøåé çàäàœåé áóäåò ïîëóœèòü

3) Ñì. S. F. Edwards// Phil. Mag. 1958. Ser. 8. V. 3. P. 1020; À. À. Àáðèêîñîâ, Ë. Ï. Ãîðüêîâ// ÆÝÒÔ. 1958. Ò. 35. Ñ. 1158; ÆÝÒÔ. 1959. Ò. 36. Ñ. 319.

9.3 ] Çàäàœè 50 –54 225

ñîîòíîøåíèå (9.19) ñ ïîìîùüþ òåõíèêè óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó. Òàêîé âûâîä ïðåäñòàâëßåò áîëüøîé ìåòîäèœåñêèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó îí ïîçâîëßåò ïðîñëåäèòü ñâßçü ìåæäó äèàãðàììíîé òåõíèêîé è òåîðèåé êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß.

Ðàçóìååòñß, íàèáîëåå ïðîñòîé âûâîä (9.19) èñïîëüçóåò êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå (9.1). Íàïîìíèì, êàê ýòî äåëàåòñß. Â îäíîðîäíîì ýëåêòðèœåñêîì ïîëå e^{�i!t} E ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß, âîçìóùåííàß ïîëåì, íå èìååò ßâíîé çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò. Ïîýòîìó êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå (9.1), ðàçëîæåííîå äî œëåíîâ, ëèíåéíûõ ïî ïîëþ E, ïðèíèìàåò âèä

�i!ffin(p) + eErpn0(p) = � 1 ø ffin(p): (9.20)

Çäåñü ffin(p) — ïîïðàâêà ê ðàâíîâåñíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß n0(p), ëèíåéíàß ïî ïîëþ E. Ðåøàß óðàâíåíèå (9.20), ïîëóœàåì ffin(p) = = (eErpn0(p))=(i! � ø^{�1}) è íàõîäèì òîê: j = ∫ evffin(p) d^3p (2ß)^3 = e^2nE m(ø^{�1} � i!)

(9.21)

Íàïîìíèì òàêæå, œòî â ñëóœàå ðàññåßíèß áîëåå îáùåãî âèäà êëàññèœåñêàß ïðîâîäèìîñòü îïðåäåëßåòñß òðàíñïîðòíûì âðåìåíåì øòð, âîîáùå ãîâîðß íå ñîâïàäàþùèì ñî âðåìåíåì ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ø . Îäíàêî äëß òîœåœíûõ ïðèìåñåé, ðàññåèâàþùèõ èçîòðîïíî, ò. å. òîëüêî â S-êàíàëå, ýòè äâà âðåìåíè ðàâíû: øòð = ø .

Äëß âûœèñëåíèß ïðîâîäèìîñòè ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñß ñîîòíîøåíèåì (9.15), ñâßçûâàþùèì ôóíêöèþ îòêëèêà ñ ìàöóáàðîâñêèì êîððåëßòîðîì òîê–òîê. Óïðîñòèòå ìàöóáàðîâñêèé êîððåëßòîð (9.14), ïðåäâàðèòåëüíî çàïèñàâ åãî â ôîðìå

�_{fffi}(i!_n) = T P ”_m=(2m+1)ßT Tr ı bG^M (i”_m + i!_n)bj_ff bG^M (i”_m)bj_fi ȷ ; (9.22)

ñïðàâåäëèâîé äëß íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ œàñòèö (ñì. ï. 7.2.1.). Âûïîëíèòå óñðåäíåíèå ïî áåñïîðßäêó, ðàññìàòðèâàß òîëüêî äèàãðàììû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè. Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèß (9.15) íàéäèòå ïðîâîäèìîñòü.

З ад ача 52. (Óðàâíåíèå äèôôóçèè.) Âûâåäèòå óðàâíåíèå äèôôóçèè, ðàññìàòðèâàß îòêëèê ïëîòíîñòè œàñòèö íà ñëàáîå ïåðåìåííîå âíåøíåå ïîëå (9.7). Äëß ýòîãî ïðîñóììèðóéòå ëåñòíèœíûé ðßä íà ðèñ. 9.7 (åãî â ýòîé ñâßçè œàñòî íàçûâàþò äèôôóçèîííîé ëåñòíèöåé èëè äèôôóçîíîì). Ïîêàæèòå, œòî ïðè jqjl ø 1 è !_nø ø 1 óñðåäíåííûé êîððåëßòîð ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü åñòü

K (i!_n; q) = �^{˚Dq2}_{j!nj + Dq2} ; D =^1_3 v_F l; (9.23)

ãäå ˚ = 2˚_0 — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé íà óðîâíå Ôåðìè äëß îáåèõ ïðîåêöèé ñïèíà.

Ðàññìîòðèòå ãðàôèêè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 9.7, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè è îáúßñíèòå, ïîœåìó îíè ñîîòâåòñòâóþò ïðîöåññó äèôôóçèè.

226 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Âûðàæåíèå (9.23), àíàëèòèœåñêè ïðîäîëæåííîå ñ i!n íà âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè, ñîãëàñóåòñß ñ îòâåòîì, ïîëóœàþùèìñß èç êëàññèœåñêîãî óðàâíåíèß äèôôóçèè. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå äèôôóçèè â ïðèñóòñòâèè âíåøíåé ñèëû F = �rV çàïèñûâàåòñß òàê:

@tn = Dr^2n � ȷr(F n); (9.24)

ãäå ȷ = ˚D=n0 — ïîäâèæíîñòü. Ïîýòîìó, ïåðåõîäß ê ôóðüå–êîìïîíåíòàì, èìååì K(!; q) = �˚Dq^2=(�i! + Dq^2).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D è ïðîâîäèìîñòü, íàéäåííàß â çàäàœå 51, óäîâëåòâîðßþò ñîîòíîøåíèþ Ýéíøòåéíà,

œ = e^2˚D; (9.25)

êàê è äîëæíî áûòü.

З ад ача 53. (Èíòåðôåðåíöèîííîå óäâîåíèå âåðîßòíîñòè âîçâðàòà.) Ðàññìîòðèì âåðîßòíîñòü p(t) òîãî, œòî ýëåêòðîí ïîñëå ðàññåßíèß íà ïðèìåñßõ âîçâðàùàåòñß â ìîìåíò âðåìåíè t â òó æå òîœêó, îòêóäà îí âûøåë ïðè t = 0. Â ïðåäûäóùåé çàäàœå ìû âûâåëè óðàâíåíèå äèôôóçèè, ôóíêöèß Ãðèíà êîòîðîãî, êàê èçâåñòíî, åñòü

D(r; t) = � 2ßDt

�_{�n=2} e^{�r2=2Dt}; (9.26)

ãäå n — ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Äëß âåðîßòíîñòè âîçâðàòà ýòî äàåò p(t) = (2ßDt)^{�n=2}.

Îêàçûâàåòñß, áëàãîäàðß ýôôåêòàì èíòåðôåðåíöèè ðàññåßíèß íà ðàçíûõ ïðèìåñßõ, êîòîðûìè ìû ïðåíåáðåãëè ïðè âûâîäå óðàâíåíèß äèôôóçèè, âåðîßòíîñòü âîçâðàòà p(t) óäâàèâàåòñß. Ïîßñíèì ôèçèœåñêîå ïðîèñõîæäåíèå ýòîãî ýôôåêòà èëëþñòðàöèåé èç îïòèêè. Ïóñòü âíóòðè áîëüøîãî ßùèêà ñî ñëóœàéíî ðàñïîëîæåííûìè ðàññåèâàòåëßìè (ïðèìåñßìè) íàõîäèòñß ìîíîõðîìàòèœåñêèé èñòîœíèê. Íàéäåì èíòåíñèâíîñòü èçëóœåíèß, ðàññåßííîãî òîœíî îáðàòíî â èñòîœíèê. Èíòåíñèâíîñòü åñòü êâàäðàò àìïëèòóäû, à àìïëèòóäà åñòü ñóììà àìïëèòóä âñåõ ïðîöåññîâ ìíîãîêðàòíîãî ðàññåßíèß íà ïðèìåñßõ: A_{ïîëí} = P ff A_ff. Åñëè ïðèìåñè òîœåœíûå, òî âêëàäû ìíîãîêðàòíîãî ðàññåßíèß óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèìåñåé, ïðîéäåííûõ èçëóœåíèåì. Ñêàæåì, ðàññåßâøèñü ñíàœàëà íà ïðèìåñè 1, ñâåò ïîïàäàåò íà ïðèìåñü 2, êîòîðàß çàòåì ðàññåèâàåò åãî îáðàòíî â èñõîäíóþ òîœêó. Â îáùåì ñëóœàå A_ff = A_{0!m}A_{m!n} : : : A_{s!0}: (9.27)

Ïîñêîëüêó ðàñïîëîæåíèå ïðèìåñåé ñëóœàéíî, ôàçû àìïëèòóä A_{i!j} , ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçëèœíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòßì ïðîõîæäåíèß ïðèìåñåé, íå ñêîððåëèðîâàííû. Ïîýòîìó èíòåðôåðåíöèåé ïîœòè âñåõ âêëàäîâ ìîæíî ïðåíåáðåœü — çà îäíèì åäèíñòâåííûì èñêëþœåíèåì, êîãäà îäíà è òà æå (ñëóœàéíàß!) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåñåé ïðîõîäèòñß îäèí ðàç â ïðßìîì, à äðóãîé — â îáðàòíîì ïîðßäêå. Êàæäûå äâå òàêèå àìïëèòóäû A_ff è A_ff0 â òîœíîñòè ðàâíû äðóã äðóãó è ïîëíîñòüþ èíòåðôåðèðóþò. Òåïåðü çàìåòèì, œòî åñëè áû èíòåðôåðåíöèè âîîáùå íå áûëî, èíòåíñèâíîñòü ïîäœèíßëàñü áû óðàâíåíèþ äèôôóçèè, à èç-çà

9.3 ] Çàäàœè 50 –54 227

èíòåðôåðåíöèè ïàð ïóòåé, ïðîõîäßùèõ ïî îäíîé è òîé æå òðàåêòîðèè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèßõ, îíà îêàçàëàñü áû â äâà ðàçà áîëüøå: j P A_ffj^2 =

P_0 jA_ff + A_ff0 j^2 = 2 P jA_ffj^2: (9.28)

(Â ñóììå, ïîìåœåííîé øòðèõîì, ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòßì ïðèìåñåé áåç óœåòà íàïðàâëåíèß îáõîäà.) Èíòåðôåðåíöèîííûé âêëàä êðàéíå œóâñòâèòåëåí ê ïîëîæåíèþ êîíåœíîé òîœêè: óæå íà ðàññòîßíèè íåñêîëüêèõ äëèí âîëí îò èñòîœíèêà èíòåíñèâíîñòü ðàññåßííîãî èçëóœåíèß óìåíüøàåòñß äî ¿êëàññèœåñêîãî£ çíàœåíèß, ò. å. ïàäàåò â äâà ðàçà. Ïðîèñõîäèò ýòî ïîòîìó, œòî, êàê ëåãêî óáåäèòüñß, äëß íåñîâïàäàþùèõ íàœàëüíîé è êîíåœíîé òîœåê îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåñåé ïðè ïðîõîæäåíèè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèßõ äàåò ðàçíûå íàáåãè ôàç.

Ðàññìîòðèì èíòåðôåðåíöèîííóþ œàñòü êîððåëßòîðà ïëîòíîñòü– ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùóþ îïèñàííîé êàðòèíå. Ïîêàæèòå, œòî ýòà òàê íàçûâàåìàß ¿êâàíòîâàß ïîïðàâêà£ äàåòñß âååðíûìè ãðàôèêàìè âèäà^4)

Ðèñ. 9.8

а. (Ðàññåßíèå òîœíî íàçàä.) Íàðèñóéòå âååðíûå ãðàôèêè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïóñòü íàœàëüíàß è êîíåœíàß òîœêè ñîâïàäàþò. Ïîêàæèòå, œòî êàæäûé âêëàä ñ ôèêñèðîâàííûì œèñëîì ëèíèé â âååðå íà ðèñ. 9.8 ðàâåí ñîîòâåòñòâóþùåìó âêëàäó èç äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû, ðàññìîòðåííîé â çàäàœå 52 (ñì. ðèñ. 9.7), è çíàœèò âåðîßòíîñòü âîçâðàòà â äâà ðàçà áîëüøå êëàññèœåñêîãî çíàœåíèß.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ïîœëåííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âååðíûì è ëåñòíèœíûì ðßäàìè íåïîëíîå, ïîñêîëüêó ïåðâûì äâóì œëåíàì äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû â âååðíûõ ãðàôèêàõ ñîïîñòàâèòü íåœåãî. Îäíàêî íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t Æ ø , êîãäà ñïðàâåäëèâî äèôôóçèîííîå ïðèáëèæåíèå, êàæäîå ñëàãàåìîå äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû ìíîãî ìåíüøå èõ ñóììû (ñì. ðåøåíèå çàäàœè 52). Ïîýòîìó ïîïðàâêà, âîçíèêàþùàß èç-çà íåñîîòâåòñòâèß ïåðâûõ äâóõ œëåíîâ äèôôóçèîííîãî è âååðíîãî ðßäîâ, îêàçûâàåòñß ìàëîé è íå âëèßåò íà óäâîåíèå âåðîßòíîñòè âîçâðàòà.

б. (Êîîðäèíàòíàß çàâèñèìîñòü.) Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëóœàé, êîãäà íàœàëüíàß è êîíåœíàß òîœêè íàõîäßòñß íà ðàññòîßíèè r. Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êâàíòîâîé ïîïðàâêè îò r. Âûœèñëåíèå óäîáíî ïðîâîäèòü â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîëüçóßñü ôóíêöèåé Ãðèíà, íàéäåííîé

4) Âååðíûå ãðàôèêè äëß ïðîâîäèìîñòè áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû â ðàáîòå: J. L. Langer, T. Neal// Phys. Rev. Lett. 1966. V. 16. P. 984. Èíòåðïðåòàöèß ðîëè ñîîòâåòñòâóþùåãî âêëàäà â äèíàìèêó ýëåêòðîíîâ êàê èíòåðôåðåíöèè ïðè ðàññåßíèè íàçàä ïðèíàäëåæèò Ä. Å. Õìåëüíèöêîìó. 8*

228 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

â çàäàœå 22. Ïîêàæèòå, œòî èíòåðôåðåíöèîííàß ïîïðàâêà îñëàáëßåòñß ïðè p_0r ß 1, è îïðåäåëèòå õàðàêòåð åå óáûâàíèß ïðè p_0r Æ 1.

З ад ача 54. (Êâàíòîâàß ïîïðàâêà ê ïðîâîäèìîñòè^5) .) Ðàññìîòðèì ñòàòèœåñêóþ ïðîâîäèìîñòü œ_0 äâóìåðíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà. Õîòß â çàäàœå 51 ðåœü ôîðìàëüíî øëà î òðåõìåðíîé ñèñòåìå, âñå åå ðåçóëüòàòû, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïåðåíîñßòñß áåç êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé íà ñëóœàé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó ïðîâîäèìîñòü äâóìåðíîé ñèñòåìû â ãëàâíîì ïîðßäêå ïî ïàðàìåòðó (p_0l)^{�1} äàåòñß ôîðìóëîé Äðóäå.

Â ýòîé çàäàœå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùèé œëåí â ôîðìàëüíîì ðàçëîæåíèè ïðîâîäèìîñòè ïî ñòåïåíßì (p_0l)^{�1}. Äëß òîãî œòîáû åãî íàéòè, íóæíî ðàññìîòðåòü âñåâîçìîæíûå ñïîñîáû óñðåäíåíèß ïåòëåâîé äèàãðàììû äëß êîððåëßòîðà òîê–òîê (ñì. ðèñ. 9.13), ïðè êîòîðûõ ïðèìåñíûå ëèíèè ïåðåñåêàþòñß, íî äåëàþò ýòî ¿ìèíèìàëüíûì îáðàçîì£.

Ïîêàæèòå, œòî ïðè ýòîì ïîëóœàþòñß âååðíûå ãðàôèêè, ïîäîáíûå èçîáðàæåííûì íà ðèñ. 9.8 è œòî èìè èñœåðïûâàþòñß âñå ìèíèìàëüíî

Ðèñ. 9.9 ïåðåñåêàþùèåñß äèàãðàììû. Ýòè ãðàôèêè îïðåäåëßþò ãëàâíóþ êâàíòîâóþ ïîïðàâêó â ëþáîé ðàçìåðíîñòè, íî íàèáîëåå èíòåðåñíîé îêàçûâàåòñß äâóìåðíàß ñèòóàöèß.

Ïðîñóììèðóéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðàôèêîâ íà ðèñ. 9.8 ïðè D = 2, ïåðåðèñîâàâ èõ â âèäå, ïîêàçàííîì íà ðèñ. 9.9, è îáðàùàßñü ñ ïîëóœèâøåéñß ëåñòíèöåé òàê æå, êàê ñ äèôôóçèîííîé ëåñòíèöåé â çàäàœå 51. Ïîëóœèòå ïîïðàâêó ê ïðîâîäèìîñòè

ffiœ(!) = � 1 ß e^2 h ln 1 !ø ; (9.29)

ãäå ! — œàñòîòà âíåøíåãî ïîëß. Ïîïðàâêà ðàñõîäèòñß ïðè !!0. Ôîðìàëüíî ýòî îçíàœàåò, œòî òåîðèß êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß íåïðèìåíèìà íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t ⩾ ø exp (p_0l), ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè ffiœ ñðàâíèâàåòñß ñ œ_0. Ïîïðàâêà îòðèöàòåëüíà è ðàñòåò ïî àáñîëþòíîé âåëèœèíå êîãäà ! ! 0, œòî óêàçûâàåò íà îòñóòñòâèå ïðîâîäèìîñòè â äâóìåðíîé ñèñòåìå ïðè T = 0 è ëîêàëèçàöèþ ýëåêòðîííûõ ñîñòîßíèé.

9.4. Задачи повышенной сложности 55–57 (слабая локализация и мезоскопика)

Â çàäàœàõ 53 è 54 áûëî ïîêàçàíî, œòî èíòåðôåðåíöèß àìïëèòóä ãåîìåòðèœåñêè òîæäåñòâåííûõ ïóòåé, ïðîéäåííûõ œàñòèöåé â ïðîòèâî-

5) SSâëåíèå ñëàáîé ëîêàëèçàöèè â äâóìåðíîé ñèñòåìå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê îñîáåííîñòßì â êâàíòîâîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè, áûëî âïåðâûå ðàññìîòðåíî â ðàáîòå: Ë. Ï. Ãîðüêîâ, À. È. Ëàðêèí, Ä. Å. Õìåëüíèöêèé// Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. 1979. Ò. 30. Ñ. 248.

9.4 ] Çàäàœè ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè 55 –57 229

ïîëîæíûõ íàïðàâëåíèßõ, ïðèâîäèò ê îñîáîìó, êâàíòîâîìåõàíèœåñêîìó ïî ñâîåìó õàðàêòåðó, âêëàäó â ïðîâîäèìîñòü. Â ýòîé ïîïðàâêå ê ïðîâîäèìîñòè, îòðèöàòåëüíîé ïî âåëèœèíå, ïðîßâëßåòñß òåíäåíöèß ê ëîêàëèçàöèè êâàíòîâûõ ñîñòîßíèé â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå (ñì. ï. 9.7.1). Âåëèœèíà êâàíòîâîé ïîïðàâêè (ïîðßäêà e^2=h) ìîæåò áûòü ìíîãî ìåíüøå êëàññèœåñêîé äðóäåâñêîé ïðîâîäèìîñòè œ ß (e^2=h) p_0l. Òåì íå ìåíåå, èíòåðôåðåíöèîííûé õàðàêòåð ýòîãî âêëàäà â ïðîâîäèìîñòü ïðèâîäèò ê öåëîìó ðßäó ßðêèõ ýôôåêòîâ.

Âîçíèêíîâåíèå ñîâåðøåííî íîâîãî êðóãà ßâëåíèé, ñâßçàííûõ ñ êâàíòîâîé êîãåðåíòíîñòüþ îìèœåñêîé ïðîâîäèìîñòè, îáóñëîâëåíî âåñüìà áîëüøèì ðàçìåðîì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ èíòåðôåðèðóþùèõ òðàåêòîðèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Äëèíû òðàåêòîðèé, îïðåäåëßþùèõ ¿ñëàáîëîêàëèçàöèîííóþ£ ïîïðàâêó ê ïðîâîäèìîñòè, îêàçûâàþòñß áîëüøèìè, ïîñêîëüêó õàðàêòåðíûå âðåìåíà äèôôóçèè, â òåœåíèå êîòîðûõ èìååò ìåñòî ôàçîâàß êîãåðåíòíîñòü, âåëèêè ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìåæäó ñîóäàðåíèßìè ñ ïðèìåñßìè. Íàëèœèå æå áîëüøîãî âðåìåííîãî ìàñøòàáà ïðèâîäèò ê ñèëüíîé œóâñòèòåëüíîñòè ýòîé ïîïðàâêè ê âíåøíèì ïîëßì è äðóãèì ôàêòîðàì, âëèßþùèì íà êîãåðåíòíîñòü ðàñïðîñòðàíåíèß ýëåêòðîííûõ âîëí.

Óòîœíèì ýòî óòâåðæäåíèå. Èíòåðåôåðåíöèß èìååò ìåñòî äëß òðàåêòîðèé, âðåìß äâèæåíèß ïî êîòîðûì íå ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîãî õàðàêòåðíîãî âðåìåíè ñáîß ôàçû ø_’. Âåëèœèíà ø_’ ïðåäñòàâëßåò ñîáîé íîâûé âðåìåííîé ìàñøòàá, íå èìåþùèé àíàëîãà â êëàññèœåñêîé êèíåòèêå. Ýòî âðåìß, õàðàêòåðèçóþùåå ñêîðîñòü ïîòåðè ôàçîâîé êîãåðåíòíîñòè èç-çà íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ, çàâèñèò îò õàðàêòåðà âçàèìîäåéñòâèß â ñèñòåìå è îò òåìïåðàòóðû. (Â îòñóòñòâèå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî è ýëåêòðîíôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèé äèíàìèêà áûëà áû œèñòî óïðóãîé è ñáîß ôàçû íå áûëî áû.) Ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ âðåìß ø_’ îáûœíî èìååò ñòåïåííóþ òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü, ø_’ ¸ T^{�ff}, ãäå âåëèœèíà ff ïîëîæèòåëüíà è çàâèñèò îò âèäà äîìèíèðóþùåãî âçàèìîäåéñòâèß^6) .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Èíòåðôåðåíöèß òðàåêòîðèé ðàçìåðà L ïîäàâëßåòñß ïîëåì B ß Φ_0=L^2, ãäå Φ_0 = hc=e — êâàíò ïîòîêà. Îäíàêî â îòñóòñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëß, åñëè èìååò ìåñòî ñáîé ôàçû, â êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ê ïðîâîäèìîñòè âêëàä äàþò òðàåêòîðèè, âðåìß äâèæåíèß ïî êîòîðûì íå ïðåâîñõîäèò ø_’. Ïîýòîìó, äëß ïîäàâëåíèß êâàíòîâîé ïîïðàâêè äîñòàòîœíî ïðèëîæèòü òàêîå ïîëå, œòîáû t_B = L^2=D = Φ_0=(DB) ñòàëî ìåíüøå ø_’. Ýòîò êðèòåðèé îïðåäåëßåò õàðàêòåðíîå ïîëå B_c = Φ_0=Dø_’, âåëèœèíà êîòîðîãî äîñòàòîœíà, œòîáû ïîäàâèòü êâàíòîâóþ ïîïðàâêó. Ïîëå B_c îêàçûâàåòñß çàìåòíî

6) Âîïðîñ î òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè âðåìåíè ñáîß ôàçû è î âëèßíèè íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ íà ñëàáóþ ëîêàëèçàöèþ ðàññìàòðèâàëñß â ðàáîòàõ: B. L. Altshuler, A. G. Aronov, D. E. Khmelnitskii// Solid State Comm. 1981. V. 39. P. 619; J. Phys. C. 1982. V. 15. P. 7367; ñì. òàêæå îáçîðû: B. L. Altshuler, A. G. Aronov. Electron-Electron Interactions in Disordered Systems.— Amsterdam: North-Holland, 1985; P. A. Lee, T. V. Ramakrishnan// Rev. Mod. Phys. 1985. V. 57. P. 287.

230 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ìåíüøå ïîëåé, íåîáõîäèìûõ äëß ïîäàâëåíèß êëàññèœåñêîé ïðîâîäèìîñòè. Âñëåäñòâèå ýòîãî, â óñëîâèßõ ñëàáîé ëîêàëèçàöèè âîçíèêàåò áîëüøîå ïî âåëèœèíå è îòðèöàòåëüíîå ïî çíàêó ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå â êëàññèœåñêè ñëàáûõ ïîëßõ: ffiœ(B) ß �(e^2=h)(B=B_c)^2 (ñì. çàäàœó 55). Ýòî òàê íàçûâàåìîå ¿àíîìàëüíîå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå£ ßâëßåòñß õàðàêòåðíûì ïðèçíàêîì ñëàáîé ëîêàëèçàöèè.

Íàèáîëåå êðàñèâûì ßâëåíèåì, âîçíèêàþùèì â ðåæèìå ñëàáîé ëîêàëèçàöèè, ßâëßåòñß ýôôåêò Ààðîíîâà–Áîìà (çàäàœà 56). Îí ïðîßâëßåòñß â ïåðèîäèœåñêîé çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè íåîäíîñâßçíîãî îáðàçöà (öèëèíäðà èëè êîëüöà) îò âåëèœèíû ïðîïóùåííîãî œåðåç íåãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Ïðîâîäèìîñòü çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîòîêà äàæå êîãäà ïîëå íåïîñðåäñòâåííî âíóòðè ïðîâîäíèêà ïðåíåáðåæèìî ìàëî, œòî ïîäœåðêèâàåò èíòåðôåðåíöèîííûé õàðàêòåð ñëàáîé ëîêàëèçàöèè.

Äðóãîå âàæíîå ßâëåíèå, íàáëþäàþùååñß â òåõ æå óñëîâèßõ, œòî è ñëàáàß ëîêàëèçàöèß, — íåñàìîóñðåäíßåìîñòü ïðîâîäèìîñòè^7) . Îêàçûâàåòñß, ïðîâîäèìîñòü ìîæåò ôëóêòóèðîâàòü ïðè èçìåíåíèè ðåàëèçàöèè áåñïîðßäêà èëè âíåøíåãî ïîëß íà âåëèœèíó ïîðßäêà e^2=h. Âåëèœèíà ýòèõ ôëóêòóàöèé íå çàâèñèò îò ðàçìåðà ñèñòåìû, åñëè îí ìåíüøå äëèíû ñáîß ôàçû L_’ = (Dø_’)^{1=2}. Â ñèñòåìàõ æå áî́ëüøåãî ðàçìåðà, ïðè L ¿ L_’, ôëóêòóàöèè ïðîâîäèìîñòè óáûâàþò â ñîîòâåòñòâèè ñ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé, êàê (L_’=L)^{3=2}e^2=h (â ðàçìåðíîñòè 3).

Èíòåðåñíî, œòî ôèçèœåñêèå ñâîéñòâà íåñàìîóñðåäíßþùåéñß œàñòè ïðîâîäèìîñòè ìîãóò çàìåòíî îòëèœàòüñß îò ñâîéñòâ ñðåäíåé ïðîâîäèìîñòè. Â œàñòíîñòè, êàê ìû óáåäèìñß â çàäàœå 57, â óñëîâèßõ ýôôåêòà Ààðîíîâà–Áîìà ýòè äâà âêëàäà â ïðîâîäèìîñòü îñöèëëèðóþò êàê ôóíêöèß ìàãíèòíîãî ïîòîêà ñ ðàçëèœíûìè ïåðèîäàìè — Φ_0 è Φ_0=2.

Ïîäâåäåì èòîã. Ïðè äîñòàòîœíî íèçêîé òåìïåðàòóðå, òðàíñïîðòíûå ñâîéñòâà ñèñòåì ñ ðàçìåðàìè ìíîãî áîëüøå àòîìíûõ îêàçûâàþòñß ñóùåñòâåííî êâàíòîâûìè. Äëß ýòîãî òðåáóåòñß ëèøü, œòîáû âûïîëíßëîñü óñëîâèå L ≲ L_’. Ðàçäåë ôèçèêè òâåðäîãî òåëà, èçóœàþùèé ñâîéñòâà òàêèõ ñèñòåì, íàçûâàåòñß ìåçîñêîïèêîé, ïîñêîëüêó ðàçìåðû ñèñòåìû äîëæíû áûòü äîñòàòîœíî âåëèêè, œòîáû èõ ìîæíî áûëî îïèñûâàòü ìàêðîñêîïèœåñêè (è ïðîâîäèòü èçìåðåíèß!), íî îäíîâðåìåííî äîñòàòîœíî ìàëû, œòîáû ìîæíî áûëî íàáëþäàòü êâàíòîâûå ýôôåêòû^8) .

З ад ача 55*. (Àíîìàëüíîå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå^9) .) Ñëàáàß ëîêàëèçàöèß ïîäàâëßåòñß ìàãíèòíûì ïîëåì, œòî ïðèâîäèò ê òàê íàçûâàåìîìó îòðèöàòåëüíîìó ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèþ. Œóâñòâèòåëü-

7) Ñàìîóñðåäíßåìîñòü — áëèçîñòü ñëóœàéíîé âåëèœèíû ê ñâîåìó ñðåäíåìó çíàœåíèþ, â êëàññèœåñêèõ çàäàœàõ îáûœíî âîçíèêàþùàß âñëåäñòâèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

8) Œèòàòåëü, æåëàþùèé óçíàòü ïîáîëüøå îá ýòîé àêòèâíî ðàçâèâàþùåéñß îáëàñòè, ìîæåò îáðàòèòüñß ê ïîïóëßðíîé ñòàòüå: B. L. Altshuler, P. A. Lee// Physics Today. 1988. V. 41 (12). P. 37.

9) Ñì. ðàáîòó: B. L. Altshuler, D. E. Khmelnitskii, A. I. Larkin, P. A. Lee// Phys. Rev. B. 1980. V. 20. P. 5142.

9.4 ] Çàäàœè ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè 55 –57 231

íîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ìàãíèòíîìó ïîëþ êàœåñòâåííî îáúßñíßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïðèñóòñòâèè ïîëß èíòåðôåðåíöèß àìïëèòóä ïðîõîæäåíèß ýëåêòðîíîì îäíîãî è òîãî æå (ñëóœàéíîãî) ïóòè â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèßõ îñëàáëßåòñß, ïîñêîëüêó ïîëå äåëàåò ôàçó âîëíîâîé ôóíêöèè çàâèñßùåé îò íàïðàâëåíèß ïðîõîæäåíèß òðàåêòîðèè, ïîäàâëßß òåì ñàìûì èíòåðôåðåíöèþ. Âåëèœèíà ýôôåêòà îïðåäåëßåòñß òåì, íàñêîëüêî âåëèê âêëàä â ïðîâîäèìîñòü îò òðàåêòîðèé áîëüøîãî ðàçìåðà L. Ìàãíèòíîå ïîëå B êàê áû èñêëþœàåò âêëàäû òðàåêòîðèé ñ BL^2 ⩾ Φ_0, îõâàòûâàþùèõ áîëüøå îäíîãî êâàíòà ïîòîêà Φ_0 = hc=e.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êâàíòîâîé ïîïðàâêè ê ïðîâîäèìîñòè îò ìàãíèòíîãî ïîëß â ðàçìåðíîñòè D = 2; 3. Ñœèòàéòå ïîëå êëàññèœåñêè ñëàáûì; èñïîëüçóéòå âûðàæåíèå (9.95) äëß ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïðîâîäèìîñòè œåðåç êóïåðîí, ââåäß â íåãî âðåìß ñáîß ôàçû ø_’. Ïîñêîëüêó âðåìß äèôôóçèîííîãî äâèæåíèß ïî òðàåêòîðèè ðàçìåðà L åñòü t = = L^2=D, â ìàãíèòíîì ïîëå B ¿ðàáîòàþò£ òîëüêî òðàåêòîðèè, âðåìß äâèæåíèß ïî êîòîðûì ìåíüøå t_B = Φ_0=(BD). Ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóåò îæèäàòü çàâèñèìîñòè ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïðîâîäèìîñòè îò ìàãíèòíîãî ïîëß ïðè t_B ß ø_’, ò. å. ïðè B ß Φ_0=(Dø_’).

Äëß ñðàâíåíèß îöåíèì âåëèœèíó ìàãíèòíîãî ïîëß, ïîäàâëßþùåãî êëàññèœåñêóþ ïðîâîäèìîñòü Äðóäå–Ëîðåíöà

œxx = ne^2ø m(1 + !^2_c ø^2)

; (9.30)

ãäå !0 = eB=mc — öèêëîòðîííàß œàñòîòà, ø — âðåìß ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Ñîãëàñíî (9.30) ïîäàâëåíèå íàœèíàåòñß ñ ïîëåé B�, ïðè êîòîðûõ !0 ß 1=ø . Ñðàâíèâàß ñ õàðàêòåðíûì ïîëåì Bc, ïîäàâëßþùèì êâàíòîâóþ ïîïðàâêó, âèäèì, œòî B� è Bc îòëèœàþòñß ïðèìåðíî â EF ø’=ℏ Æ 1 ðàç. Ïîýòîìó êâàíòîâàß ïîïðàâêà ïîäàâëßåòñß ïîëíîñòüþ óæå â êëàññèœåñêè ñëàáûõ ïîëßõ. Êðîìå òîãî, êëàññèœåñêèé è êâàíòîâûé ýôôåêòû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Ïîäàâëåíèå ìàãíèòíûì ïîëåì êâàíòîâîé ïîïðàâêè, îòðèöàòåëüíîé ïî çíàêó, ïðèâîäèò ê îòðèöàòåëüíîìó ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèþ, íàáëþäàåìîìó â îáëàñòè âåñüìà ñëàáûõ ïîëåé. Êëàññèœåñêîå æå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå ïîëîæèòåëüíî.

З ад ача 56*. (Ýôôåêò Àðîíîâà–Áîìà^{10}) .) Â çàäàœå 55 áûëî ïîêàçàíî, œòî ïîäàâëåíèå ñëàáîé ëîêàëèçàöèè ìàãíèòíûì ïîëåì ïðèâîäèò ê àíîìàëüíîìó ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèþ. Íî ýòîò ýôôåêò íàêëàäûâàåòñß íà êëàññèœåñêîå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå. Íåëüçß ëè ñäåëàòü òàê, œòîáû ýôôåêò êëàññèœåñêîãî ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèß èñêëþœàëñß àâòîìàòèœåñêè? Îêàçûâàåòñß, ìîæíî. Äëß ýòîãî íåîáõîäèìî ñäåëàòü òàê, œòîáû ìàãíèòíîå ïîëå â îáðàçöå âîîáùå îòñóòñòâîâàëî, íî âåêòîðïîòåíöèàë áûë áû îòëèœåí îò íóëß. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèå äëß êóïåðîíà, ïîëóœåííîå â çàäàœå 55, âõîäèò èìåííî âåêòîð-ïîòåíöèàë A(r) ñëàáîëîêàëèçàöèîííàß ïðîâîäèìîñòü áóäåò ¿œóâñòâîâàòü£ òàêîå ïîëå.

10) Ñì. ðàáîòó: Á. Ë. Àëüòøóëåð, À. Ã. Àðîíîâ, Á. Ç. Ñïèâàê// Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. 1981. Ò. 33. Ñ. 101.

232 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Êîíåœíî, ïîñêîëüêó ïðîâîäèìîñòü êàëèáðîâîœíî èíâàðèàíòíà, èíòåðåñóþùèé íàñ âåêòîð-ïîòåíöèàë A(r) íå äîëæåí ñâîäèòüñß ê œèñòîé êàëèáðîâêå.

Óœèòûâàß ýòè ñîîáðàæåíèß, ðàññìîòðèì íåîäíîñâßçíûé îáðàçåö, à èìåííî, ìåòàëëèœåñêèé öèëèíäð, œåðåç êîòîðûé ïðîïóùåí ìàãíèòíûé ïîòîê Φ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, œòî ìàãíèòíîå ïîëå îòëèœíî îò íóëß òîëüêî â ïîëîñòè öèëèíäðà. Òîãäà íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà èìååòñß îòëèœíûé îò íóëß âåêòîð-ïîòåíöèàë A(r), òàêîé, œòî ∮ Adr = Φ; (9.31)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñß ïî ëþáîìó êîíòóðó, îõâàòûâàþùåìó ïîëîñòü. Òàêîé âåêòîð-ïîòåíöèàë ìåíßåò ôàçû âîëíîâûõ ôóíêöèé ýëåêòðîíîâ è âëèßåò íà èíòåðôåðåíöèîííûå ßâëåíèß (ýòî âëèßíèå íàçûâàåòñß ýôôåêòîì Àðîíîâà–Áîìà).

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè öèëèíäðà, óñðåäíåííîé ïî áåñïîðßäêó, îò ìàãíèòíîãî ïîòîêà Φ. Ïîêàæèòå, œòî ýôôåêò Ààðîíîâà– Áîìà ïðèâîäèò ê îñöèëëèðóþùåé çàâèñèìîñòè ïðîâîäèìîñòè îò Φ ñ ïåðèîäîì Φ_0=2 = hc=2e.

З ад ача 57*. (Ìåçîñêîïèœåñêàß ïðîâîäèìîñòü^{11}) .) Íàéäåííûå â çàäàœå 56 îñöèëëßöèè ïðîâîäèìîñòè öèëèíäðà, êàê ôóíêöèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ñ ïåðèîäîì Φ_0=2 âûãëßäßò íåñêîëüêî ïîäîçðèòåëüíî. Âåäü è ýíåðãèß, è âîëíîâàß ôóíêöèß êàæäîãî ýëåêòðîíà ñèñòåìû ïåðèîäèœíû ïî ìàãíèòíîìó ïîòîêó ñ ïåðèîäîì Φ_0. Íàïðèìåð, äëß ýëåêòðîíà, äâèãàþùåãîñß ïî êîëüöó áåç ïðèìåñåé, óðîâíè ýíåðãèè åñòü E_m = = ℏ^2=(2m_eR^2) (m � Φ=Φ_0)^2, ãäå m_e — ìàññà ýëåêòðîíà, à m — åãî ìàãíèòíîå êâàíòîâîå œèñëî. Ïðè Φ = Φ_0=2 ñèñòåìà ñîâåðøåííî íå ïîõîæà íà ñèñòåìó ñ íóëåâûì ïîòîêîì. Ýëåêòðîí, îáõîäß öèëèíäð, ìåíßåò ïðè Φ = Φ_0=2 çíàê ñâîåé âîëíîâîé ôóíêöèè, ò. å. ýôôåêò ìàãíèòíîãî ïîòîêà îêàçûâàåòñß íàèáîëåå ñèëüíûì. Êàêèì æå îáðàçîì ïåðèîä îñöèëëßöèé ïðîâîäèìîñòè îêàçûâàåòñß ðàâíûì Φ_0=2?

Îòâåò ñîñòîèò â òîì, œòî ýòî åñòü ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó. Äåéñòâèòåëüíî, âûœèñëßß ñëàáîëîêàëèçàöèîííóþ ïîïðàâêó, ìû óœèòûâàåì òîëüêî èíòåðôåðåíöèþ äâóõ òðàåêòîðèé, âîçâðàùàþùèõñß â èñõîäíóþ òîœêó. Èíûìè ñëîâàìè, ìû âûœèñëßåì èíòåðôåðåíöèîííûé âêëàä â âåðîßòíîñòü ¿çàñòðåâàíèß£ ýëåêòðîíà â êàêîé-òî òîœêå îáðàçöà. Îäíàêî èìååòñß òàêæå èíòåðôåðåíöèîííûé âêëàä â âåðîßòíîñòü ïåðåìåùåíèß ýëåêòðîíà èç îäíîé òîœêè â äðóãóþ, è îí óñòðîåí èíàœå. Ýòîò âêëàä îïðåäåëßåòñß òðàåêòîðèßìè, ñîåäèíßþùèìè äâå ðàçëèœíûå òîœêè A è B è îáõîäßùèìè ïîëîñòü öèëèíäðà ñ ðàçíûõ ñòîðîí. Ðàçíîñòü ôàç ìåæäó òàêèìè òðàåêòîðèßìè ðàâíà 2ßΦ=Φ_0. Òàêèì îáðàçîì, èíòåðôåðåíöèß ìåæäó íèìè ïðèâîäèò ê îñöèëëßöèßì ñ ïåðèîäîì Φ_0. Îäíàêî âêëàä ýòèõ òðàåêòîðèé ñîäåðæèò òàêæå áîëüøóþ ôàçó ïîðßäêà

11) Ñì. ðàáîòû: P. A. Lee, A. D. Stone// Phys. Rev. Lett. 1985. V. 55. P. 1622; Á. Ë. Àëüòøóëåð// Ïèñüìà â ÆÝÒÔ. 1985. Ò. 51. Ñ. 530.

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 233

` = p_F L, ãäå L — äëèíà òðàåêòîðèè. Ýòà ôàçà çàâèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè, ò. å. îò ðåàëèçàöèè áåñïîðßäêà. Åñëè ìû òåïåðü óñðåäíèì ïðîâîäèìîñòü ïî áåñïîðßäêó, òî ýòîò âêëàä èñœåçíåò èç-çà óñðåäíåíèß ïî ôàçå `. Åñëè æå ïî áåñïîðßäêó íå óñðåäíßòü, à ðàññìàòðèâàòü îáðàçåö ñ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé áåñïîðßäêà, òî åãî ïðîâîäèìîñòü äîëæíà èìåòü ïåðèîä Φ_0.

Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåîáûœíàß ñèòóàöèß: íåóñðåäíåííàß ïî áåñïîðßäêó ïðîâîäèìîñòü, çàâèñßùàß îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè ñëóœàéíîãî ïîòåíöèàëà, îñöèëëèðóåò êàê ôóíêöèß Φ ñ ïåðèîäîì Φ_0, â äâà ðàçà áî́ëüøèì, œåì ïåðèîä Φ_0=2 îñöèëëßöèé óñðåäíåííîé ïðîâîäèìîñòè. Œòîáû ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé êàœåñòâåííîé êàðòèíû, íóæíî âûœèñëèòü âåëèœèíó, â êîòîðîé âêëàä ñ ïåðèîäîì Φ_0 íå âûïàäàåò ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðßäêó. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ïðîâîäèìîñòåé ïðè ðàçíûõ çíàœåíèßõ ïîòîêà è óñðåäíèì åãî ïî áåñïîðßäêó:

K_{Φ;Φ}0 = hœ_{fffi} (Φ)œ_{¯˚} (Φ^0)i_{áåñï} � hœ_{fffi} (Φ)i_{áåñï}hœ_{¯˚} (Φ^0)i_{áåñï}: (9.32)

Êàæäàß èç ïðîâîäèìîñòåé â ýòîì âûðàæåíèè äàåòñß äî óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó äèàãðàììîé íà ðèñ. 9.5, â êîòîðîé æèðíàß ëèíèß îáîçíàœàåò òîœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 9.1. Ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðßäêó íàñ èíòåðåñóþò ïåðåêðåñòíûå œëåíû, ïîýòîìó ìû äîëæíû ñâßçàòü ïðèìåñíûìè ëèíèßìè ôóíêöèè Ãðèíà â ðàçíûõ ïåòëßõ. Èç-çà óñðåäíåíèß ïî íàïðàâëåíèßì èìïóëüñîâ ïðèìåñíóþ ëåñòíèöó â êàæäóþ èç ïåòåëü âñòàâëßòü íå íàäî. Ïðè ýòîì ìû äîëæíû ïîñòàðàòüñß ñäåëàòü òàê, œòîáû ïðèìåñíûå ëèíèè íå ïåðåñåêàëèñü. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàþòñß äâå äèàãðàììû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 9.10.

Ðèñ. 9.10

Âûœèñëèòå ýòè äèàãðàììû è íàéäèòå êîððåëßòîð ïðîâîäèìîñòåé (9.32) ïðè ðàçíûõ çíàœåíèßõ ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Äàííàß çàäàœà èëëþñòðèðóåò òî ëþáîïûòíîå îáñòîßòåëüñòâî, œòî ôèçèœåñêèå ñâîéñòâà óñðåäíåííîé ïî áåñïîðßäêó âåëèœèíû (â äàííîì ñëóœàå, ïðîâîäèìîñòè) ìîãóò ïðèíöèïèàëüíî îòëèœàòüñß îò ñâîéñòâ òîœíîé, íåóñðåäíåííîé âåëèœèíû.

9.5. Решения задач 50–57

50а. Íàéäåì ôóíêöèþ Ãðèíà, óñðåäíåííóþ ïî áåñïîðßäêó, èñïîëüçóß èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä bH = bH_0 +

234 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

+ bH_{int}, ãäå bH_0 — êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß, à bH_{int} = P i bH_i — ïîòåíöèàë

ïðèìåñåé:

bH_i = ∫∫ ^+(p)u(p � p^0)(p^0) e^{i(p�p0 )ri} d

3p d^3p^0 (2ß)^6

: (9.33)

(Çäåñü u(p) = ∫ u(r)e^{�ipr}d^3r — ôóðüå-îáðàç ïîòåíöèàëà îäíîé ïðèìåñè.) Ñœèòàß bH_{int} âîçìóùåíèåì, ðàçëîæèì ôóíêöèþ Ãðèíà â ðßä ïî ïîòåíöèàëó (ðèñ. 9.11) è óñðåäíèì ïîœëåííî.

Ðèñ. 9.11 Ïåðâîå ñëàãàåìîå îò ïîòåíöèàëà íå çàâèñèò, è åñòü ïðîñòî ôóíêöèß Ãðèíà ñâîáîäíîé œàñòèöû:

G^{(0)}(”; p; p^0) = (2ß)^3G_0(”; p)ffi(p � p^0): (9.34)

Âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò âèä P i G^{(1)}_i , ãäå

G_i^{(1)}(”; p; p^0) = G_0(”; p)u(p � p^0)e^{i(p�p0 )ri} G_0(”; p^0): (9.35) Óñðåäíåíèå ïî ïîëîæåíèßì ïðèìåñåé r_i ìîæíî âûïîëíèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû he^{iqr}i = 1 V ∫ e^{iqri} d^3r_i = 1 V (2ß)^3ffi(q): (9.36)

Ïîëóœàåì hG_i^{(1)}(”; p; p^0)i = [G_0(p)]^2(2ß)^3ffi(p � p^0) u^0 V : (9.37) Ñóììà ïî i äàåò

hG^{(1)}(”; p; p^0)i = nu_0(2ß)^3ffi(p � p^0)[G_0(p)]^2; (9.38) ãäå n = N=V — êîíöåíòðàöèß ïðèìåñåé.

Ïåðåéäåì ê òðåòüåìó ñëàãàåìîìó, èìåþùåìó âèä P ij G^{(2)}_{ij} , ãäå

G^{(2)}_{ij} (”; p; p^0) = G_0(p)G_0(p^0) � � ∫ u(p � p_1)u(p_1 � p^0)G_0(p_1)e^{�i(p�p1)ri�i(p1�p0)rj} d 3p1 (2ß)^3

: (9.39)

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò âêëàäû äâóõ ðàçëèœíûõ ïðîöåññîâ: äâóêðàòíîãî ðàññåßíèß íà îäíîé ïðèìåñè (i = j), è îäíîêðàòíîãî ðàññåßíèß íà äâóõ ðàçëèœíûõ ïðèìåñßõ (i 6= j). Ïðè óñðåäíåíèè ýòè âêëàäû íàäî ðàçäåëßòü.

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 235

Â ñëóœàå i = j óñðåäíßåì ïî ôîðìóëå

he^{�i(p�p0 )ri} i = 1 V (2ß)^3ffi(p � p^0) (9.40) è ïîëóœàåì

hG^{(2)}_{ii} (”; p; p^0)i = = 1 V (2ß)^3ffi(p � p^0)G^2_0(”; p) ∫fi fiu(p � p_1)fi^2G_0(”; p_1) d^3p^1 (2ß)^3

: (9.41)

Âî âòîðîì ñëóœàå (i 6= j) óñðåäíåíèå âûãëßäèò òàê:

he^{�i(p�p1)ri�i(p1�p0)rj} i = 1 V^2

(2ß)^6ffi^{(3)}(p � p_1)ffi(p_1 � p^0): (9.42)

Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì

hG^{(2)}_{ij} (”; p; p^0)i = 1 V^2

(2ß)^3ffi(p � p^0)G^3_0(”; p)u^2_0: (9.43)

Ïîñëå ñóììèðîâàíèß ïî âñåì ïðèìåñßì âûðàæåíèå (9.41) óìíîæàåòñß íà N, à âûðàæåíèå (9.43) — íà N^2. Ïîëóœàþòñß äâà âêëàäà, ïðîïîðöèîíàëüíûå ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé n = N=V ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè óñðåäíåíèè ñëåäóþùèõ œëåíîâ ðàçëîæåíèß ôóíêöèè Ãðèíà ïî ïîòåíöèàëó ïðèìåñåé, òðåòüåé è áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé, îáîçíàœåííûõ òîœêàìè íà ðèñ. 9.11, ïîñòóïèì òàê. Â êàæäîì ïîðßäêå âûäåëèì ïðîöåññû ðàññåßíèß, êîãäà íà êàæäîé ïðèìåñè ýëåêòðîí ðàññåèâàåòñß ëèáî îäèí ðàç, ëèáî äâà. Áîëåå âûñîêèìè ïîðßäêàìè áóäåì ïðåíåáðåãàòü, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë ñëàáûé. Ïîñëå óñðåäíåíèß è ñóììèðîâàíèß ðßäà, ñâîäßùåãîñß, êàê îáûœíî, ê ãåîìåòðèœåñêîé ïðîãðåññèè, âêëàäû îäíîêðàòíûõ è äâóêðàòíûõ ïðîöåññîâ ðàññåßíèß âûðàæàþòñß êàê ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü óñðåäíåííîé ãðèíîâñêîé ôóíêöèè. Åå íåòðóäíî íàéòè, ñðàâíèâàß âûðàæåíèß (9.38), (9.41), è (9.43) ñ ðàçëîæåíèåì

hG(”; p; p^0)i = (2ß)^3ffi(p � p^0) ı G^{�1}_0 (”; p) � D � Eȷ_{�1} (9.44)

â ðßä ïî �.

Îòìåòèì åùå ðàç, œòî ïðåíåáðåœü äâóêðàòíûì ðàññåßíèåì ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíîêðàòíûìè íåëüçß. Ñîãëàñíî òåîðåìå óíèòàðíîñòè (ñì. çàäàœó 15), èìåííî äâóêðàòíûå ïðîöåññû ðàññåßíèß è îïðåäåëßþò áîðíîâñêîå ñåœåíèå ðàññåßíèß. Äåéñòâèòåëüíî, ñåœåíèå ðàññåßíèß ðàâíî ìíèìîé œàñòè àìïëèòóäû ðàññåßíèß, â òî âðåìß êàê áîðíîâñêàß àìïëèòóäà ïåðâîãî ïîðßäêà œèñòî âåùåñòâåííà.

Âûðàæåíèå (9.38) äàåò âêëàä â �, ðàâíûé � �^{(1)} ff = nu_0; (9.45)

ãäå n = N=V . Âûðàæåíèå (9.43) ïîïðàâîê ê � íå äàåò. Îíî ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïðîñòî œëåí âòîðîãî ïîðßäêà â ðàçëîæåíèè hG(”; p; p^0)i ïî � �^{(1)} ff .

236 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Âêëàä � �^{(1)} ff äåéñòâèòåëåí è íå çàâèñèò îò p. Ïîýòîìó åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåíîðìèðîâêó õèìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà

¯ ! ¯^� = ¯ � h�^{(1)}i: (9.46)

Ãîðàçäî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßåò âêëàä îò äâóêðàòíûõ ïðîöåññîâ ðàññåßíèß. Âûðàæåíèå (9.41) äàåò D �^{(2)} E (ii) = N V ∫fi fiu(p � p_1)fi^2G_0(p; !) d^3p^1 (2ß)^3

: (9.47)

Êàê ìû âèäåëè â ãë. 3, ñ òîœêè çðåíèß òåîðèè ðàññåßíèß ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëßåò ñîáîé âòîðîé œëåí áîðíîâñêîãî ðàçëîæåíèß àìïëèòóäû ðàññåßíèß âïåðåä. Åãî ìíèìàß œàñòü, ñ òîœíîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà, åñòü ïðîñòî ïîëíîå áîðíîâñêîå ñåœåíèå ðàññåßíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå êâàäðàòó áîðíîâñêîé àìïëèòóäû ïåðâîãî ïîðßäêà, ïðîèíòåãðèðîâàííîé ïî óãëàì.

Íàéäåì �^{(2)} äëß ffi-ôóíêöèîííûõ ïðèìåñåé (äëß êðàòêîñòè çíàê óñðåäíåíèß ïî ïðèìåñßì çäåñü è äàëåå áóäåì îïóñêàòü). Ôóðüåðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà u(r) = u_0ffi^{(3)}(r) åñòü êîíñòàíòà: u(q) = = ∫ u(r)e^{�iqr} d^3r = u_0. Ïîýòîìó

�^{(2)} = ∫ ju(p � p_1)j^2G_0(p_1) d 3p1 (2ß)^3

= u^2_0 ∫ G_0(p_1) d 3p1 (2ß)^3 = = u 2 0 (2ß)^3 ∫ d^3p ” � ¸ + i0 sgn ”

= 4ßu 2 0 (2ß)^3 p^2_0 V0 ∫ d¸ ” � ¸ + i0 sgn ” = = 4ßu 2 0 (2ß)^3 mp_0(�ßi) sgn ” = � i 2ß u^2_0mp_0 sgn ”: (9.48)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñó p_1 â ¸-ïðèáëèæåíèè âûäåëßåò âêëàä, ñâßçàííûé ñ ðåçêîé ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ. Îí — ìíèìûé, è åãî çíàê ìåíßåòñß íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ñêàœêîì, êàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî àíàëèòèœåñêèì ñâîéñòâàì ïðèœèííîé ãðèíîâñêîé ôóíêöèè. Áîëåå òîœíîå èíòåãðèðîâàíèå, ñ óœåòîì âêëàäîâ îò èìïóëüñîâ, äàëåêèõ îò ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, ìîãëî áû äàòü âêëàä â âåùåñòâåííóþ œàñòü �^{(2)}, ðåãóëßðíóþ âáëèçè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Ðàññìàòðèâàòü òàêèå âêëàäû, ïðåäñòàâëßþùèå ñîáîé ïîïðàâêè áîëåå âûñîêîãî ïîðßäêà ê õèìèœåñêîìó ïîòåíöèàëó ¯, ìû íå áóäåì. Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì

�^{(2)} = � i 2ø sgn ”; (9.49)

ãäå âðåìß ðàññåßíèß ø äàåòñß âûðàæåíèåì 1 ø = mp^0n ß fi fi fi ∫ u(r) d^3r fi fi fi^2: (9.50)

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 237

Îêîíœàòåëüíî ïîëóœàåì ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå

hG(”; p; p^0)i = (2ß)

3ffi(p � p^0) ” � p^2=2m + ¯^� + (i=2ø ) sgn ”

: (9.51)

Ê òàêîìó æå ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè è äðóãèì, íåñêîëüêî ìåíåå òßæåëîâåñíûì ñïîñîáîì, èñïîëüçóß óðàâíåíèå Äàéñîíà. Ñíîâà ïðåäñòàâèì òîœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå ðßäà ðèñ. 9.11 ïî ïîòåíöèàëó. Óñðåäíßß êàæäûé œëåí ïî ïîëîæåíèßì ïðèìåñåé, áóäåì ïîëüçîâàòüñß ñòàíäàðòíûìè îáîçíàœåíèßìè: ïîòåíöèàë ïðèìåñè îáîçíàœèì âîëíèñòîé ëèíèåé, ïðèœåì â ñëóœàßõ, êîãäà ðàññåßíèå íà îäíîé è òîé æå ïðèìåñè ïðîèñõîäèò äâà ðàçà^{12}) , áóäåì âìåñòî äâóõ âîëíèñòûõ ëèíèé ðèñîâàòü îäíó øòðèõîâóþ ëèíèþ, ñîåäèíßþùóþ òîœêè âçàèìîäåéñòâèß.

Äàëåå, êàæäóþ äèàãðàììó, äàþùóþ âêëàä â ñðåäíåå ãðèíîâñêîé ôóíêöèè, ðàçîáüåì íà ñâßçíûå ãðàôèêè, ïðèœåì, åñòåñòâåííî, áóäåì ñœèòàòü øòðèõîâûå ëèíèè ñîñòàâíîé œàñòüþ ãðàôèêîâ. (Íàïîìíèì, œòî ñâßçíûì íàçûâàåòñß ãðàôèê, êîòîðûé íåëüçß ðàçáèòü íà œàñòè, óäàëèâ êàêóþ-íèáóäü îäíó ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ.) Ñóììà âñåõ òàêèõ ñâßçíûõ ãðàôèêîâ åñòü ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü �. Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß Äàéñîíà ôóíêöèß Ãðèíà G ìîæåò áûòü âûðàæåíà œåðåç � è çàòðàâîœíóþ ãðèíîâñêóþ ôóíêöèþ G_0 (ñì. (4.9)). Òàêèì îáðàçîì ïîëóœàåì:

hGi = G_0 + G_0�hGi; èëè hGi^{�1} = G^{�1}_0 � �: (9.52)

Çäåñü çàòðàâîœíàß ôóíêöèß Ãðèíà åñòü G^{�1}_0 = ” � ¸ + i0 sgn ”.

Ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü, âçßòàß â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè, ñîäåðæèò âêëàä îò îäíîêðàòíîãî âçàèìîäåéñòâèß ñ ïîòåíöèàëîì ïðèìåñåé, êîòîðîìó ñîïîñòàâëßåòñß ñðåäíåå îò ýòîãî ïîòåíöèàëà nu_0, à òàêæå âêëàä îò äâóêðàòíîãî ðàññåßíèß, èçîáðàæàåìûé íà äèàãðàììàõ øòðèõîâîé ëèíèåé, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò áîðíîâñêàß àìïëèòóäà âòîðîãî ïîðßäêà. Ïðè ýòîì, ñëåäóß ¿îñíîâíîìó ïðèíöèïó£ òåõíèêè óñðåäíåííèß ïî áåñïîðßäêó (ñì. ðàçä. 9.6), ìû ïðåíåáðåãàåì ãðàôèêàìè ñ ïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè. Ãðàôèœåñêè, óðàâíåíèå Äàéñîíà äëß ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêîé œàñòè èìååò âèä

Ðèñ. 9.12

12) Â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè äëß ñëàáîãî ïîòåíöèàëà ðàññåßíèß äîñòàòîœíî îãðàíèœèòüñß îäíîêðàòíûìè è äâóêðàòíûìè ïðîöåññàìè ðàññåßíèß.

238 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ò. å.

�(”; p) = nu_0 + n ∫ ju(p � p1)j^2 ” � ¸p_1 � �(”; p1) + i0 sgn ” d^3p1 (2ß)^3

: (9.53)

Œòîáû ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå, çàìåòèì, œòî â ñëóœàå ffi-ôóíêöèîííûõ ïðèìåñåé ôóðüå-êîìïîíåíòà u(p � p_1) = u_0 âûíîñèòñß èç-ïîä èíòåãðàëà (9.53). Ýòî ïîçâîëßåò èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ôóíêöèè �(”), çàâèñßùåé òîëüêî îò ”. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â òàêîé ôîðìå: �(”) = ffi¯ � − (i=2ø) sgn ”. Ïîäñòàâèâ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå Äàéñîíà (9.53), óáåæäàåìñß, œòî ðåøåíèå äàåòñß ñóììîé âûðàæåíèé (9.45) è (9.49). Èòàê, óñðåäíßß ïî áåñïîðßäêó, íàõîäèì

hG(”; p)i = 1 ” � p^2=2m + ¯^� + (i=2ø ) sgn ”

: (9.54)

50б. Òåïåðü íåòðóäíî ïîëóœèòü ñðåäíåå ãðèíîâñêîé ôóíêöèè â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Â ôóðüå-îáðàçå ôóíêöèè Ãðèíà G(”; r) = = ∫ G(”; p)e^{ipr} d 3p (2ß)^3 ïåðåõîäèì ê èíòåãðàëó ïî ¸:

hG(”; r)i = 4ß (2ß)^3 ∫ p0 v0jrj sin jrjp(¸) d¸ ” � ¸ + (i=2ø ) sgn ”

; (9.55)

ãäå p(¸) = p_0 + ¸=v_F . Âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ¸ ìîæíî òîœíî òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê â çàäàœå 22 (ñì. ôîðìóëû (5.23) è (5.25)). Ïðè ýòîì ñäâèã ïîëþñà ” ! ” + i sgn ”=2ø ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ìíîæèòåëþ:

hG(”; r)i = G_0(”; r) e^{�jrj=2l}; (9.56)

ãäå G_0(”; r) = � m 2ßjrj exp h i sgn ” ı p_0 + ” vF ȷ jrj i , à l = v_F ø — äëèíà

ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, âûœèñëåííàß ïî áîðíîâñêîìó ñåœåíèþ ðàññåßíèß. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåòñß êâàçèêëàññèœåñêîå âûðàæåíèå (9.18).

51. Âûœèñëèì ïðîâîäèìîñòü â îäíîðîäíîì ïåðåìåííîì ýëåêòðèœåñêîì ïîëå, èñïîëüçóß òåîðèþ âîçìóùåíèé ïî ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. Âîñïîëüçóåìñß ïðèâåäåííûì â óñëîâèè çàäàœè ñîîòíîøåíèåì (9.15) ìåæäó ïðîâîäèìîñòüþ è ìàöóáàðîâñêèì êîððåëßòîðîì òîê– òîê �_{fffi}(i!_n).

Äàæå åñëè íàñ èíòåðåñóåò ñòàòèœåñêàß ïðîâîäèìîñòü, ëóœøå ñíàœàëà ðàññìîòðåòü ïðîâîäèìîñòü íà êîíåœíîé œàñòîòå, à çàòåì óñòðåìèòü œàñòîòó ê íóëþ. Äåëî â òîì, ïðîâîäèìîñòü ¿ïëîõî ñåáß âåäåò£ â ïðåäåëå íóëåâîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. Äåéñòâèòåëüíî, ñòàòèœåñêàß ïðîâîäèìîñòü œèñòîãî ìåòàëëà, ò. å. èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà, îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü, â òî âðåìß êàê ïðîâîäèìîñòü íà ïåðåìåííîì òîêå êîíåœíà: œ(!) = ine^2=m!. Ïîýòîìó, äàæå â ïðèñóòñòâèè ðàññåßíèß, ïðàâèëüíî ñíàœàëà ðàññìàòðèâàòü òîê â ïåðåìåííîì ïîëå, è óæå ïîòîì ïåðåõîäèòü ê ñòàòèœåñêîìó ïðåäåëó.

Ñîãëàñíî (9.22) äëß íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ œàñòèö êîððåëßòîð òîê– òîê âûðàæàåòñß œåðåç ïðîèçâåäåíèå äâóõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé. Ãðàôèœåñêè âûðàæåíèå (9.22) äëß �_{fffi}(i!_n) èçîáðàæàåòñß ïåòëåâîé äèàãðàì-

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 239

ìîé, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 9.13. Âîëíèñòûå ëèíèè â âåðøèíàõ îáîçíàœàþò

êîìïîíåíòû îïåðàòîðà òîêà bj_ff = �i eℏ 2m ^+r_ff + h:c:

Çàïèøåì ñðåäíåå êîððåëßòîðà �_{fffi}(i!_n) ïî áåñïîðßäêó:

h�_{fffi}(i!_n)i = e^2 T P ”_k D Tr ı bG^M (i”_k + i!_n)bv_ff bG^M (i”_k)bv_fi ȷ E ; (9.57)

ãäå ”_k = (2k + 1)ßT , à bv_ff = bp_ff=m — êîìïîíåíòû îïåðàòîðà ñêîðîñòè. Ðåçóëüòàò óñðåäíåíèß ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó ãðàôèêîâ, èìåþùèõ âèä ïåòëè èç ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 9.13, âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè îäåòîé ïðèìåñíûìè ëèíèßìè.

Ðèñ. 9.13

Ãëàâíûé âêëàä ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðßäêó â ñëóœàå ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé p_0l Æ 1 äàþò ãðàôèêè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ïðèìåñíûìè ëèíèßìè íà ðèñ. 9.14. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ãðàôèêè òàêîãî òèïà, òî óñðåäíåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñß.

Çàìåòèì œòî, âîîáùå ãîâîðß, ñðåäíåå hG^M (”)G^M (”^0)i ïî áåñïîðßäêó íå ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñðåäíèõ hG^M (”)ihG^M (”^0)i.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè íåïåðåñåêàþùèõñß ïðèìåñíûõ ëèíèé â ðàçíîñòü hG^M (”)G^M (”^0)i � hG^M (”)ihG^M (”^0)i äàþò âêëàä äèàãðàììû, ñîäåðæàùèå ïðèìåñíûå ëèíèè, ñîåäèíßþùèå G^M (”) è G^M (”^0), ïîäîáíûå âòîðîìó è œåòâåðòîìó ãðàôèêàì íà ðèñ. 9.14. Èíûìè ñëîâàìè, îòëèœèå hG^M (”)G^M (”^0)i îò hG^M (”)ihG^M (”^0)i îáóñëîâëåíî ïðèìåñßìè, âõîäßùèìè îäíîâðåìåííî è â G^M (”), è â G^M (”^0).

Ðèñ. 9.14

Îäíàêî, îêàçûâàåòñß, œòî äëß òîœåœíûõ ffi-ïðèìåñåé ëþáûå òàêèå äèàãðàììû ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ïðèìåñíûìè ëèíèßìè îêàçûâàþòñß ðàâíûìè íóëþ. Ïðèœèíà ýòîãî çàêëþœàåòñß â òîì, œòî äëß òîœåœíûõ ïðèìåñåé âåëèœèíà äèàãðàììû íå çàâèñèò îò ïåðåäàâàåìîãî ïî ïðèìåñíîé ëèíèè èìïóëüñà. Ïîýòîìó, ñîåäèíèâ äâå ôóíêöèè Ãðèíà íà ðèñ. 9.13 øòðèõîâîé ëèíèåé, ìû ¿ðàçâßçûâàåì£ èìïóëüñû â âåðøèíàõ äèàãðàììû. Â ðåçóëüòàòå, ïîñêîëüêó òîêîâàß âåðøèíà íåœåòíà ïî èìïóëüñó, ëþáàß òàêàß äèàãðàììà îáðàùàåòñß â íóëü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî èìïóëüñàì. Èòàê, â çàäàœå î ïðîâîäèìîñòè â ïðèáëèæåíèè íåïåðåñåêàþùèõñß ïðèìåñíûõ ëèíèé îòëèœèå hG^M (”)G^M (”^0)i îò hG^M (”)ihG^M (”^0)i ìîæíî íå óœèòûâàòü.

Çàìåòèì, œòî c òîœíî òàêîé æå ñèòóàöèåé ìû óæå âñòðåœàëèñü â çàäàœå 14, ãäå òîœåœíîñòü ðàññåèâàòåëß ïðèâîäèëà ê çàíóëåíèþ äèàãðàìì ñ ðàçäåëåííûìè òîêîâûìè âåðøèíàìè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî èìïóëüñàì.

240 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî, œòî ðàññåßíèå œèñòî èçîòðîïíîå, ò. å. ïðè ðàññåßíèè îòñóòñòâóåò êàêàß-ëèáî êîððåëßöèß ìåæäó íàïðàâëåíèßìè íàœàëüíîé è êîíåœíîé ñêîðîñòè. Ïîýòîìó îïèñàííîå óïðîùåíèå èìååò ìåñòî òîëüêî äëß òîœåœíûõ ïðèìåñåé, ðàññåèâàþùèõ â s-êàíàëå, êîãäà øtr = ø . Äëß ïðèìåñåé, ðàññåèâàþùèõ íå òîëüêî â s-êàíàëå, ýòè äâà âðåìåíè íå ðàâíû. Â ýòîì ñëóœàå ïðèõîäèòñß ñóììèðîâàòü ëåñòíèöó, íàïîìèíàþùóþ äèôôóçèîííóþ (ñì. ðèñ. 9.7), íî ñ âåêòîðíûìè âåðøèíàìè, â ðåçóëüòàòå œåãî è ïðîèñõîäèò çàìåíà ø íà øtr.

Óœèòûâàß ýòî îáñòîßòåëüñòâî, ìû âèäèì, œòî óñðåäíåíèå äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà â (9.57) ðàñöåïëßåòñß â ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ:

h�_{fffi}(i!_n)i = e^2T P ”_k Tr � b G^M (i”_k + i!_n) ff bv_ff � b G^M (i”_k) ff bv_fi � : (9.58)

Ôóíêöèß Ãðèíà, óñðåäíåííàß ïî áåñïîðßäêó, ñîãëàñíî (9.17), èìååò âèä

hG(”_k; p)i = � i”_k � ¸(p) + i 2ø sgn ”_k

�_{�1}

. Ïîýòîìó âûðàæåíèå (9.58) ìîæíî çàïèñàòü òàê:

h�_{fffi}(i!_n)i = e^2 T P ”_k ∫ (pff=m)(p_fi =m) (ie”^0_k � ¸(p))(ie”_k � ¸(p)) d^3p (2ß)^3

; (9.59)

ãäå e”_k = ”_k + !_n + 1 2ø sgn(”_k + !_n), e”_k = ”_k + 1 2ø sgn ”_k.

Ïðåæäå œåì ïðèñòóïèòü ê âûœèñëåíèþ âûðàæåíèß (9.59), ïðîâåðèì, œòî âûïîëíßåòñß òîæäåñòâî h�_{fffi}(0)i = �(ne^2=m) ffi_{fffi} . Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß ñîîòíîøåíèåì p � b G^M (i”; p) ff_2

= m r_p D bG^M (i”; p) E ; (9.60)

è ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (9.59), âçßòîå ïðè ”^0_k = ”_k, â òàêîì âèäå:

h�_{fffi}(0)i = e 2 m T P ”_k ∫ p_ffr_{pfi} D bG^M (i”_k; p)

E d3p

(2ß)^3

: (9.61)

Èíòåãðàë ïî d^3p âîçüìåì ïî œàñòßì, ïåðåíåñß äåéñòâèå r_{pfi} íà p_ff:

h�_{fffi}(0)i = � e 2 m ffi_{fffi} T P ”_k ∫ D bG^M (i”_k; p)

E d3p

(2ß)^3

: (9.62)

Óœèòûâàß èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå (2.12) ìåæäó ïëîòíîñòüþ œàñòèö è ôóíêöèåé Ãðèíà, ïîëóœàåì òðåáóåìîå òîæäåñòâî.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê âûœèñëåíèþ âûðàæåíèß (9.59). Ñ òåõíèœåñêîé òîœêè çðåíèß, íàèáîëåå ïðîñòî áûëî áû ïðîèíòåãðèðîâàòü âíàœàëå ïî d^3p. Îäíàêî ôîðìàëüíî ýòîò èíòåãðàë ðàñõîäèòñß ïðè jpj Æ p_0. Œòîáû îáîéòè ýòó òðóäíîñòü, ðàññìîòðèì ðàçíîñòü h�_{fffi} (i!_n)i � h�_{fffi}(0)i è ïðåäñòàâèì åå â òàêîì âèäå:

e^2 m^2 T P ”_k ∫ p_ffp_fi hD bG^M (i”_k + i!_n; p) E � � D bG^M (i”_k; p)

Ei D

bG^M (i”_k; p)

E d3p

(2ß)^3

: (9.63)

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 241

Â ýòîì âûðàæåíèè èíòåãðàë ïî d^3p ñõîäèòñß, è áîëåå òîãî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, åãî âåëèœèíà îïðåäåëßåòñß ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ôåðìèïîâåðõíîñòè: ffi¸ ß max[!_n; ø^{�1}]. Ïîýòîìó â (9.63) ìîæíî ïåðåéòè ê

èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸, çàìåíèâ ñðåäíåå ïî óãëàì îò p_ffp_fi íà 1 3 p^2_0ffi_{fffi} .

Èíòåãðàë ïî ¸ îò äâóõ ñëàãàåìûõ â (9.63) ìîæíî âûœèñëßòü ïî îòäåëüíîñòè. (Îòìåœåííàß âûøå ðàñõîäèìîñòü ïðè áîëüøèõ p íå èìååò îòíîøåíèß ê âêëàäó îêðåñòíîñòè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ¸ ß ℏ=ø, êîòîðûé óœèòûâàåòñß èíòåãðèðîâàíèåì ïî ¸.)

Âçßâ èíòåãðàë ïî ¸ îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â (9.63), ïîëóœàåì ß 3 e^2v^2_F ˚_0 T P ”_k

sgn ”^0_k � sgn ”_k e”^0_k � e”_k

; (9.64)

ãäå e”^0_k è e”_k èìåþò òîò æå ñìûñë, œòî è â (9.59). Íåòðóäíî âèäåòü, œòî èíòåãðàë ïî ¸ îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (9.63) îáðàùàåòñß â íóëü. Íàêîíåö, âûœèñëßß òðèâèàëüíóþ ñóììó ïî ”_k, èìååì

h�_{fffi}(i!_n)i � h�_{fffi} (0)i = ne 2 m j!nj !n + 1=ø sgn !n

: (9.65)

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü òåì, œòî ˚_0v^2_F =3 = n=m.

Œòîáû íàéòè ïðîâîäèìîñòü, âîñïîëüçóåìñß äîêàçàííûì òîæäåñòâîì (9.16). Ïîñêîëüêó âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A è ýëåêòðèœåñêîå ïîëå

E ñâßçàíû ñîîòíîøåíèåì E = � 1 c Ȧ, âûðàæåíèå äëß ïðîâîäèìîñòè ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

œ_{fffi} (i!_n) = 1 !n [�_{fffi}(i!_n) � �_{fffi}(0)] : (9.66)

Ïîäñòàâëßß â (9.66) íàéäåííûé ðåçóëüòàò (9.65), ïîëóœàåì

œ_{fffi} (i!_n) = ne

2 ffi_{fffi} m(j!nj + 1=ø)

: (9.67)

Äëß ïåðåõîäà ê ôóíêöèßì âåùåñòâåííîé œàñòîòû íàäî âûïîëíèòü àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ñ âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè: i!_n ! !. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì èñêîìóþ ôîðìóëó Äðóäå (9.19).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. Ýòîãî è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîñêîëüêó ïðîâîäèìîñòü — îäíîœàñòèœíûé ýôôåêò. Ïîýòîìó, åñëè âðåìß ðàññåßíèß ø íå çàâèñèò îò ýíåðãèè, ïðîâîäèìîñòü íå äîëæíà çàâèñåòü îò òåïëîâîãî ðàçìûòèß ôåðìèåâñêîé ñòóïåíüêè.

52. Íàì íåîáõîäèìî óñðåäíèòü êîððåëßòîð ïëîòíîñòü-ïëîòíîñòü (9.9) ïî áåñïîðßäêó. Íà ýòîò ðàç, â îòëèœèå îò ïðåäûäóùåé çàäàœè, óæå íåëüçß èãíîðèðîâàòü îòëèœèå hG^M G^M i îò hG^M ihG^M i. (Äåëî â òîì, œòî òåïåðü ìû èìååì äåëî íå ñ âåêòîðíûìè âåðøèíàìè, êàê ïðè âûœèñëåíèè êîððåëßòîðà òîê–òîê, à ñî ñêàëßðíûìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïëîòíîñòè œàñòèö.) Â ãëàâíîì ïîðßäêå ïî ïàðàìåòðó (p_0l)^{�1} èíòåðåñóþùåå íàñ ñðåäíåå äàåòñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëåñòíèœíûõ äèàãðàìì, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 9.7.

242 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Œòîáû ïðîñóììèðîâàòü ýòè äèàãðàììû, îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî êàæäàß ëåñòíèœíàß äèàãðàììà ðàçáèâàåòñß íà îòäåëüíûå áëîêè (¿ïóçûðüêè£), îêðóæåííûå ñ äâóõ ñòîðîí ëèíèßìè ïðèìåñåé (¿ïåðåêëàäèíàìè£). Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèß ïî èìïóëüñàì â êàæäîì áëîêå íåçàâèñèìû, òàê êàê ïðèìåñíàß ëèíèß íå çàâèñèò îò ïåðåäàííîãî èìïóëüñà. Çàìåòèì òàêæå, œòî èç-çà çàêîíà ñîõðàíåíèß èìïóëüñà ðàçíîñòü èìïóëüñîâ â êàæäîì áëîêå ïîñòîßííà è ðàâíà èìïóëüñó q, âõîäßùåìó â âåðøèíó. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ðàññåßíèå íà ïðèìåñßõ óïðóãîå, œàñòîòû âî âñåõ ñòóïåíßõ ëåñòíèöû ïîïàðíî ñîâïàäàþò. Èíûìè ñëîâàìè, íåçàâèñèìî îò œèñëà ïåðåêëàäèí, èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò âñåãî ïî îäíîé œàñòîòå. Ðàññìîòðèì ñíàœàëà ïåðâûé œëåí ñóììû (¿ïóçûðåê áåç ïåðåêëàäèí£). Âûðàæåíèå äëß íåãî âûãëßäèò òàê: T P ”_k ∫ hG^M (i”_k + i!_n; p_+)ihG^M (i”_k; p_�)i d 3p (2ß)^3

; (9.68)

ãäå ”_k = (2k + 1)ßT , !_n = 2nßT , p_� = p �^1_2 q, à ôóíêöèè Ãðèíà, óñðåäíåííûå ïî áåñïîðßäêó, èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä:

hG^M (i”; p)i = 1 i” � ¸(p) + (i=2ø ) sgn ”

; (9.69)

ãäå, êàê îáûœíî, ¸(p) = p^2=2m � ¯. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî p, êàê íåòðóäíî âèäåòü, âûðàæåíèå (9.68) äàåò ñóùåñòâåííî ðàçëèœíûå ðåçóëüòàòû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàõîäßòñß ëè ïîëþñû äâóõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé ïî îäíó èëè ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò âåùåñòâåííîé îñè.

Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ áîëåå ïîäðîáíî. Âîñïîëüçóåìñß èçâåñòíîé ñâßçüþ ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé ñ çàïàçäûâàþùèìè è îïåðåæàþùèìè ôóíêöèßìè Ãðèíà:

G^M (i”_k; p)`(”_k)G_R(i”_k; p) + `(�”_k)G_A(i”_k; p) = = æ G_R(i”_k; p) ïðè ”_k ¿ 0; G_A(i”_k; p) ïðè ”_k ¡ 0:

(9.70)

Ïðè âûœèñëåíèè âûðàæåíèß (9.68), â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî çíàêà œàñòîò ”_k è ”_k + !_n, âîçíèêàåò äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ ñëóœàß, êîòîðûå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ïî-îòäåëüíîñòè.

Çíàê œàñòîòû îïðåäåëßåò, áóäåò ëè ñîîòâåòñòâóþùàß ãðèíîâñêàß ôóíêöèß çàïàçäûâàþùåé èëè îïåðåæàþùåé. Â ñëóœàå, êîãäà çíàêè ”_k è ”_k + !_n îäèíàêîâû, âîçíèêàþò ñðåäíèå âèäà hG_RG_Ri è hG_AG_Ai. Îíè äàþò òàê íàçûâàåìûé ñòàòèœåñêèé âêëàä â êîððåëßòîð, íå îáëàäàþùèé äèñïåðñèåé ïðè !ø ß 1 è jqjl ß 1. Â ñëóœàå æå ðàçëèœíûõ çíàêîâ œàñòîò ”_k è ”_k + !_n, ïîëóœàþòñß ñðåäíèå âèäà hG_RG_Ai è hG_AG_Ri. Îíè äàþò òàê íàçûâàåìûé êèíåòèœåñêèé âêëàä â êîððåëßòîð, îáëàäàþùèé ñóùåñòâåííîé äèñïåðñèåé ïðè !ø ß 1 è jqjl ß 1.

Îáîñíîâàíèå óòâåðæäåíèß î õàðàêòåðå œàñòîòíîé äèñïåðñèè ñòàòèœåñêîãî è êèíåòèœåñêîãî êîððåëßòîðîâ áóäåò äàíî íèæå. Çäåñü æå ïðèâåäåì ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå, êàñàþùååñß ïðîñòðàíñòâåííîé

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 243

äèñïåðñèè. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè

hG_R(r)i^2 ¸ exp (2ip_0jrj � jrj=l) ; hG_A(r)i^2 ¸ exp (�2ip_0jrj � jrj=l) : (9.71) Â òî æå âðåìß hG_A(r)ihG_R(r)i ¸ exp(�jrj=l), ò. å. ìåäëåííî çàòóõàåò, íå îñöèëëèðóß. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííàß äèñïåðñèß ñòàòèœåñêîãî êîððåëßòîðà äîëæíà èìåòü ìåñòî ïðè jqj ß p^{�1}_0 , à äèíàìèœåñêîãî — ïðè jqj ß 1=l.

Ïåðåéäåì ê âûœèñëåíèþ.

1. Ðàññìîòðèì ñíàœàëà ñèòóàöèþ, êîãäà sgn ”_k = sgn(”_k + !_n). Â ýòîì ñëóœàå, ïîñêîëüêó ïîëþñû âûðàæåíèß (9.68) íàõîäßòñß ïî îäíó ñòîðîíó îò âåùåñòâåííîé îñè, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß ïî ¸ ìîæíî äåôîðìèðîâàòü òàê, œòîáû îí ïðîõîäèë äàëåêî îò ïîëþñîâ. Òàêîé èíòåãðàë íàáèðàåòñß, â îñíîâíîì, â îáëàñòè ¸ ß E_F . Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò j!_nj ø E_F è jqj ø p_0, à ðàçäâèæêà ïîëþñîâ â âûðàæåíèè (9.68) åñòü i!_n � kv, ýòîé ðàçäâèæêîé ìîæíî âîîáùå ïðåíåáðåœü.

Ïîýòîìó äîñòàòîœíî ðàññìîòðåòü âûðàæåíèå (9.68) ïðè !_n = 0 è q = = 0. Â ýòîì ñëóœàå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß òîæäåñòâîì hG(i”; p)i^2 = = �@hG(i”; p)i=@¯, ãäå ïîäðàçóìåâàåòñß, œòî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî ¯ ìîæíî ïðåíåáðåœü çàâèñèìîñòüþ ø îò ¯. Ýòî òîæäåñòâî ïîçâîëßåò ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå (9.68) â âèäå

K_0 = �^@_{@¯} T P ”_k ∫ hG^M (i”_k; p)i d 3p (2ß)^3

: (9.72)

Çàìåòèì òåïåðü, œòî ñóììà ïî ”_k è èíòåãðàë ïî p äàþò ñðåäíþþ ïëîòíîñòü œàñòèö â ñèñòåìå. Ïîýòîìó âûðàæåíèå (9.72), ñ òîœíîñòüþ äî çíàêà, åñòü ïðîñòî ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé: K_0 = �˚ = �@n=@¯. Òàêîé ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî áû ïðåäâèäåòü, ïîñêîëüêó â ñòàòèœåñêîì ïðåäåëå ! = 0 êîððåëßòîð ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü äîëæåí äàâàòü ñæèìàåìîñòü, ò. å. òåðìîäèíàìèœåñêóþ ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé.

2. Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëóœàé sgn ”_k = � sgn(”_k + !_n). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ïîëþñû ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèß â (9.68) íàõîäßòñß ïî ðàçíûå ñòîðîíû âåùåñòâåííîé îñè, èíòåãðàë (9.68) îïðåäåëßåòñß ìàëîé îêðåñòíîñòüþ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.

Íàïðèìåð, ïóñòü !_n ¿ 0 è �!_n ¡ ”_k ¡ 0. Äëß äàëüíåéøåãî ïîëåçíî ðàññìîòðåòü âûðàæåíèå (9.68) áåç ñóììèðîâàíèß ïî ”_k:

B_{RA}(!_n; q) = ∫ G_R(i”_k + i!_n; p_+) G_A(i”_k; p_�) d 3p (2ß)^3

: (9.73)

Âûœèñëèì èíòåãðàë ïî ¸:

B_{RA}(!_n; q) =

= ˚^0

8ß^2 ∫∫ do d¸ (i”_k + i!n � ¸ � qv=2 + i=2ø)(i”_k � ¸ + qv=2 � i=2ø) = = ˚^0 2 ∫ do ! + iqv + 1=ø :

244 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Àíàëîãèœíî, ïðè !_n ¡ 0 è 0 ¡ ”_k ¡ �!_n âûðàæåíèå (9.72), íåïðîñóììèðîâàííîå ïî ”_k, ïðèíèìàåò òàêîé âèä

B_{AR}(!_n; q) = ∫ G_A(i”_k + i!_n; p_+) G_R(i”_k; p_�) d 3p (2ß)^3 = = ˚^0 2 ∫ do �!n � iqv + 1=ø

: (9.74)

Âûïîëíßß ñóììèðîâàíèå ïî ”_k, ïîëóœàåì j!^nj 2ß B(!_n; q), ãäå

B(!_n; q) = æ B_{RA}(!_n; q) ïðè !_n ¿ 0 B_{AR}(!_n; q) ïðè !_n ¡ 0 œ = = ˚^0 2 ∫ do j!nj + iqv sgn !n + 1=ø

: (9.75)

Òåïåðü âñå ãîòîâî äëß òîãî, œòîáû íàéòè ñóììó ëåñòíèœíîãî ðßäà äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 9.7. Ïðèìåñíàß ëèíèß (¿ïåðåêëàäèíà ëåñòíèöû£) äàåòñß âûðàæåíèåì nu^2_0 = 1=(2ß˚_0ø).

Ðèñ. 9.15

Ïîñêîëüêó âñå ñòóïåíè ëåñòíèöû ñîâåðøåííî îäèíàêîâû, óäîáíî ðàññìîòðåòü âñåãî îäíó ñòóïåíü, èçîáðàæåííóþ äèàãðàììîé íà ðèñ. 9.15. (Ìû íå âêëþœàåì ïðèìåñíûå ëèíèè â îïðåäåëåíèå ñòóïåíè.) Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ïîëóœàþùååñß âûðàæåíèå îêàçûâàåòñß òîœíî òàêèì æå, êàê ðàññìîòðåííîå âûøå âûðàæåíèå äëß ïåðâîé ñòóïåíè, íåïðîñóììèðîâàííîå ïî ”_k. Ïîýòîìó, êàê è âûøå, ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè ñòàòèœåñêèé è êèíåòèœåñêèé ñëóœàè, êîãäà çíàêè ”_k + !_n è ”_k ñîâïàäàþò, è êîãäà îíè ðàçëèœíû.

Â ïåðâîì ñëóœàå, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñóììèðîâàíèå ëåñòíèœíîãî ðßäà äàåò íåñóùåñòâåííóþ ïîïðàâêó ê ïåðâîìó œëåíó K_0 = �˚, ïîëóœåííîìó âûøå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çíàêè ”_k + !_n è ”_k ñîâïàäàþò, òî ïîëþñû âñåõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé íàõîäßòñß ïî îäíó è òó æå ñòîðîíó âåùåñòâåííîé îñè. Ïîýòîìó, êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðâîãî œëåíà ðßäà, ìîæíî ïîëîæèòü !_n = 0 è q = 0. Òîãäà âåñü ðßä ñâîðàœèâàåòñß â ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ãðèíà ïî õèìèœåñêîìó ïîòåíöèàëó ¯. (Ñóììà œëåíîâ ëåñòíèœíîãî ðßäà, íàœèíàß ñî âòîðîãî, äàåò âêëàä, ñâßçàííûé ñ çàâèñèìîñòüþ àìïëèòóäû ðàññåßíèß íà ïðèìåñè îò ýíåðãèè ¯, êîòîðûì ìû ïðåíåáðåãëè âûøå.)

À âîò âî âòîðîì ñëóœàå, êîãäà çíàêè ”_k + !_n è ”_k ðàçëèœíû, âñå œëåíû ëåñòíèœíîãî ðßäà, âêëþœàß ïðîèçâîëüíî äàëåêèå, îêàçûâàþòñß îäèíàêîâî âàæíûìè. Œòîáû ïîíßòü, ïîœåìó òàê ïîëóœàåòñß, ðàññìîòðèì ñíàœàëà ñëóœàé q = 0, è ïîêàæåì, œòî ñóììà ëåñòíèœíîãî ðßäà â òîœíîñòè ñîêðàùàåò âêëàä �˚, ðàññìîòðåííûé âûøå.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè q = 0 îäíà ñòóïåíü ëåñòíèöû åñòü B(!_n)_{q=0} = = 2ß˚_0=(j!_nj + 1=ø). Âåñü æå ðßä â öåëîì äàåòñß ñóììîé ãåîìåòðèœåñêîé ïðîãðåññèè:

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 245

K_1(!_n; q = 0) = 2^{j!nj}_{2ß} ˇ B 2ß˚0ø + B 2 (2ß˚0ø )^2

+ � � � ˘ = = j!^nj ß B 1 � B=2ß˚0ø

= ˚: (9.76)

Òîæäåñòâåííîå ñîêðàùåíèå K = K_0 + K_1 = 0, ïîëóœàþùååñß ïðè q = 0, èìååò ïðîñòîé ôèçèœåñêèé ñìûñë. Êîððåëßòîð ïëîòíîñòü– ïëîòíîñòü ïðè q = 0 è ! 6= 0 îïèñûâàåò îòêëèê ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè íà íåçàâèñßùèé îò êîîðäèíàò ïåðåìåííûé âíåøíèé ïîòåíöèàë. Îœåâèäíî, œòî ïîñêîëüêó ïîëíîå œèñëî œàñòèö ñîõðàíßåòñß, à âíåøíèé ïîòåíöèàë îäèí è òîò æå âî âñåõ òîœêàõ ïðîñòðàíñòâà, îòêëèêà ïëîòíîñòè â îòâåò íà òàêîå âîçìóùåíèå áûòü íå äîëæíî. Ïîýòîìó óêàçàííîå ñîêðàùåíèå âûðàæàåò ñîõðàíåíèå œèñëà œàñòèö â ñèñòåìå.

Òåïåðü ïîâòîðèì âûœèñëåíèå ëåñòíèœíîãî ðßäà ïðè q 6= 0. Âûðàæåíèå B(!_n; q) èíòåðåñóåò íàñ ïðè j!_njø; jqjl ø 1, è ïîýòîìó åãî ìîæíî ðàçëîæèòü:

B(!_n; q) = ˚^0ø 2 ∫ do 1 + j!njø + iqvø sgn !n =

= ˚^0ø 2 ∫ˇ 1 � j!_njø � ivqø sgn !_n � (vq)^2ø^2 ˘ do =

= 2ß˚_0ø ı 1 � j!_njø � 1 3 v^2_F q^2ø^2 ȷ = 2ß˚_0ø h 1 � ø(j!_nj + Dq^2) i ; (9.77)

ãäå D = v^2_F ø=3 — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè.

Êàê è âûøå, ïðè q 6= 0 âûœèñëåíèå ðßäà ñâîäèòñß ê ñóììèðîâàíèþ ãåîìåòðèœåñêîé ïðîãðåññèè:

K_1(!; q) = 2^{j!jB}

2ß(1 � B=2ß˚0ø )

= ˚j!^nj

j!nj + Dq^2 : Ïîëíûé îòâåò äëß êîððåëßòîðà ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü äàåòñß ñóììîé äâóõ ñëàãàåìûõ:

K(!_n; q) = K_0(!_n; q) + K_1(!_n; q) = �^{˚ Dq2}_{j!nj + Dq2} ; (9.78)

œòî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Âûðàæåíèå äëß B(!n; q) ìîæíî âûœèñëèòü òîœíî:

B(!n; q) = ß˚0 sgn !n ijqjvF ln 1 + j!njø + ijqjl sgn !n 1 + j!njø � ijqjl sgn !n

: (9.79)

Òîœíîå çíàœåíèå B(!n; q) îêàçûâàåòñß ïîëåçíûì â ðåæèìå áàëëèñòèœåñêîé äèíàìèêè: !ø ⩾ 1 èëè jqjl ⩾ 1. Îáðàòèì âíèìàíèå, œòî ïðè òàêèõ ! è q âåëèœèíà B=(2ß˚0ø ) íå áëèçêà ê åäèíèöå, è ïîýòîìó œëåíû ëåñòíèœíîãî ðßäà äîñòàòîœíî áûñòðî óáûâàþò. Èç-çà ýòîãî ðßä îêàçûâàåòñß áûñòðî ñõîäßùèìñß, è ñóùåñòâåííûé âêëàä äàåò òîëüêî ïåðâûé œëåí.

Îñòàíîâèìñß íà ñîîòâåòñòâèè ìåæäó äèôôóçèîííîé ëåñòíèöåé è êëàññèœåñêîé êàðòèíîé äèôôóçèè. Èç ïðîäåëàííûõ âûœèñëåíèé ßñíî,

246 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

œòî îòäåëüíàß ñòóïåíü ëåñòíèöû B(!_n; q) ñîîòâåòñòâóåò òðàåêòîðèè œàñòèöû, äâèæóùåéñß ïî ïðßìîé ìåæäó äâóìß ïðèìåñßìè. Œòîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî áîëåå ßâíî, ïåðåéäåì îò ìàöóáàðîâñêèõ œàñòîò è âðåìåíè ê îáûœíûì. Âûðàæåíèå äëß B(!; q) ìîæåò áûòü ïîëóœåíî èç (9.79) àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì i!_n ! ! (n ¿ 0):

B(!; q) = ß˚^0 ijqjvF ln 1 � i!ø + ijqjl 1 � i!ø � ijqjl

: (9.80)

Òåïåðü çàïèøåì âåëèœèíó B(!; q) â êîîðäèíàòíî-âðåìåííîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî, ëèáî èñïîëüçóß âûðàæåíèß (9.18) äëß ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ëèáî âçßâ ôóðüåîáðàç òîœíîãî âûðàæåíèß (9.80):

B(t; r) = ˚^0 2 jrj^2 ffi(jrj � v_F t) e^{�jrj=l}: (9.81)

Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ýòî åñòü ïðîñòî âåðîßòíîñòü òîãî, œòî œàñòèöà ïðîëåòèò âðåìß t ïîñëå ñòîëêíîâåíèß ñ ïðèìåñüþ, íå ñòîëêíóâøèñü ñ äðóãèìè ïðèìåñßìè. Âåëèœèíà B(t; r) ïðàâèëüíî íîðìèðîâàíà: ∫ B(t; r) d^3r = 2ß˚_0 e^{�t=ø} : (9.82)

Ïîýòîìó âåëèœèíû ø è l, ââåäåííûå âûøå, åñòü â òîœíîñòè êëàññèœåñêèå âðåìß è äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà.

Îòìåòèì ëþáîïûòíîå ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî ìåæäó ïðèâåäåííûì âûøå âûâîäîì K(!; q) è âûœèñëåíèåì ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíîñòåé äëß ñëóœàéíûõ áëóæäàíèé â çàäàœå 9. Ãåîìåòðèœåñêàß ïðîãðåññèß, êîòîðóþ ïðèõîäèòñß ñóììèðîâàòü è â òîì, è â äðóãîì ñëóœàå, ñîîòâåòñòâóåò ñóììå ïî ñëóœàéíûì ïóòßì ñ ðàçëèœíûì œèñëîì øàãîâ. Êàæäîìó øàãó ñòàâèòñß â ñîîòâåòñòâèå ¿îäíîøàãîâûé ôîðìôàêòîð£: B(!; q) — â ñëóœàå äèôôóçèè, z n (cos q1 + : : : + cos qn) — â ñëóœàå áëóæäàíèé ïî n-ìåðíîé ðåøåòêå, ïðèœåì

âèäíî, œòî z èìååò ñìûñë e^{i!} . (Áîëåå òîœíî, z = e^{i!ø0} , ãäå ø0 = 1 — âðåìß, çà êîòîðîå äåëàåòñß îäèí øàã.) Œòîáû ïåðåéòè ê äèôôóçèîííîìó ïðåäåëó â çàäàœå î áëóæäàíèßõ ïî ðåøåòêå, ðàññìîòðèì ! ø 1 è qi ø 1. Ïðè òàêèõ ! è qi ìîæíî ïðîñòî ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëü â âûðàæåíèè (2.16) äëß ïðîèçâîäßùåé ôóíêöèè:

G(z; q) = 1 1 � e^{i!} (cos q1 + : : : + cos qn)=n = = 1 1 � (1 + i!)(n � (q^2_1 + : : : + q^2_n)=2)=n = 1 �i! + q^2=2n

: (9.83)

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò äèôôóçèè äëß áëóæäàíèé ïî n-ìåðíîé ðåøåòêå ðàâåí (2n)^{�1}.

53. Ñôîðìóëèðóåì çàäàœó î œàñòèöå, êîòîðàß ïðè t ¡ 0 íàõîäèëàñü â íàœàëå êîîðäèíàò, à ïðè t ¿ 0 ñòàëà äâèãàòüñß ñâîáîäíî, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïîòåíöèàëüíóþ ßìó V (r) ñ öåíòðîì â íàœàëå êîîðäèíàò, ñóùåñòâóþùóþ ïðè �1 ¡ t ¡ 0, à çàòåì ìãíîâåííî èñœåçàþùóþ. Îñíîâíîå ñîñòîßíèå ôåðìè-ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñß èçáûòîœíîé

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 247

ïëîòíîñòüþ, ïðèòßíóòîé ßìîé (¿áóãîðêîì£). Ïîñëå âûêëþœåíèß ïîòåíöèàëà ýòà ïëîòíîñòü íàœèíàåò ðàññàñûâàòüñß, äèôôóíäèðóß â ïîëå ïðèìåñåé.

Ìîæåò ïîêàçàòüñß, œòî áîëåå åñòåñòâåííî — ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ñîñòîßíèß ^+(r = 0; t = 0)j0i, ïîëóœàþùåãîñß äîáàâëåíèåì ê íåâîçìóùåííîìó ôåðìè-ìîðþ îäíîé œàñòèöû â íàœàëå êîîðäèíàò â ìîìåíò t = = 0. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ýíåðãèß äîáàâëåííîé œàñòèöû èìååò îœåíü øèðîêèé ñïåêòð è, âîîáùå ãîâîðß, íå áëèçêà ê óðîâíþ Ôåðìè. Â ðåçóëüòàòå, ïîñêîëüêó âûáðàííûé èñòîœíèê èìååò áîëüøóþ íåìîíîõðîìàòèœíîñòü, ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäàœè èíòåðåñóþùèé íàñ ýôôåêò, õîòß è ñóùåñòâóåò, îêàçûâàåòñß âåñüìà ìàëûì ïî âåëèœèíå.

Îòêëèê ôåðìè-ñèñòåìû íà ïîòåíöèàë, çàâèñßùèé îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, êàê ìû âûßñíèëè â çàäàœå 52, äàåòñß ñâåðòêîé êîððåëßòîðà ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü ñ ïîòåíöèàëîì. Â äàííîì ñëóœàå óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñß êîîðäèíàòíî–œàñòîòíûì ïðåäñòàâëåíèåì, â êîòîðîì âîçìóùàþùèé ôåðìè-ñèñòåìó ïîòåíöèàë èìååò âèä �iV (r)=(! � i0). Íàì ïîòðåáóþòñß âûðàæåíèß äëß çàïàçäûâàþùåé è îïåðåæàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà:

G_R(”; r) = � m 2ßr exp ı ip_”r � r 2l ȷ ; G_A(”; r) = � m 2ßr exp ı �ip_”r � r 2l ȷ ; p_” = p_0 + ” vF ; (9.84)

êîòîðûå íåòðóäíî ïîëóœèòü èç âûðàæåíèß (9.18) äëß óñðåäíåííîé ïðèœèííîé ôóíêöèè, åñëè âñïîìíèòü, œòî G(r; ” ¿ 0) = G_R(r; ”) è G(r; ” ¡ 0) = G_A(r; ”).

Ïðè âûœèñëåíèè îòêëèêà, êàê è â çàäàœå 52, ñëåäóåò ðàçëèœàòü ñòàòèœåñêèå è êèíåòèœåñêèå âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèì äâóõ îäèíàêîâûõ ôóíêöèé hG_RG_Ri è hG_AG_Ai èëè äâóõ ðàçëèœíûõ ôóíêöèé hG_RG_Ai è hG_AG_Ri. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ñòàòèœåñêèé âêëàä îïèñûâàåò œàñòü ïëîòíîñòè, ñóùåñòâîâàâøóþ â òî âðåìß, êîãäà ïîòåíöèàë ßìû áûë âêëþœåí, íî íå îïèñûâàåò ðàññàñûâàíèå ïëîòíîñòè íà âðåìåíàõ t Æ Æ ”^{�1}_F . Äèíàìèœåñêèé æå âêëàä, íàîáîðîò, îïèñûâàåò òîëüêî äèíàìèêó íà âðåìåíàõ t Æ ”^{�1}_F ïîñëå âûêëþœåíèß ßìû.

Ïîýòîìó ïðè óñðåäíåíèè êîððåëßòîðà ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü ïî áåñïîðßäêó íàì áóäåò äîñòàòîœíî óœåñòü òîëüêî äèíàìèœåñêèé âêëàä. Â ãëàâíîì ïîðßäêå ïî (p_0l)^{�1} — ýòî ëåñòíèœíûå ãðàôèêè, ðàññìîòðåííûå â çàäàœå 52 (ñì. ðèñ. 9.7). Â ñëåäóþùåì æå ïîðßäêå ïî (p_0l)^{�1} âîçíèêàåò åùå îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì — âååðíûå ãðàôèêè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 9.8. Ðàññìîòðèì èõ áîëåå ïîäðîáíî.

а. Ïóñòü íàœàëüíàß è êîíåœíàß òîœêè ñîâïàäàþò. Òîãäà ìû ìîæåì íàðèñîâàòü ëåñòíèœíûé è âååðíûé ãðàôèêè, ïðîõîäßùèå œåðåç îäíè è òå æå ïðèìåñè (ñ íîìåðàìè îò 1 äî N ⩾ 2), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 9.16. Çäåñü áóêâû R è A îáîçíàœàþò çàïàçäûâàþùóþ è îïåðåæàþùóþ ôóíêöèè Ãðèíà ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèâàß, ìû âèäèì, œòî â îáîèõ ãðàôèêàõ áåðåòñß ïðîèçâåäåíèå îäíèõ è òåõ æå âåëèœèí. Åäèíñòâåííîå îòëèœèå ñîñòîèò â ïîðßäêå àðãóìåíòîâ â G_A(r_i; r_j ). Íî ïîñêîëüêó G_A çàâèñèò

248 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

òîëüêî îò jr_i � r_j j, ïîðßäîê r_i è r_j íåñóùåñòâåí, è çíàœèò ãðàôèêè â òîœíîñòè ðàâíû. Ïîýòîìó, ñ òîœíîñòüþ äî îòìåœåííîãî â óñëîâèè çàäàœè

Ðèñ. 9.16

íåñîîòâåòñòâèß â ïåðâûõ äâóõ œëåíàõ (N = 0; 1), âååðíûé è ëåñòíèœíûé ðßäû ñîâïàäàþò.

б. Òåïåðü ðàçäâèíåì íàœàëüíóþ (0) è êîíåœíóþ (r) òîœêè (ñì. ðèñ. 9.17). Â ýòîì ñëóœàå îòëèœèå âååðíîãî ãðàôèêà îò ëåñòíèœíîãî

Ðèñ. 9.17

çàêëþœàåòñß â òîì, œòî àðãóìåíòû ôóíêöèé G_A íà êîíöàõ äðóãèå. Çàìåòèì, œòî œàñòè ãðàôèêîâ îò 1-é ïðèìåñè äî N-é åñòü â òîœíîñòè äèôôóçèîííàß ëåñòíèöà. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ëåñòíèœíûé ãðàôèê, òàê è âååðíûé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñâåðòêè äèôôóçèîííîãî ïðîïàãàòîðà, âçßòîãî â òîœêàõ r_1 è r_N , ñ œåòûðüìß ôóíêöèßìè Ãðèíà. Ïîñêîëüêó äèôôóçèîííûé ïðîïàãàòîð ìåäëåííî ìåíßåòñß íà ðàññòîßíèßõ ïîðßäêà äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, òî äîñòàòîœíî ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé Ãðèíà. Ïîýòîìó ïîëóœàåì, œòî âêëàäû êîíöîâ ëåñòíèœíîãî è âååðíîãî ãðàôèêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû^{13})

W_L(r) = ∫∫ G_R(r_1) G_A(r_1) G_R(r_N � r) G_A(r_N � r) d^3r_1 d^3r_N ; (9.85)

W_F (r) = ∫∫ G_R(r_1) G_A(r_N ) G_R(r_N � r) G_A(r_1 � r) d^3r_1 d^3r_N ; (9.86)

ïðèœåì âñå çàïàçäûâàþùèå ôóíêöèè Ãðèíà áåðóòñß ïðè ýíåðãèè ” + + !=2, à îïåðåæàþùèå — ïðè ” � !=2.

13) Èíäåêñû L è F ïðîèñõîäßò îò àíãëèéñêèõ ñëîâ ¿ladder£ è ¿fan£.

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 249

Íàñ èíòåðåñóþò âîçâðàòû íà áîëüøèõ âðåìåíàõ t Æ ø, ò. å. ïðè !ø ø ø 1. Äèíàìèêà íà òàêèõ âðåìåíàõ èìååò äèôôóçèîííûé õàðàêòåð. Ýòî ïîçâîëßåò ïðåíåáðåœü çàâèñèìîñòüþ ôóíêöèé Ãðèíà â (9.85) è (9.86) îò !. Äåëî â òîì, œòî, êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøèõ âûœèñëåíèé, âñå œåòûðå ðàññòîßíèß jr_1j; jr_N j; jr � r_1j; jr � r_N j (9.87) îêàçûâàþòñß ïîðßäêà äëèíû ïðîáåãà l, êîòîðàß ïðè !ø ø 1 ìíîãî ìåíüøå äèôôóçèîííîé äëèíû p D=! .

Ïîýòîìó ïîëàãàåì â (9.85) è (9.86) œàñòîòó ! = 0 è, ïîëüçóßñü âûðàæåíèßìè (9.84), íàõîäèì âêëàä êîíöîâ ëåñòíèœíîãî ãðàôèêà:

W_L(r) = ı m 2ß ȷ_4 ` ∫ e�jrj=l

jrj^2 d^3r

´_2

= (4ß)^2 ı m 2ß ȷ_4 l^2: (9.88)

Âååðíûå ãðàôèêè ïðåäñòàâëßþò èíòåðåñ â îáëàñòè, êîãäà ðàññòîßíèå ìåæäó íàœàëüíîé è êîíåœíîé òîœêîé ïîðßäêà p^{�1}_0 , ò. å. ïðè jrj ø l. Òîãäà, ïîñêîëüêó õàðàêòåðíûå jr_1j, jr_N j îïðåäåëßþòñß ìåäëåííî óáûâàþùèìè ìíîæèòåëßìè exp(�jr_N j=l), exp(�jr � r_1j=l), è ò. ï., èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå jr_1j; jr_N j Æ jrj. Ïîýòîìó ìîæíî ðàçëîæèòü ðàññòîßíèß ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè òîœêàìè ïî ìàëîìó r:

jr_1 � rj = jr_1j � rn_1; jr_N � rj = jr_N j � rn_N ; (9.89)

ãäå n_1 = r_1=jr_1j, n_N = r_N =jr_N j — åäèíèœíûå âåêòîðû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóœàåì

W_F (r) = ı m 2ß ȷ_4 ∫∫ exp [ip_0r(n_1 � n_N ) � jr_1j=l � jr_N j=l]

jr1j^2jrN j^2 d^3r_1 d^3r_N :

(9.90) Èñïîëüçóß ôîðìóëó ∫

e^{ian}do_n = 4ß sin a a ; (9.91)

èíòåãðèðóåì â (9.90) ïî íàïðàâëåíèßì:

W_F (r) = (4ß)^2 ı m 2ß ȷ_4 ` sin p_0r p0r ´_2^1∫ 0 1∫ 0 e^{�jr1j=l�jrN j=l} djr_1j djr_N j: (9.92)

Âûœèñëßß îñòàâøèåñß èíòåãðàëû ïî jr_1j è jr_N j è ñðàâíèâàß ðåçóëüòàò ñ (9.88), íàõîäèì îòíîñèòåëüíóþ âåëèœèíó âååðíîãî è ëåñòíèœíîãî âêëàäîâ: WF (r) WL(r) = ı sin X X ȷ_2

; X = p_0jrj: (9.93)

Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá, íà êîòîðîì èíòåðôåðåíöèîííàß ïîïðàâêà îêàçûâàåòñß âàæíà, ðàâåí ℏ=p_0, â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûìè â óñëîâèè êàœåñòâåííûìè ðàññóæäåíèßìè. Îòìåòèì ñõîäñòâî ìåæäó ïîëóœåííûì îòâåòîì è ôîðìóëîé äëß ðàñïðåäåëåíèß èíòåíñèâíîñòè

250 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ñâåòà ïðè ôðàóíãîôåðîâñêîé äèôðàêöèè íà ùåëè. Ýòî ñõîäñòâî ëèøíèé ðàç ïîäœåðêèâàåò èíòåðôåðåíöèîííóþ ïðèðîäó ðàññìàòðèâàåìîãî ßâëåíèß.

54. Êàê ìû âèäåëè â ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäàœè, ñóììû âååðíûõ è ëåñòíèœíûõ äèàãðàìì îòëèœàþòñß íåñóùåñòâåííî, à èìåííî, òîëüêî ïåðâûìè äâóìß œëåíàìè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì âñåãäà ïîäðàçóìåâàåòñß, œòî âååðíûå ãðàôèêè ïðåîáðàçîâàíû (ðàçâåðíóòû) òàê, œòî ïîëóœàåòñß ëåñòíèœíûé ðßä. Ðàññìîòðèì ñóììó ñîîòâåòñòâóþùèõ ëåñòíèœíûõ äèàãðàìì C (!; q), òàê íàçûâàåìûé êóïåðîí^{14}) :

Ðèñ. 9.18

Ýòà ëåñòíèöà íàïîìèíàåò äèôôóçèîííóþ ëåñòíèöó èç çàäàœè 52, è, êàê ìû óâèäèì, äàåòñß ïîõîæèì âûðàæåíèåì (9.99). Ýòî íå ñëóœàéíî: êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò, êóïåðîâñêàß è äèôôóçèîííàß ëåñòíèöû ñîâïàäàþò, åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò èíâàðèàíòíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Â ñàìîì äåëå, åñëè ìû îáðàòèì îäíó èç ýëåêòðîííûõ ëèíèé íà ðèñ. 9.18, òî ìû ïîëóœèì äèôôóçèîííóþ ëåñòíèöó^{15}) (ðèñ. 9.7). Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî â êóïåðîíå çàêîí ñîõðàíåíèß èìïóëüñà ïðèâîäèò ê ïîñòîßíñòâó ñóììû èìïóëüñîâ â êàæäîì áëîêå äèàãðàììû, è êóïåðîí îêàçûâàåòñß ôóíêöèåé ñóììû èìïóëüñîâ q è âíåøíåé œàñòîòû !. Èç äàëüíåéøåãî áóäåò âèäíî, œòî ãëàâíûé âêëàä

â C (!; q) ïðîèñõîäèò îò ìàëûõ èìïóëüñîâ jqjl ø 1.

Êóïåðîííóþ ëåñòíèöó íåòðóäíî ñâßçàòü ñ ïîïðàâêîé ê ïðîâîäèìîñòè. Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß ôîðìóëîé (9.66) èç ðåøåíèß çàäàœè 51, ñâßçûâàþùåé ïðîâîäèìîñòü ñ êîððåëßòîðîì �(i!_n). Êàê ìû âûßñíèëè â çàäàœå 51, ïðîâîäèìîñòü îïðåäåëßåòñß êèíåòèœåñêèì âêëàäîì â �(i!_n), ïðîäîëæåííûì ñ äèñêðåòíûõ ìíèìûõ œàñòîò !_n ⩾ 0 (ñì. òàêæå çàäàœó 52). Ïîýòîìó çàïèøåì êèíåòèœåñêèé âêëàä êàê ñðåäíåå îò ïðîèçâåäåíèß çàïàçäûâàþùåé è îïåðåæàþùåé ôóíêöèé Ãðèíà è óñðåä-

14) Âåëèœèíó C (!; q) íàçûâàþò êóïåðîíîì, ïîòîìó œòî òîœíî òàêàß æå âåëèœèíà îïèñûâàåò êóïåðîâñêèå ïàðû â ñâåðõïðîâîäíèêå â ïðèñóòñòâèè ïðèìåñåé (ñì. ãë. 10). Àíàëîãèß ìåæäó êóïåðîíîì â òåîðèè ëîêàëèçàöèè è àìïëèòóäîé êóïåðîâñêèõ ïàð îêàçûâàåòñß âåñüìà ñîäåðæàòåëüíîé, ïîñêîëüêó â ôèçèœåñêèõ ñâîéñòâàõ ýòèõ âåëèœèí èìååòñß íåìàëî îáùåãî. Ýòà îáùíîñòü ïðîßâëßåòñß â ðàçíîîáðàçíûõ ôèçèœåñêèõ ýôôåêòàõ, òàêèõ êàê, íàïðèìåð, âëèßíèå ìàãíèòíîãî ïîëß, ðàçíèöà ìåæäó ìàãíèòíûìè è íåìàãíèòíûìè ïðèìåñßìè, òåìïåðàòóðíàß çàâèñèìîñòü, è ò. ï.

15) Ýòî çàìåœàíèå íå îòíîñèòñß ê ñïèíîâîé çàâèñèìîñòè — ó êóïåðîíà îíà äðóãàß.

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 251

íèì ïî áåñïîðßäêó, âûäåëßß êóïåðîííûé âêëàä (ò. å. âååðíûå ãðàôèêè). Â ðåçóëüòàòå ïîëóœèì

ffiœ_{fffi} = e 2 m^2!

!=2∫

�!=2 d” 2ß ∫ p_ff(q_fi � p_fi ) C (!; q) �

� G_R(”_+; p) G_R(”_+; q � p) G_A(”_�; p) G_A(”_�; q � p) d 2q (2ß)^2 d^2p (2ß)^2 : Èíòåãðèðóåì ïî p, ñœèòàß q ìàëûì:

ffiœ = � 2˚^{2D} e

2v^2_F 2! ∫ d^2q (2ß)^2

!=2∫

�!=2 d” 2ß ∫ C (!; q) d¸

(” � ¸ + i=2ø )^2 (” � ¸ � i=2ø )^2

(9.94) (çäåñü ˚_{2D} = m=2ß — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé â äâóìåðèè ñ îäíîé ïðîåêöèåé ñïèíà). Âûœèñëßß èíòåãðàë ïî ¸ è ”, íàõîäèì

ffiœ = � 4˚^{2D}e

2ø^3v^2_F 2 ∫ C (!; q)^{d2q}_{4ß2} : (9.95)

Òåïåðü âûœèñëèì C (!; q). Äëß ýòîãî âíàœàëå íàéäåì, œåìó ðàâíà ñòóïåíü êóïåðîííîé ëåñòíèöû:

B_c = ∫ 1 (” + !=2 � ¸p + i=2ø ) (” � !=2 � ¸q�p � i=2ø ) d^2p (2ß)^2

: (9.96)

Ñœèòàß q ìàëûì è çàìåíßß ïîýòîìó ¸_{q�p} ß ¸_p � qv, òîœíî òàê æå, êàê è â çàäàœå 52, ïîëóœèì

B_c(!; q) = 2ß˚_{2D}ø(1 + ø(i! � Dq^2)); (9.97)

ãäå íà ýòîò ðàç D = v^2_F ø=2 — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â ðàçìåðíîñòè 2. Êàê è â ñëóœàå äèôôóçèîííîé ëåñòíèöû, íàèáîëåå ñóùåñòâåííîé îêàçûâàåòñß îáëàñòü !ø ø 1, jqjl ø 1, ãäå åå ñëàáîëîêàëèçàöèîííûå ïîïðàâêè íåñóùåñòâåííû. Ñàìà æå ëåñòíèöà ðàâíà^{16})

C (!; q) =^1_{(2ß˚2D ø )2} ` B_c + B 2 c 2ß˚2D ø

+ � � � ´ : (9.98)

Òàêèì îáðàçîì,

C (!; q) =^1

2ß˚2D ø^2(�i! + Dq^2)

: (9.99)

16) Ìîæíî ïðîâåðèòü, œòî íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà d ïðèìåñíàß ëèíèß âñåãäà ðàâíà 1=(2ß˚_dø), ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñåœåíèå ðàññåßíèß íà ïðèìåñè, âçßòîå â ýíåðãåòèœåñêîé íîðìèðîâêå (ñì. çàäàœó 11).

252 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Îñòàëîñü ëèøü ïîäñòàâèòü ýòî âûðàæåíèå â (9.95):

ffiœ = � De 2 2ß^3 ∫ d^2q Dq^2 � i!

: (9.100)

Ýòîò èíòåãðàë ëîãàðèôìèœåñêè ðàñõîäèòñß. Ñíèçó îí îáðåçàåòñß íà îáðàòíîé äèôôóçèîííîé äëèíå q_{min} = p !=D , à ñâåðõó — íà q_{max} ß 1=l, èáî ïðè jqjl Æ 1 ëåñòíèœíûé ðßä ìàë. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ê ïðîâîäèìîñòè:

ffiœ(!) = � e 2 2ß^2ℏ ln 1 !ø : (9.101)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, œòî ëîãàðèôìèœåñêàß ñèíãóëßðíîñòü êâàíòîâîé ïîïðàâêè íà ìàëîé œàñòîòå ! íå ðàçìûâàåòñß ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå. Ôîðìàëüíî ýòî ïðîßâëßåòñß â òîì, œòî â ïðèâåäåííîì âûøå âûœèñëåíèè, âûïîëíåííîì ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå, â êîíöå êîíöîâ òåìïåðàòóðà ïîëíîñòüþ âûïàäàåò. (Òîœíî òàê æå, êàê ïðè âûâîäå êëàññèœåñêîé ôîðìóëû Äðóäå â çàäàœå 51.) Ôèçèœåñêàß ïðèœèíà ýòîãî òà æå, œòî è â çàäàœå 51 — îäíîœàñòèœíûé õàðàêòåð ïðîâîäèìîñòè â ñëóœàå óïðóãîãî ðàññåßíèß. Ïðè óïðóãîì ðàññåßíèè ñîñòîßíèß ñ ðàçëèœíûìè ýíåðãèßìè íå ïåðåìåøèâàþòñß è, ïîýòîìó, ñòåïåíü ðàçìûòèß ôåðìèåâñêîé ñòóïåíüêè íåñóùåñòâåííà. Îäíàêî åñëè â ñèñòåìå èìååòñß êàêîåëèáî íåóïðóãîå ðàññåßíèå, ñêàæåì, èç-çà âçàèìîäåéñòâèß ñ ýëåêòðîíàìè èëè ôîíîíàìè, ñèíãóëßðíîñòü êâàíòîâîé ïîïðàâêè íà ìàëîé œàñòîòå ðàçìûâàåòñß (ñì. ðàçä. 9.4).

Äðóãîå ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî êâàíòîâîé ïîïðàâêè — åå ëîêàëüíûé õàðàêòåð â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè ðàññìîòðåòü ïðîâîäèìîñòü íà êîíåœíîì âîëíîâîì âåêòîðå, òî ïðîñòðàíñòâåííàß äèñïåðñèß êâàíòîâîé ïîïðàâêè áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè jqj ß p_0, â òî âðåìß êàê äëß êëàññèœåñêîé ïðîâîäèìîñòè Äðóäå äèñïåðñèß ãîðàçäî ñèëüíåå: jqj ß 1=l. Ïðèœèíà ýòîãî â òîì, œòî, êàê ìû âèäåëè â çàäàœå 53, èíòåðôåðåíöèîííûé âêëàä â âåðîßòíîñòü ðàññåßíèß íàçàä ñïàäàåò íà îœåíü ìàëûõ ìàñøòàáàõ ß p^{�1}_0 . Ïîñêîëüêó ðàññåßíèå íàçàä — ýòî è åñòü ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèß êâàíòîâîé ïîïðàâêè, îíà òîæå äîëæíà èìåòü ìàñøòàá ëîêàëüíîñòè ïîðßäêà p^{�1}_0 . Â òî æå âðåìß êëàññèœåñêàß ïðîâîäèìîñòü îïðåäåëßåòñß ðàññåßíèåì íà (áîëüøîé) äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà è ïîýòîìó åå ïðîñòðàíñòâåííàß äèñïåðñèß íàìíîãî ñèëüíåå.

55. Íàéäåì çàâèñèìîñòü êâàíòîâîé ïîïðàâêè îò ìàãíèòíîãî ïîëß â òðåõìåðíîì ñëóœàå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèß (9.95), êîòîðîå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä^{17}) :

ffiœ = �4e^2˚_0ø^2D C (!; r = r^0): (9.102)

17) Åñëè âûðàçèòü êâàäðàò ôåðìèåâñêîé ñêîðîñòè â (9.95) œåðåç êîýôôèöèåíò äèôôóçèè D = v^2_F ø =3, òî çàâèñßùèå îò ðàçìåðíîñòè ìíîæèòåëè ñîêðàùàþòñß, è ôîðìóëà (9.102) îêàçûâàåòñß ñïðàâåäëèâîé â ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 253

Âûðàæåíèå äëß êóïåðîíà C (!; r; r^0) â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëß ìîæíî ïîëóœèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàëèáðîâîœíàß èíâàðèàíòíîñòü òðåáóåò, œòîáû ïðè âêëþœåíèè ìàãíèòíîãî ïîëß ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì â óðàâíåíèèè äëß êóïåðîíà èçìåíßëèñü ïî òàêîìó çàêîíó:

�ir ! �ir � 2e c A: (9.103)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî â êàëèáðîâîœíî èíâàðèàíòíîì âûðàæåíèè (9.103) ïîßâëßåòñß óäâîåííûé çàðßä ýëåêòðîíà. Ýòî ñâßçàíî ñ òåì, œòî êóïåðîí îïèñûâàåò èíòåðôåðåíöèþ äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíßþùèõñß ïî îäíîìó è òîìó æå ïóòè â ïðßìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèßõ.

Òåïåðü, œòîáû ïîëóœèòü óðàâíåíèå äëß êóïåðîíà, âîñïîëüçóåìñß ñîîòíîøåíèåì (9.99), ïîìíîæèâ îáå åãî œàñòè íà �i! + Dq^2. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè, ñîãëàñíî (9.103), ñëåäóåò çàìåíèòü q íà �ir � − 2e=cA. Ïîòåðþ ôàçîâîé êîãåðåíòíîñòè ìîæíî óœåñòü â óðàâíåíèè äëß êóïåðîíà ôåíîìåíîëîãèœåñêè, ñäâèíóâ œàñòîòó �i! íà âåëèœèíó ø^{�1}_’ , òàê œòîáû îäíîðîäíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß çàòóõàëî êàê exp (�t=ø_’). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ: ˇ �i! + D ı �ir � 2e c A(r) ȷ_2 + 1 ø’ ˘ C (!; r; r^0) =^1_{2ß˚0ø 2} ffi(r � r^0):

(9.104) Â êîíåœíîé ñèñòåìå óðàâíåíèå (9.104) äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðàíèœíûìè óñëîâèßìè. Â ñëóœàå íåïðîíèöàåìîé ãðàíèöû ïîòîê œàñòèö œåðåç ãðàíèöó äîëæåí îòñóòñòâîâàòü. Ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíèœíîå óñëîâèå çàïèñûâàåòñß òàê: ı @ @n + 2ie c n � A ȷ C (!; r; r^0) = 0; (9.105)

ãäå n — åäèíèœíûé âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë âõîäèò íå òîëüêî â óðàâíåíèå äëß êóïåðîíà, íî è â âûðàæåíèå äëß ïîòîêà.

Â êàœåñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåíåíèß óðàâíåíèß (9.104) ðàññìîòðèì êâàíòîâóþ ïîïðàâêó ê ïðîâîäèìîñòè áåñêîíåœíîãî òðåõìåðíîãî ìåòàëëà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå B. Â ýòîì ñëóœàå âûðàæåíèå (9.104) èìååò âèä óðàâíåíèß íà ôóíêöèþ Ãðèíà äëß œàñòèöû ñ çàðßäîì e_� = = 2e è ìàññîé m_� = ℏ^2=2D, íàõîäßùåéñß â ïîëå B. Ñîáñòâåííûå çíàœåíèß è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ýòîé çàäàœè õîðîøî èçâåñòíû (íàïðèìåð, ñì. [2], § 112). Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü ðåøåíèå â òàêîì âèäå:

C (!; r; r^0) =^1_{2ß˚0ø 2} P n;ff ff;n(r)^�_{ff;n}(r^0)

�i! + Dq^2_z + �(n + 1=2) + 1=ø’

; (9.106)

ãäå �_� = ℏe_�B=m_�c = 4eDB=ℏc åñòü ¿öèêëîòðîííàß œàñòîòà£, à _{ff;n}(r) — ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå óðîâíßì Ëàíäàó (ff — êâàíòîâîå œèñëî, ðàçëèœàþùåå ñîñòîßíèß íà îäíîì óðîâíå Ëàíäàó, íàïðèìåð, èìïóëüñ). Èç-çà ôóíêöèé _{ff;n} ñóììà â (9.106)

254 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

âûãëßäèò âåñüìà óñòðàøàþùå. Íî íàñ, êàê ñëåäóåò èç (9.102), íà ñàìîì äåëå èíòåðåñóåò êóïåðîí â ñîâïàäàþùèõ òîœêàõ. Ïðè r = r^0 êóïåðîí íå äîëæåí çàâèñåòü îò àáñîëþòíîãî ðàñïîëîæåíèß òîœåê r è r^0. Ïîýòîìó, óñðåäíßß ïî ïîëîæåíèþ r â îáúåìå ïðîâîäíèêà V è èñïîëüçóß óñëîâèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé, ïîëóœàåì 1 V ∫ C (!; r = r^0) d^3r =^1_{2ß˚0ø 2V} P n;ff 1 �i! + Dq^2_z + �(n + 1=2) + 1=ø’ : (9.107) Ñóììèðîâàíèå ïî ff (ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îäíîãî óðîâíß Ëàíäàó) ìîæíî ëåãêî âûïîëíèòü, èñïîëüçîâàâ âûðàæåíèå äëß œèñëà ñîñòîßíèé íà óðîâíå Ëàíäàó (ñì. [2]):

dN = e^�BV (2ß)^2ℏc dq_z: (9.108)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëóœàåì âûðàæåíèå äëß êóïåðîíà â ñîâïàäàþùèõ òîœêàõ:

C (!; r = r^0) =^{eB}_{4ß2˚0ℏcø 2} ∫ P n 1 �i! + Dq^2_z + �(n + 1=2) + 1=ø’ dqz 2ß : (9.109) Ñ óœåòîì ýòîãî ïîïðàâêà ê ïðîâîäèìîñòè (9.102) ðàâíà

ffiœ = � De 3B ß^2ℏc ∫ P n 1 �i! + Dq^2_z + �(n + 1=2) + 1=ø’ dqz 2ß : (9.110)

Â äàëüíåéøèõ âûêëàäêàõ ìû äëß ïðîñòîòû îïóñòèì œàñòîòó âíåøíåãî ïîëß !. Âûœèñëèì èíòåãðàë ïî q_z:

ffiœ = � p D e^3B 2ß^2ℏc p � P n 1 p n + 1=2 + x

; x = 1 �ø’ = ℏc 4eBDø’

: (9.111)

Ïîëóœåííàß ñóììà ðàñõîäèòñß íà âåðõíåì ïðåäåëå. Îœåâèäíî, ýòî â òîœíîñòè òà æå ðàñõîäèìîñòü, œòî è â çàäàœå 54 ïðè âûœèñëåíèè èíòåãðàëà ïî q, è ïîýòîìó åå ñëåäóåò îáðåçàòü íà jqj ïîðßäêà îáðàòíîé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà. Äëß ýòîãî îáîðâåì ñóììó (9.111) íà íåêîòîðîì n_{max}, îïðåäåëßåìîì ñîîòíîøåíèåì

�_�n_{max} ß D=l^2 (9.112)

(�_�n_{max} åñòü ñîáñòâåííîå çíàœåíèå îïåðàòîðà â (9.106), êîòîðîå íå äîëæíî ïðåâûøàòü D=l^2). Òîãäà ñóììà ðàâíà 2 p n_{max} , è ïîïðàâêà äàåòñß âûðàæåíèåì

ffiœ(0) = � e 2 4ß^2 r eB ℏc � 2 p n_{max} ß � e 2 4ß^2ℏl

: (9.113)

Ýòî âûðàæåíèå íå çàâèñèò íè îò ø_’, íè îò ìàãíèòíîãî ïîëß, ïîñêîëüêó îíî îïðåäåëßåòñß ìàëûìè ìàñøòàáàìè ïîðßäêà l. Èíòåðåñíûå ýôôåêòû (çàâèñèìîñòü îò ìàãíèòíîãî ïîëß è ò. ï.) îïðåäåëßþòñß áîëüøèìè ìàñøòàáàìè è ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ïîïðàâêè ê (9.113).

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 255

Îáðåçàíèå ñóììû ïîñëå èíòåãðèðîâàíèß ïî qz ìîæåò ïîêàçàòüñß âíèìàòåëüíîìó œèòàòåëþ íåêîððåêòíûì, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì äîïóñêàþòñß êàê óãîäíî áîëüøèå qz , íî òîëüêî êîíåœíûå n. Íî q^2_z è n åñòü ðàçíûå œàñòè êâàäðàòà âîëíîâîãî âåêòîðà q^2. Ìîæíî áîëåå êîððåêòíî îáðåçàòü ñóììó ¿âðàùàòåëüíî–èíâàðèàíòíûì îáðàçîì£, îãðàíèœèâàß êàê ìàêñèìàëüíûå n, òàê è ìàêñèìàëüíûå qz . Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ââîäß â (9.110) ìíîæèòåëü ñõîäèìîñòè exp � � ¯(Dq^2_z + �(n + 1=2)) � , ãäå ¯ — ìàëîå œèñëî ïîðßäêà l^2=D. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñß, œòî ïðîñòàß ïðîöåäóðà îáðåçàíèß ïî n ïðèâîäèò ê òåì æå îòâåòàì.

Âûœèòàß èç ffiœ íåçàâèñßùóþ îò ìàãíèòíîãî ïîëß œàñòü ffiœ(0), ïîëóœàåì ffiœ(B) � ffiœ(0) = � e 2 2ß^2ℏ r eB ℏc f(x); (9.114) ãäå f(x) = lim_{N!1}

`_N P n=0 1 p n + 1=2 + x � 2 p N ´ : (9.115)

Ñóììó â (9.115) ìîæíî íàéòè â ïðåäåëå ñèëüíûõ è ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Íàèáîëåå èíòåðåñåí ñëóœàé ñèëüíîãî ïîëß (x ø 1), êîòîðûé ìû è ðàññìîòðèì. Ïðè ìàëûõ x ôóíêöèß f(x) ñòðåìèòñß ê ïîñòîßííîìó ïðåäåëó, âûðàæàþùåìóñß œåðåç ı-ôóíêöèþ Ðèìàíà:

f(x ! 0) = �( p 2 � 1)ı ı 1 2 ȷ ß 0; 6049: (9.116)

Òàêèì îáðàçîì,

ffiœ(B) � ffiœ(0) = p 2 � 1 2ß^2 ı ı 1 2 ȷ e2 ℏ r eB ℏc : (9.117)

Èòàê, ñëàáîëîêàëèçàöèîííàß ïîïðàâêà â òðåõìåðíîì ñëóœàå ïðîïîðöèîíàëüíà êîðíþ èç ìàãíèòíîãî ïîëß. Âûõîä íà ýòîò ðåæèì ïðîèñõîäèò ïðè �_�ø_’ ß 1 â ñîãëàñèè ñ ïðèâåäåííûìè âûøå êàœåñòâåííûìè ðàññóæäåíèßìè.

Àíàëîãèœíî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå ñëàáîëîêàëèçàöèîííîé ïîïðàâêè â äâóìåðíîì ñëóœàå. Îí îòëèœàåòñß îò òðåõìåðíîãî ñëóœàß òîëüêî îòñóòñòâèåì èíòåãðèðîâàíèß ïî q_z, è ïîýòîìó

ffiœ_{2D}(B) = � e 2 2ß^2ℏ

n_{max}P n=0 1 n + 1=2 + x

: (9.118)

Ýòó ñóììó ìîæíî âûðàçèòü œåðåç äèãàììà-ôóíêöèþ (x) = = �^0(x)=�(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ffiœ_{2D}(B) = � e 2 2ß^2ℏ h ı n_{max} + 1 2 + x ȷ � ı 1 2 + x ȷi : (9.119)

Ïðè x Æ 1 äèãàììà-ôóíêöèß ðàñòåò ëîãàðèôìèœåñêè, (x Æ 1) ß ln x, è ïîýòîìó â ñëàáûõ ïîëßõ

ffiœ_{2D}(0) = � e 2 2ß^2ℏ ln n^{max} x = � e 2 2ß^2ℏ ln Dø^’

l^2

; (9.120)

256 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ò. å. ñëàáîëîêàëèçàöèîííàß ïîïðàâêà îïðåäåëßåòñß ø_’ è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè íå çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ïîëß. Â ñèëüíûõ æå ïîëßõ ìîæíî ïîëîæèòü x = 0:

ffiœ_{2D}(B) = � e 2 2ß^2ℏ h ln 4ℏc

eBl^2 � ı 1 2 ȷi : (9.121)

Êàê âèäíî èç ýòîé ôîðìóëû, â áîëüøèõ ìàãíèòíûõ ïîëßõ ïðîâîäèìîñòü íå çàâèñèò îò ø_’. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, œòî ìàãíèòíîå ïîëå ïîäàâëßåò âêëàä äëèííûõ òðàåêòîðèé, è ìåõàíèçìû ñáîß ôàçû ïðîñòî íå óñïåâàþò ñðàáîòàòü íà îñòàâøèõñß òðàåêòîðèßõ. Âûœèòàß èç (9.121) ïðîâîäèìîñòü â íóëåâîì ïîëå (9.120), ïîëóœèì ìàãíèòîïðîâîäèìîñòü:

ffiœ_{2D}(B) � ffiœ_{2D}(0) = � e 2 2ß^2ℏ h ln 4Dø^’eB ℏc + ı 1 2 ȷi : (9.122)

Òàêèì îáðàçîì, êàê â äâóìåðíîì, òàê è â òðåõìåðíîì ñëóœàå êâàíòîâàß ïîïðàâêà ê ïðîâîäèìîñòè ïðèâîäèò ê âåñüìà íåîáûœíîìó ïîâåäåíèþ ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèß â êëàññèœåñêè ñëàáûõ ïîëßõ, œòî ïîçâîëßåò âûäåëßòü ýôôåêòû ñëàáîé ëîêàëèçàöèè íà ôîíå êëàññèœåñêîãî ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèß. Ïðè ýòîì ðåœü èäåò îá èçìåíåíèè ïðîâîäèìîñòè íà âåëèœèíó ïîðßäêà e^2=h â äîâîëüíî ñëàáûõ ïîëßõ ïîðßäêà B_c, òàê œòî ýôôåêò îêàçûâàåòñß âïîëíå èçìåðèìûì. Âäîáàâîê êâàíòîâîå ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå, â îòëèœèå îò êëàññèœåñêîãî, â òðåõìåðíîì ñëóœàå íå çàâèñèò îò óãëà ìåæäó òîêîì è ïîëåì è îòëèœíî îò íóëß äàæå åñëè òîê ïàðàëëåëåí ïîëþ. Èçìåðßß ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèå, ìîæíî íàéòè âðåìß ñáîß ôàçû ø_’, êîòîðîå îïðåäåëßåòñß âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ. Ïîýòîìó äàííûå ïî àíîìàëüíîìó ìàãíèòîñîïðîòèâëåíèþ — âàæíûé èñòîœíèê èíôîðìàöèè î êâàíòîâûõ ýôôåêòàõ â ìåòàëëàõ.

Ïîìèìî ýòîãî, êâàíòîâàß ïîïðàâêà îêàçûâàåòñß œóâñòâèòåëüíà ê ëþáûì ýôôåêòàì, íàðóøàþùèì ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Íàïðèìåð, ñèëüíîå ñïèí-îðáèòàëüíîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ çíàêà êâàíòîâîé ïîïðàâêè. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìíîãîœèñëåííûõ ýôôåêòîâ ñëàáîé ëîêàëèçàöèè íå âõîäèò â çàäàœó ýòîé êíèãè. Èíòåðåñóþùèéñß œèòàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñß ê îáçîðàì, ïîñâßùåííûì ýòîé òåìå (ñì. ïðèìåœàíèå íà ñ. 229).

56. Èòàê, ïóñòü èìååòñß òîíêàß ìåòàëëèœåñêàß ïëåíêà, ñâåðíóòàß â öèëèíäð ðàäèóñà R, œåðåç êîòîðûé ïðîïóùåí ìàãíèòíûé ïîòîê. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäàœó â öèëèíäðèœåñêèõ êîîðäèíàòàõ, âûáðàâ îñü z âäîëü îñè öèëèíäðà. Âåêòîð-ïîòåíöèàë âíóòðè ïëåíêè âûáåðåì â âèäå

A_’ = Φ 2ßR ; A_r = A_z = 0: (9.123)

Ïîëîæèì œàñòîòó âíåøíåãî ïîëß ! = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (9.104) ïåðåïèøåòñß òàê: ( D ” @^2 @z^2 + 1 R^2 ` @ @’ � i eΦ ßℏc ´_2# + 1 ø’ ) C (r; r^0) =^1_{2ß˚0ø 2} ffi(r � r^0):

(9.124)

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 257

Îíî ëåãêî ðåøàåòñß ïåðåõîäîì â ïðåäñòàâëåíèå Ôóðüå:

C(z; ’; z^0; ’^0) = P m;k_z

C_{m;kz} e^{ikz (z�z0)+im(’�’0)}: (9.125)

Ïîäñòàâèâ (9.125) â (9.124), ïîëóœèì

C_{m;kz} = 1 2ß˚0ø^2R ˇ 1 ø’ + Dk^2_z + D R^2 ı m � 2Φ Φ0 ȷ_2˘�1 ; (9.126)

ãäå Φ_0 = hc=e — îäíîýëåêòðîííûé êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Âûðàæàß ñëàáîëîêàëèçàöèîííóþ ïîïðàâêó œåðåç C (r = r^0), ïîëóœàåì

ffiœ(Φ) = � 2e 2 ßℏR 1P m=�1 ∫ˇ k^2_z + 1 R^2 ı m � 2Φ Φ0 ȷ_2 + 1 Dø’ ˘_{�1} dkz 2ß : (9.127)

Ýòî âûðàæåíèå ïåðèîäèœíî ïî ìàãíèòíîìó ïîòîêó Φ, ïîñêîëüêó èçìåíåíèå Φ íà öåëîå êðàòíîå Φ_0=2 ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü ñäâèãîì m. Èìååò ñìûñë ïðåîáðàçîâàòü ýòî âûðàæåíèå òàê, œòîáû ïåðèîäèœåñêàß çàâèñèìîñòü ñòàëà ßâíîé. Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèß Ïóàññîíà: 1P m=�1

f(m) =^1 P k=�1 1∫ �1 f(x) e^{2ßikx} dx: (9.128)

Ïðèìåíßß ýòó ôîðìóëó, çàòåì ñäâèãàß ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèß è âûœèñëßß èíòåãðàë ïî k_z, íàõîäèì

ffiœ(Φ) = � e 2 ßℏ 1P k=�1 1∫ �1 e^{2ßik(x+2Φ=Φ0)} p x^2 + R^2=Dø’ dx: (9.129)

Òåïåðü âèäíî, œòî k-é œëåí ýòîé ñóììû ïðåäñòàâëßåò ñîáîé k-þ ãàðìîíèêó ffiœ(Φ). Âûœèñëèì èíòåãðàë ïî x, èñïîëüçóß ôîðìóëó 1∫ 0 cos tx dt (t^2 + 1)^˚ = ı x 2 ȷ_˚ � (1=2)

� (˚ + 1=2)

K_˚ (x); (9.130)

ãäå K_˚ (x) — ôóíêöèß Ìàêäîíàëüäà. Îêîíœàòåëüíî èìååì

ffiœ(Φ) = � 2e 2 ßℏ 1P k=�1

e^{4ßikΦ=Φ0} K_0 ` 2ßkR L’ ´ ; (9.131)

ãäå L_’ = p Dø_’ — äëèíà ñáîß ôàçû. Â ýòîì âûðàæåíèè œëåí ñ k = = 0 ñèíãóëßðåí. Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë â (9.129) ðàñõîäèòñß ïðè áîëüøèõ x. Ýòî òà æå ñàìàß ðàñõîäèìîñòü, œòî è â (9.100), ïîñêîëüêó âåëèœèíà x=R èãðàåò ðîëü x-êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà. Ïîýòîìó ðàñõîäèìîñòü ñëåäóåò îáðåçàòü ïðè x ß R=l.

9 Ë. Ñ. Ëåâèòîâ, À. Â. Øèòîâ

258 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Èìååòñß è äðóãîé, áîëåå óäîáíûé ñïîñîá èçáàâèòüñß îò ðàñõîäèìîñòè — âûœåñòü èç ffiœ(Φ) åå óñðåäíåííîå ïî âàðèàöèßì ïîòîêà çíàœåíèå:

ffiœ(Φ) � hffiœi_Φ = 4e 2 ßℏ 1P k=1 K_0 ` 2ßkR L’ ´ cos ı 4ßkΦ Φ0 ȷ : (9.132)

Òàêèì îáðàçîì, ñîïðîòèâëåíèå öèëèíäðà ïåðèîäèœåñêè çàâèñèò îò ïðîïóùåííîãî œåðåç íåãî ìàãíèòíîãî ïîòîêà^{18}) . Ïåðèîä îñöèëëßöèé îêàçûâàåòñß ðàâåí Φ_0=2. Òàê ïðîèñõîäèò ïîòîìó, œòî ñëàáîëîêàëèçàöèîííàß ïîïðàâêà ñâßçàíà ñ èíòåðôåðåíöèåé äâóõ îáðàùåííûõ ïî âðåìåíè çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé. Åñëè òàêèå òðàåêòîðèè ¿íàìàòûâàþòñß£ íà öèëèíäð, òî âäîëü îäíîé èç íèõ ýëåêòðîí íàáèðàåò äîïîëíèòåëüíóþ ôàçó ffi’ = 2ßΦ=Φ_0, à âäîëü äðóãîé �ffi’. Ðàçíîñòü ôàç ðàâíà 2ß, åñëè Φ = Φ_0=2. Òàêèì îáðàçîì, âåëèœèíà èíòåðôåðåíöèîííûõ ýôôåêòîâ îäíà è òà æå ïðè Φ = 0 è Φ = Φ_0=2.

Ðåçóëüòàò (9.132) äîïóñêàåò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ. Àìïëèòóäà îñöèëëßöèé K_0(2ßkR=L_’) åñòü âåðîßòíîñòü òîãî, œòî ñëóœàéíàß òðàåêòîðèß óñïååò óéòè îò íàœàëüíîé òîœêè íà ðàññòîßíèå 2ßkR (ò. å. îáìîòàòüñß âîêðóã öèëèíäðà k ðàç) çà âðåìß ø_’, â òåœåíèå êîòîðîãî ñîõðàíßåòñß ôàçîâàß êîãåðåíòíîñòü. Ïðè 2ßkR Æ L_’ ôóíêöèß Ìàêäîíàëüäà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò. Ýòî çíàœèò, œòî íàèáîëåå ñóùåñòâåííû ãàðìîíèêè ñ k ≲ L_’=2ßR. Ïîýòîìó äëß òîãî œòîáû ýôôåêò áûë íàáëþäàåìûì, íóæíî, œòîáû öèëèíäð áûë ìàëåíüêèì: 2ßR ≲ L_’. Ïîñêîëüêó ø_’ ðàñòåò ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû, òî ýòîìó óñëîâèþ ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ëèøü ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ èëè â äîñòàòîœíî ìàëåíüêèõ îáðàçöàõ.

57. Äèàãðàììû íà ðèñ. 9.10, äàþùèå êîððåëßòîð ïðîâîäèìîñòåé ïðè ðàçíûõ çíàœåíèßõ ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ïðåäñòàâëßþò ñîáîé äâà âêëàäà — äèôôóçîííûé è êóïåðîííûé. Ïðè ýòîì íà ýëåêòðîí âî âíåøíåé ïåòëå äèàãðàììû äåéñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå, ïðîïîðöèîíàëüíîå Φ, à âî âíóòðåííåé — ïðîïîðöèîíàëüíîå Φ^0. Â ýòîì ñëóœàå óðàâíåíèß äëß êóïåðîíà è äëß äèôôóçîíà ìîæíî ïîëóœèòü òåì æå ñïîñîáîì, œòî è â çàäàœå 56. Íóæíî òîëüêî óœåñòü, œòî, ïîñêîëüêó êóïåðîí ïðîïîðöèîíàëåí hi, òî â íåì âåêòîðíûå ïîòåíöèàëû âíóòðåííåé è âíåøíåé ïåòåëü íà äèãðàììàõ ðèñ. 9.10 ñêëàäûâàþòñß, â òî âðåìß êàê äèôôóçîí ïðîïîðöèîíàëåí h^+i, è ïîýòîìó â íåì âåêòîðíûå ïîòåíöèàëû âûœèòàþòñß. (Òîãäà ïðè Φ = Φ^0 ïîëóœàåì, œòî ìàãíèòíîå ïîëå íå ìåíßåò óðàâíåíèå äèôôóçèè, êàê è äîëæíî áûòü.) Ýòî îçíàœàåò, œòî â êóïåðîííûõ äèàãðàììàõ ýôôåêòèâíûé ìàãíèòíûé ïîòîê åñòü (Φ + + Φ^0)=2, à â äèôôóçîííûõ — (Φ � Φ^0)=2. Â îñòàëüíîì æå êóïåðîííûé è äèôôóçîííûé âêëàäû ñîâïàäàþò.

Ñòðîãî ãîâîðß, ýòî íå ñîâñåì òîœíî. Êóïåðîííûé âêëàä, â îòëèœèå îò äèôôóçîííîãî, ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò íà âðåìåíàõ t ¿ ø_’. À äèôôóçèîííûé ïîëþñ ïðè k = 0 âñåãäà îñòàåòñß ïðè ! = 0 èç-çà ñîõðàíåíèß

18) Íà ñàìîì äåëå â ðåàëüíûé ìåòàëëèœåñêèé öèëèíäð ìàãíèòíîå ïîëå âñåòàêè ñëåãêà ïðîíèêàåò, è ïîýòîìó ñòðîãàß ïåðèîäèœíîñòü íàðóøàåòñß.

9.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 50 –57 259

œèñëà œàñòèö. Òåì íå ìåíåå, ïîñêîëüêó ôàçîœóâñòâèòåëüíàß œàñòü äèôôóçîííîãî âêëàäà, îòâåœàþùàß çà çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè îò Φ, âñå ðàâíî èñœåçàåò ïðè t ¿ ø_’, ìû äëß ïðîñòîòû èãíîðèðóåì ýòî ðàçëèœèå ìåæäó äèôôóçîíîì è êóïåðîíîì.

Ïîñêîëüêó ñóùåñòâåííû òîëüêî áîëüøèå ìàñøòàáû ïîðßäêà R, õàðàêòåðíûé ñóììàðíûé èìïóëüñ â êóïåðîíå è ðàçíîñòü èìïóëüñîâ â äèôôóçîíå îêàçûâàþòñß ïîðßäêà R^{�1}. Ýòî îçíàœàåò, œòî èìïóëüñû, áåãóùèå ïî ðàçíûå ñòîðîíû êàæäîé ïðèìåñíîé ëåñòíèöû, îòëèœàþòñß ìàëî. Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå òîêîâûõ âåðøèí è ôóíêöèé Ãðèíà íà êîíöàõ äàåòñß ìíîæèòåëåì

A_{ff¯fi˚} = e^4 ∫ v_ffv_¯v^0_fi v^0_˚ G^2_R(p) G^2_A(p) G^2_R(p^0) G^2_A(p^0) d 2p (2ß)^2 d^2p^0 (2ß)^2 (9.133) (ïðè âûâîäå ýòîé ôîðìóëû íåñóùåñòâåííàß çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Ãðèíà îò ýíåðãèè áûëà îïóùåíà). Èíòåãðàëû ëåãêî âûœèñëßþòñß ïåðåõîäîì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸, œòî äàåò

A_{ff¯fi˚} = e

4v^4_F 4 ffi_{ff¯}ffi_{fi˚} (4ß˚_0ø^3)^2 � 16ß^2˚^2_0 ø^4D^2ffi_{ff¯}ffi_{fi˚} : (9.134)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ýíåðãèßì äàåò, êàê îáûœíî, !=2ß, ïðèœåì ! ñîêðàùàåòñß ïîñëå ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè îòêëèêà â îïðåäåëåíèå ïðîâîäèìîñòè. Ïîýòîìó êîððåëßòîð ïðîâîäèìîñòåé (9.32) åñòü^{19})

K_{Φ;Φ}0 = 2e^4ß^2˚^2_0 ø^4D^2ffi_{ff¯}ffi_{fi˚} ∫ � jC(r; Φ; Φ^0)j^2 + jD^2(r; Φ; Φ^0)j^2 � d^2r:

(9.135) Êâàäðàò êóïåðîííîé àìïëèòóäû ìîæíî íàéòè ïî òåîðåìå Ïàðñåâàëß:

I_C = ∫ jC(r)j^2 d^2r = 1∫ �1 1P m=�1

jC_{m;kz} j^2 dk^z 2ß : (9.136)

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, êàê è ðàíåå, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî k_z è ïðèìåíèâ ôîðìóëó ñóììèðîâàíèß Ïóàññîíà (9.128):

I_C = 1 16ß^2˚^2_0 ø^4D^2 1P k=�1 1∫ �1 e^{2ßik(x+(Φ+Φ0)=Φ0)} (x^2 + R^2=L^2_’)^{3=2} dx: (9.137)

Èíòåãðàë ïî x, ñîãëàñíî (9.131), âûðàæàåòñß œåðåç ôóíêöèþ Ìàêäîíàëüäà:

I_C = 1

16ß^2˚^2_0 ø^4D^2 1P k=�1

4ßkL’ R K_1 ` 2ßkR L’ ´ e^{2ßik(Φ+Φ0)=Φ0} : (9.138)

19) Èíòåãðàë ïî d^2r â (9.135) âîçíèêàåò ïîòîìó, œòî íàœàëüíàß è êîíåœíàß òîœêè íà äèàãðàììàõ ðèñ. 9.10 ðàçëèœàþòñß. 9*

260 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

Àíàëîãèœíîå âûðàæåíèå äëß äèôôóçîííîãî âêëàäà îòëèœàåòñß çàìåíîé Φ + Φ^0 íà Φ � Φ^0. Ïîäñòàâèâ (9.138) â (9.135) è ïðèâåäß ïîäîáíûå œëåíû, ïîëóœèì

K_{Φ;Φ}0 = e

4R^2 ß^2ℏ^2L^2_’ ffi_{ff¯}ffi_{fi˚} � � ˇ 1 + 2^1 P k=1 2ßkR L’ K_1 ` 2ßkR L’ ´ cos 2ßkΦ Φ0 cos 2ßkΦ 0 Φ0 ˘ (9.139)

(â œëåíå ñ k = 0 íóæíî âçßòü ïðåäåë ìàëûõ k è èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòèêó ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà K_1(x ø 1) ß 1=x).

Ðåçóëüòàò (9.139) ïîäòâåðæäàåò îæèäàåìóþ êàœåñòâåííóþ êàðòèíó. Îñíîâíàß ãàðìîíèêà èìååò ïåðèîä Φ_0, à íå Φ_0=2. (Ýòî âèäíî èç òîãî, œòî çàâèñßùàß îò ìàãíèòíîãî ïîòîêà œàñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êîñèíóñîâ ñ ïåðèîäîì Φ_0). Îäíàêî ïðè óñðåäíåíèè ïðîâîäèìîñòè ïî áåñïîðßäêó ýòîò âêëàä èñœåçàåò, ïîýòîìó îí ïðîßâëßåòñß ëèøü â êîððåëßöèè ïðîâîäèìîñòåé îäíîãî è òîãî æå îáðàçöà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà èíòåðåñíóþ íåìîíîòîííóþ çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò ïàðàìåòðà 2ßR=L_’. Ïðè 2ßR Æ L_’ ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà, îïðåäåëßþùèå çàâèñèìîñòü îò ìàãíèòíîãî ïîòîêà, ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû. Â ýòîì ïðåäåëå ýëåêòðîíû íå ìîãóò îáîéòè öèëèíäð, íå ïîòåðßâ ïðè ýòîì ôàçîâóþ êîãåðåíòíîñòü, òàê œòî èñœåçíîâåíèå ýôôåêòà â ýòîì ïðåäåëå âïîëíå åñòåñòâåííî. Áîëåå èíòåðåñíî, œòî â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðåäåëå (2ßR ø L_’) ýôôåêò òîæå ìàë, êàê R^2=L^2_’. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, œòî â ýòèõ óñëîâèßõ âêëàä äàåò áîëüøîå œèñëî òðàåêòîðèé, ïðîõîäßùèõ â ðàçíûõ ìåñòàõ ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, œòî ýôôåêòèâíî ïðèâîäèò ê óñðåäíåíèþ ïî áåñïîðßäêó. À âîò ïðè 2ßR ß L_’ ýëåêòðîíû, äàþùèå âêëàä â èíòåðôåðåíöèîííóþ ïîïðàâêó, îáõîäßò öèëèíäð ïî òðàåêòîðèßì, íå ñëèøêîì äàëåêî îòñòîßùèì îò íàèêðàòœàéøåé, ïîýòîìó óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó íå ïðîèñõîäèò.

Çàìåòèì, œòî îòëèœèå ïðîâîäèìîñòè êîíêðåòíîãî îáðàçöà îò ñðåäíåé ìîæåò áûòü äîâîëüíî çàìåòíûì. Ïðè L_’ ß 2ßR (íåîáõîäèìîå óñëîâèå íàáëþäåíèß ýôôåêòà Ààðîíîâà–Áîìà) êîððåëßòîð ïðîâîäèìîñòåé îêàçûâàåòñß ïîðßäêà (e^2=h)^2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè áåñïîðßäêà ïðîâîäèìîñòü ìîæåò èçìåíèòüñß íà âåëèœèíó ïîðßäêà e^2=h, õîòß îáðàçåö ïðè ýòîì îñòàåòñß ìàêðîñêîïèœåñêèì è ñîäåðæèò áîëüøîå êîëèœåñòâî ïðèìåñåé (R Æ l). Ýòî îçíàœàåò, œòî èíòåðôåðåíöèîííàß œàñòü ïðîâîäèìîñòè ßâëßåòñß ìàêðîñêîïèœåñêè èçìåðèìîé íåñàìîóñðåäíßþùåéñß âåëèœèíîé.

Ýòîò íåîæèäàííûé ýôôåêò åñòü ïðîßâëåíèå ôàçîâîé êîãåðåíòíîñòè ýëåêòðîíîâ ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ.

9.6. Диаграммы без самопересечений

Îñòàíîâèìñß íà âîïðîñå î ñâßçè ìåæäó ðàçëîæåíèåì ïî ïàðàìåòðó (p_0l)^{�1} è êëàññèôèêàöèåé äèàãðàìì, âîçíèêàþùèõ ïðè óñðåäíåíèè ïî áåñïîðßäêó. Äèàãðàììû äëß ðàññåßíèß ýëåêòðîíîâ íà ñëóœàéíîì

9.6 ] Äèàãðàììû áåç ñàìîïåðåñåœåíèé 261

ïîòåíöèàëå ñîäåðæàò äâà ýëåìåíòà: ýëåêòðîííûå ëèíèè (ôóíêöèè Ãðèíà) è ïðèìåñíûå øòðèõîâûå ëèíèè, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðß, ìîãóò ïåðåñåêàòüñß ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, íà êîòîðîì îñíîâàíû âñå ïðèìåíåíèß ýòîé òåõíèêè, ñîñòîèò â òîì, œòî âêëàäû íàèíèçøåãî ïîðßäêà ïî (p_0l)^{�1} äàþòñß îäíèìè ëèøü íåïåðåñåêàþùèìèñß ãðàôèêàìè. Òàêèå ãðàôèêè îïðåäåëßþò òàê íàçûâàåìîå ¿ïðèáëèæåíèå êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß£. Óñëîâèå p_0l Æ 1 â òîœíîñòè ñîîòâåòñòâóåò áîëüöìàíîâñêîìó ïàðàìåòðó, èñïîëüçóåìîìó ïðè âûâîäå êëàññèœåñêîãî êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß, ò. å. áîëüøîé âåëèœèíå äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì âçàèìîäåéñòâèß. Îêàçûâàåòñß, œòî ðåçóëüòàòû, ïîëóœàþùèåñß ïðè îòáðàñûâàíèè âñåõ ãðàôèêîâ ñ ïåðåñåêàþùèìèñß ïðèìåñíûìè ëèíèßìè, â òîœíîñòè ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, âûâåäåííûìè èç êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß.

Ïîïðîáóåì ïîíßòü, ïîœåìó ãðàôèêè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè îêàçûâàþòñß âûäåëåííûìè, èñïîëüçóß êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ðàññìîòðèì äëß ýòîãî äâà ãðàôèêà, äàþùèå ïîïðàâêè ê ñîáñòâåííîýíåðãåòèœåñêîé œàñòè �:

Ðèñ. 9.19

Ýòè ãðàôèêè äàþò ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðßäêà ê ïðîñòåéøåé ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêîé œàñòè � = �ffi¯ � (i=2ø) sgn ”, íàéäåííîé â çàäàœå 50 â íèçøåì ïîðßäêå ïî ðàññåßíèþ íà ïðèìåñßõ. Êàê ìû óâèäèì, âêëàä ïåðâîãî ãðàôèêà ìíîãî áîëüøå âêëàäà âòîðîãî ãðàôèêà.

Ïåðåðèñóåì äèàãðàììû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 9.19, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè (ñì. ðèñ. 9.20). Âñå ãðèíîâñêèå ôóíêöèè, çà èñêëþœå-

Ðèñ. 9.20 íèåì ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ïðèêðåïëßþòñß îáîèìè ñâîèìè êîíöàìè ê ïðèìåñßì. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè óñðåäíåíèå ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ ïðèìåñåé ïðîèçâîäèòñß èíòåãðèðîâàíèåì ïî ðàäèóñâåêòîðó r = r_1 � r_2. Çàâèñèìîñòü ôóíêöèé Ãðèíà îò êîîðäèíàò äàåòñß âûðàæåíèåì (9.18).

Íàéäåì âêëàäû ãðàôèêîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêàõ 9.19 è 9.20, â ìíèìóþ œàñòü Im �. Çàìåòèì, œòî Im � — ýòî ìíèìàß œàñòü àìïëèòóäû ðàññåßíèß íà äâóõ ïðèìåñßõ. Âîñïîëüçóåìñß òåîðåìîé óíèòàðíîñòè, ñâßçûâàþùåé ìíèìóþ œàñòü àìïëèòóäû ðàññåßíèß ñ ñåœåíèåì ðàññåßíèß. Œòîáû ïîëóœèòü ãðàôèœåñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé òåîðåìû (ñì. çàäàœó 15), íàäî â êàæäîé äèàãðàììå, îïèñûâàþùåé ðàññåßíèå

262 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

âî âíåøíåì ïîëå, ïîìåòèòü îäíó èç ôóíêöèé Ãðèíà G è çàìåíèòü åå íà GG^�, ãäå G^� — êîìïëåêñíî-ñîïðßæåííàß ôóíêöèß. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì, âñå ôóíêöèè, èäóùèå ïîñëå ïîìåœåííîé ôóíêöèè Ãðèíà, íàäî çàìåíèòü íà êîìïëåêñíî-ñîïðßæåííûå. Ïðè ýòîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñóììèðîâàíèå ïî ðàçëèœíûì ãðàôèêàì è ïî âñåì ñïîñîáàì ïîìåòèòü îäíó èç ôóíêöèé äàííîãî ãðàôèêà äàåò ìíèìóþ œàñòü àìïëèòóäû ðàññåßíèß. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåçàâèñèìîå ñóììèðîâàíèå ïî ðàçëèœíûì œàñòßì ãðàôèêîâ, âñòðåœàþùèìñß äî è ïîñëå ïîìåœåííîãî ìåñòà, äàåò ïðîèçâåäåíèå àìïëèòóäû ðàññåßíèß íà êîìïëåêñíî-ñîïðßæåííóþ àìïëèòóäó ñ êîýôôèöèåíòîì, ðàâíûì ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé.

Ñëåäóß ýòîìó ðåöåïòó, ïðåäñòàâèì ìíèìóþ œàñòü ãðàôèêîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 9.20, â âèäå ñóììû ïî ïîìåœåííûì ãðàôèêàì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî â çàâèñèìîñòè îò êîëèœåñòâà ôóíêöèé G è G^� îñöèëëèðóþùèå ôàçîâûå ìíîæèòåëè G(”; r) ¸ e^{ip0jrj sgn ”}, G^�(”; r)¸ ¸ e^{�ip0jrj sgn ”} ìîãóò ñîêðàòèòüñß, à ìîãóò è íå ñîêðàòèòüñß. Íàïðèìåð, åñëè íà ïåðâîì ãðàôèêå íà ðèñ. 9.20 ïîìåœåíà ôóíêöèß, âûõîäßùàß èç ïðèìåñè 2 è âîçâðàùàþùàßñß â íåå æå, òî ôàçîâûå ìíîæèòåëè ôóíêöèé, èäóùèõ èç ïðèìåñè 1 â ïðèìåñü 2, è îáðàòíî, ñîêðàùàþò äðóã äðóãà. Â òî æå âðåìß, íà âòîðîì ãðàôèêå ðèñ. 9.20 íèêàêîé ñïîñîá ïîìåòêè íå ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé.

Ïðè óñðåäíåíèè ïî ðàñïîëîæåíèþ ïðèìåñåé âêëàäû ñ ñîêðàùàþùèìèñß è ñ íåñîêðàùàþùèìèñß ôàçîâûìè ìíîæèòåëßìè e^{�ip0jrj} âåäóò ñåáß ïî-ðàçíîìó. Îñöèëëèðóþùèé êàê ôóíêöèß ðàññòîßíèß ìåæäó ïðèìåñßìè jrj ìíîæèòåëü îáðåçàåò èíòåãðàë ïî d^3r íà jrj ß p^{�1}_0 . Åñëè æå ïðîèñõîäèò ñîêðàùåíèå e^{ip0jrj} è e^{�ip0jrj}, òî îáðåçêà èíòåãðàëà ïî d^3r îïðåäåëßåòñß ìåäëåííî óáûâàþùèì ìíîæèòåëåì e^{�jrj=2l} â âûðàæåíèè (9.18). Ñîîòâåòñòâóþùèé ìàñøòàá åñòü jrj ß l, œòî ìíîãî áîëüøå p^{�1}_0 . Ïîýòîìó ãëàâíûé ïî p_0l âêëàä â Im � äàåòñß ãðàôèêàìè, êîòîðûå ìîæíî ïîìåòèòü òàê, œòîáû âñå ôàçîâûå ìíîæèòåëè e^{�ip0jrj} ñîêðàòèëè äðóã äðóãà.

Âñëåäñòâèå ýòîãî, âêëàä ïåðâîãî ãðàôèêà íà ðèñ. 9.20 áóäåò ïîðßäêà

Ðèñ. 9.21 ø^{�1}, à âòîðîãî — ïîðßäêà ø^{�2}. Ñäåëàííîå íàáëþäåíèå íåòðóäíî îáîáùèòü íà áîëåå ñëîæíûå ãðàôèêè, â êîòîðûå âõîäèò ïðîèçâîëüíî áîëüøîå œèñëî ïðèìåñåé. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå íåïåðåñåœåíèß ïðèìåñíûõ ëèíèé îçíàœàåò ïðîñòî, œòî ôóíêöèè Ãðèíà ïðîõîäßò îäíó è òó æå (ñëóœàéíóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåñåé, ñíàœàëà â ïðßìîì ïîðßäêå, à ïîòîì â îáðàòíîì. Ïðèìåð ãðàôèêà òàêîãî ðîäà ïðèâåäåí íà ðèñ. 9.21. Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî äîáèòüñß ñîêðàùåíèß ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé, åñëè ïîìåòèòü ëþáóþ èç ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé ñ ñîâïàäàþùèìè êîíöàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîëüíûé ãðàôèê ñ N íåïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè ïî ïîðßäêó âåëèœèíû ðàâåí ø^{�N} ø^{N�1} = ø^{�1}, ãäå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü

9.6 ] Äèàãðàììû áåç ñàìîïåðåñåœåíèé 263

åñòü âêëàä N ïðèìåñíûõ ëèíèé, à âòîðîé — åñòü ðåçóëüòàò N � 1 èíòåãðèðîâàíèß ïî âçàèìíîìó ðàñïîëîæåíèþ ïðèìåñåé.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî âêëàäû âñåõ ãðàôèêîâ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè îêàçûâàþòñß òîãî æå ïîðßäêà, œòî è Im � = �(1=2ø) sgn ”, íàéäåííîå â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (ñì. çàäàœó 50). Âîîáùå ãîâîðß, ýòî îçíàœàåò, œòî ïðè âûœèñëåíèè � îãðàíèœèâàòüñß íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì íåêîððåêòíî. Îäíàêî, êàê ìû óâèäèì â ðàçä. 9.7, ïðè ñóììèðîâàíèè âñåõ ãðàôèêîâ ïîðßäêà ø^{�1} ïîëóœàåòñß îòâåò, ñîâïàäàþùèé ñ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì.

Èòàê, åñëè â êàêîì-òî ãðàôèêå ïðèìåñíûå ëèíèè ïåðåñåêàþòñß, òî ñòàíîâßòñß âàæíû êîððåëßöèè â ðàñïîëîæåíèè ïðèìåñåé íà ðàññòîßíèßõ ïîðßäêà p^{�1}_0 . (Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà íåñîêðàùåíèß ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé, ïðèâîäßùåãî ê èíòåðôåðåíöèè âîëí, ðàññåßííûõ íà ðàçëèœíûõ ïðèìåñßõ.) Åñëè æå ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñß, òî òàêîé êîððåëßöèè íåò, ïîñêîëüêó ôàçû âîëí, èäóùèõ â ïðßìîì è îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, êîìïåíñèðóþòñß. Â ðåçóëüòàòå, êîãäà ëèíèè íå ïåðåñåêàþòñß, èíòåãðèðîâàíèß ïî ïîëîæåíèßì ðàçíûõ ïðèìåñåé îêàçûâàþòñß íåçàâèñèìûìè. Â ïðîòèâíîì ñëóœàå èíòåãðèðîâàíèß îêàçûâàþòñß çàâèñèìûìè. Êàæäîå çàâèñèìîå èíòåãðèðîâàíèå äàåò ëèøíèé ìíîæèòåëü (p_0l)^{�1} ïî ñðàâíåíèþ ñ íåçàâèñèìûìè èíòåãðèðîâàíèßìè.

Ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè ñòàíîâèòñß ßñíî, œòî ïðåíåáðåæåíèå ïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè ýêâèâàëåíòíî ïðåíåáðåæåíèþ êîððåëßöèßìè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ñòîëêíîâåíèßìè ñ ïðèìåñßìè. Ýòî â òîœíîñòè òî æå ñàìîå ïðèáëèæåíèå, êàê è òî, œòî èñïîëüçóåòñß â òåîðèè êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß. Ïîýòîìó ïàðàìåòð (p_0l)^{�1} — ýòî îáûœíûé áîëüöìàíîâñêèé ìàëûé ïàðàìåòð êèíåòèœåñêîé òåîðèè.

Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáûå êèíåòèœåñêèå êîýôôèöèåíòû, òàêèå êàê ïðîâîäèìîñòü èëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ äèàãðàììíîé òåõíèêè â ãëàâíîì ïîðßäêå ïî (p_0l)^{�1}, äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëóœåííûìè ñ ïîìîùüþ êëàññèœåñêîãî êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß. Â òîì, œòî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, ìû óáåäèëèñü â çàäàœàõ 51 è 52. Ðàçóìååòñß, ñ ïîìîùüþ äèàãðàììíîé òåõíèêè ìîæíî íå òîëüêî îáîñíîâàòü êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå êâàíòîâîìåõàíèœåñêè, íî è ðàññìîòðåòü ýôôåêòû ñëåäóþùåãî ïîðßäêà ïî (p_0l)^{�1}, íå îïèñûâàåìûå êëàññèœåñêîé êèíåòèœåñêîé òåîðèåé. Îêàçûâàåòñß, œòî â ýòîì ïîðßäêå âîçíèêàþò ïðèíöèïèàëüíî êâàíòîâûå ôèçèœåñêèå ýôôåêòû, òðåáóþùèå óœåòà èíòåðôåðåíöèè ýëåêòðîííûõ âîëí (ñì. çàäàœè 53 è 54).

C íåñêîëüêî áîëåå ôîðìàëüíîé òåîðåòèêî-ïîëåâîé òîœêè çðåíèß, ñèòóöèß ïðè p_0l Æ 1 àíàëîãèœíà 1=N-ðàçëîæåíèþ â òåîðèßõ ïîëß ñ áîëüøèì èçîñïèíîì. Íàïîìíèì, œòî 1=N-ðàçëîæåíèå ââîäèòñß äëß òåîðèè, ñîäåðæàùåé N Æ 1 ñâîáîäíûõ ïîëåé ’_i(x^¯), âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó êîòîðûìè èçîòðîïíî ïî èçîñïèíó: L = ∫ ı 1 2 @_¯’_i@^¯’^i + 1 2 g(’_i’^i)^2 ȷ d^4x: (9.140)

Îêàçûâàåòñß, œòî â ãëàâíîì ïîðßäêå ïî 1=N âàæíû òîëüêî äèàãðàììû, â êîòîðûõ ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëþ ’_i, íå ïåðåñåêàþòñß. Â òåî-

264 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ðèè ïîëß òàêèå äèàãðàììû îáûœíî íàçûâàþò ïëàíàðíûìè, ïîñêîëüêó, ñ òîïîëîãèœåñêîé òîœêè çðåíèß, èõ âñåãäà ìîæíî óëîæèòü íà ïëîñêîñòü áåç ñàìîïåðåñåœåíèé. Êðîìå òîãî, äëß äèàãðàìì ïðîèçâîëüíîãî âèäà â òåîðèè ïîëß äîêàçûâàåòñß, œòî ïîðßäîê äèàãðàììû ïî 1=N îïðåäåëßåòñß ìèíèìàëüíûì ðîäîì ïîâåðõíîñòè (ò. å. œèñëîì ðóœåê), ïðè êîòîðîì äèàãðàììó ìîæíî èçîáðàçèòü íà ýòîé ïîâåðõíîñòè áåç ñàìîïåðåñåœåíèé^{20}) .

Â çàäàœå îá óïðóãîì ðàññåßíèè íà ñëóœàéíî ðàñïîëîæåííûõ ïðèìåñßõ ñîñòîßíèß œàñòèöû õàðàêòåðèçóþòñß èìïóëüñîì, ïðèíèìàþùèì çíàœåíèß íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Èç-çà êîíåœíîé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, èìååòñß íåîïðåäåëåííîñòü â èìïóëüñå ïîðßäêà ffip = l^{�1}. Ïîýòîìó êîëèœåñòâî ðàçëèœíûõ ñîñòîßíèé œàñòèöû îêàçûâàåòñß ïîðßäêà

N_0 = ı p_0 ffip ȷ_2 = (p_0l)^{d�1}; (9.141)

ãäå d — ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû. Äëß îáúßñíåíèß ðîëè íåïåðåñåêàþùèõñß äèàãðàìì â [1] ïðèâîäèòñß ðàññóæäåíèå, èñïîëüçóþùåå îãðàíèœåíèå ôàçîâîãî îáúåìà ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî èìïóëüñàì â äèàãðàììàõ ñ ïåðåñåêàþùèìèñß ïðèìåñíûìè ëèíèßìè. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ýòà àðãóìåíòàöèß òîœíî òàêàß æå, êàê äëß òåîðèè âçàèìîäåéñòâóþùåãî N-êîìïîíåíòíîãî ïîëß ñ N = N_0.

9.7. Электронный спектр неупорядоченной системы

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ðßä òåîðèè âîçìóùåíèé äëß ñîáñòâåííîýíåðãåòèœåñêîé œàñòè è ïîêàçàëè, œòî ãëàâíûé âêëàä äàåòñß ãðàôèêàìè ñ íåïåðåñåêàþùèìèñß ëèíèßìè. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, œòî âêëàäû ãðàôèêîâ ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèì êîëèœåñòâîì ëèíèé îäèíàêîâû è ðàâíû ïî ïîðßäêó âåëèœèíû ø^{�1}. Ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðß, íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ñóììèðîâàíèå âñåõ òàêèõ ãðàôèêîâ. Ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà áëîœíîãî ñóììèðîâàíèß.

Œòîáû íå çàãðîìîæäàòü ôîðìóëû âûðàæåíèßìè, çàâèñßùèìè îò çíàêà ”, ðàññìîòðèì çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, ïîëàãàß ¯ = = 0. Íåâîçìóùåííàß ôóíêöèß Ãðèíà åñòü G^{(0)}_R (”; p) = (” � p^2=2m + + i0)^{�1}. Ââåäåì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü �(”; p), îïðåäåëèâ åå îáûœíûì îáðàçîì, êàê ñóììó âñåõ íåïðèâîäèìûõ äèàãðàìì. Èç ãðàôèœåñêîãî ïðåäñòàâëåíèß �(”; p) (ðèñ. 9.22) ßñíî, œòî ëþáîé âêëàä â �(”; p) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âêëàäà â óñðåäíåííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ñ êîíöàìè, çàìêíóòûìè ïðèìåñíîé ëèíèåé.

20) Ñì. îðèãèíàëüíóþ ðàáîòó: G. t’Hooft// Nucl. Phys. B. 1974. V. 72. P. 461, èëè êíèãó [10]

9.7 ] Ýëåêòðîííûé ñïåêòð íåóïîðßäîœåííîé ñèñòåìû 265

Â ýòîì ñëóœàå óðàâíåíèå Äàéñîíà âûãëßäèò âåñüìà ïðîñòî:

�(”; p) = nu_0 + nu 2 0 (2ß)^3 ∫ d^3p^0

” � p^{02}=2m � �(”; p^0)

; (9.142)

è åãî íåòðóäíî ðåøèòü. Âûðàæåíèå â ïðàâîé œàñòè íå çàâèñèò îò p, ïîñêîëüêó ïðèìåñè òîœåœíûå. Ïîýòîìó �(”; p) ßâëßåòñß ôóíêöèåé îäíîãî ëèøü ”.

Ðèñ. 9.22

Â ãëàâíîì ïîðßäêå ïî nu^2_0 ðåøåíèå ïîëóœàåòñß, åñëè çàìåíèòü �(”; p^0) â ïðàâîé œàñòè (9.142) íà �i0. Â ñëóœàå, êîãäà âåëèœèíà Im �(”) îòëèœíà îò íóëß, íî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ”, çíàœåíèå âûðàæåíèß â ïðàâîé œàñòè (9.142) îñòàíåòñß òàêèì æå, êàê è â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè (ñ òîœíîñòüþ äî œëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðßäêà ìàëîñòè ïî (p_0l)^{�1}). Ïîýòîìó ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü �(”; p), íàéäåííàß â çàäàœå 50 â íèçøåì ïîðßäêå ïî (p_0l)^{�1}, â äåéñòâèòåëüíîñòè ßâëßåòñß ñàìîñîãëàñîâàííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèß Äàéñîíà (9.142) ïðè óñëîâèè p_0l Æ 1.

Ïîóœèòåëüíî ðåøèòü óðàâíåíèå (9.142) ßâíî, íå ïðåäïîëàãàß ìàëîñòè �(”) ïî ñðàâíåíèþ ñ ”. Œòîáû âûœèñëèòü èíòåãðàë â ïðàâîé œàñòè (9.142) íàäî ðåãóëßðèçîâàòü ðàñõîäèìîñòü ïðè áîëüøèõ jpj. Äëß ýòîãî îáðåæåì èíòåãðèðîâàíèå íà a^{�1}, ãäå a — ðàäèóñ ïðèìåñè. (Íàïîìíèì, œòî ïðèìåñè ìîæíî ñœèòàòü òîœåœíûìè ïðè ýíåðãèßõ (2m”)^{1=2}a ø ø 1.) Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (9.142) òàêèì îáðàçîì:

�(”) = nu_0 � g

a^{�1}∫

0 p^2dp p^2 + ˘^2(”)

; ˘(”) = p 2m(�(”) � ”) ; g = nu^2_0 m ß^2 : (9.143)

Èíòåãðàë â (9.143) åñòü a^{�1} � ß˘=2. Èñïîëüçóß ñâßçü ˘ è �, ïîëóœàåì óðàâíåíèå íà ˘:

ß g ˘ � ˘^2=m = 2 e”; (9.144)

ãäå e” = ” � nu_0 + g=a. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß èìååò âèä

˘(”) = 8 ¡ : ß 2 mg + p 2m(”_0 � e”) ïðè e” ¡ ”_0; ß 2 mg + i p 2m(e” � ”_0) ïðè e” ¿ ”_0;

(9.145)

266 Ýëåêòðîíû â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå [ Ãë. 9

ãäå ”_0 = ß^2mg^2=8. Îòñþäà íàõîäèì

�(”) = ß 2 g ˘(”) � nu_0 + g a : (9.146)

Ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ ” Æ nu_0, ðàçëàãàß êâàäðàòíûé êîðåíü â (9.145), ïîëóœàåì

�(”) = 2”_0 � nu_0 + g a � ißnu^2_0˚(”); (9.147)

ãäå ˚(”) = m(2m”)^{1=2}=2ß^2 — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé â îòñóòñòâèå ïðèìåñåé. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî âåùåñòâåííàß œàñòü � ïðîñòî ñäâèãàåò äíî ýëåêòðîííîé çîíû (ò. å. ìåíßåò õèìèœåñêèé ïîòåíöèàë) è ïîýòîìó íåñóùåñòâåííà. Ìíèìàß æå œàñòü îïðåäåëßåò âðåìß æèçíè ýëåêòðîíà â äàííîì ñîñòîßíèè è ïðè áîëüøèõ ” ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, íàéäåííûì â çàäàœå 50.

Ïîëóœåííîå ðåøåíèå (9.145) óðàâíåíèß Äàéñîíà (9.142) œàñòî èñïîëüçóþò íå òîëüêî ïðè áîëüøèõ, íî è ïðè ïðîèçâîëüíûõ ýíåðãèßõ. Ðàçóìååòñß, ôîðìàëüíî ýòî íåêîððåêòíî, ïîñêîëüêó (9.142) áûëî âûâåäåíî â ïðåäïîëîæåíèè p_0l Æ 1. Òåì íå ìåíåå, òàêîå ñàìîñîãëàñîâàííîå áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå œàñòî ïðèâîäèò ê êàœåñòâåííî ïðàâèëüíûì ðåçóëüòàòàì.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì îäíîœàñòèœíóþ ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé. Âîñïîëüçóåìñß èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ïëîòíîñòüþ ñîñòîßíèé è ôóíêöèåé Ãðèíà: ˚(”) = 1 ß Im Tr bG. Íàñ èíòåðåñóåò ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé, óñðåäíåííàß ïî áåñïîðßäêó. Ïîýòîìó, èñïîëüçóß íàéäåííîå âûðàæåíèå äëß óñðåäíåííîé ôóíêöèè Ãðèíà, ïîëóœàåì

˚(”) = 1

ß(2ß)^3 Im ∫ d^3p ” � p^2=2m � �(”)

= � Im m ß^3 1∫ 0 p^2dp p^2 + ˘^2(”) = = m 2ß^2 p 2m(” � ”_�) ; ”_� = nu_0 � g a + ”_0; (9.148)

ãäå ˘(”) äàåòñß âûðàæåíèåì (9.145). Èòàê, ñàìîñîãëàñîâàííîå áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå äàåò ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé (9.148), îòëèœàþùóþñß îò ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé œèñòîé ñèñòåìû ëèøü ñäâèãîì ýíåðãèè íà îïðåäåëåííóþ âåëèœèíó. Âûðàæåíèå (9.148) èìååò êàœåñòâåííî ïðàâèëüíîå ïîâåäåíèå: íèæå ïîðîãà ” = ”_� ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ˚(”) îáðàùàåòñß â íóëü, à ïðè áîëüøèõ ” ïåðåõîäèò â ˚(”) œèñòîé ñèñòåìû.

9.7.1. Хвост локализованных состояний. Ñëåäóåò îòìåòèòü, œòî ñàìîñîãëàñîâàííîå áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå íåñïðàâåäëèâî íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè ïîðîãà ” = ”_�. Â ýòîé îáëàñòè âûðàæåíèå (9.148) ñèëüíî óïðîùàåò èñòèííóþ êàðòèíó. Äåëî â òîì, œòî ñîñòîßíèß â íèæíåé œàñòè ñïåêòðà â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå âñåãäà ëîêàëèçîâàíû^{21})

21) Ïîíßòèå ëîêàëèçàöèè áûëî âïåðâûå ââåäåíî â ðàáîòå: P. W. Anderson// Phys. Rev. 1958. V. 109. P. 1492–1505.

9.7 ] Ýëåêòðîííûé ñïåêòð íåóïîðßäîœåííîé ñèñòåìû 267

è ïîýòîìó ïðèáëèæåíèå ñëàáîãî ðàññåßíèß â ýòîì ñëóœàå íå èìååò ñìûñëà. Äëß èçóœåíèß ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîßíèé òðåáóþòñß ñîâåðøåííî èíûå ìåòîäû, âûõîäßùèå çà ðàìêè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ëîêàëèçàöèß ïðèâîäèò ê êàœåñòâåííûì èçìåíåíèßì â ïîâåäåíèè ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëóœàé îòòàëêèâàòåëüíîãî ïîòåíöèàëà ïðèìåñåé, u_0 ¿ 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (9.148), ïîðîãîâàß ýíåðãèß ”_�, âûøå êîòîðîé ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé îòëèœíà îò íóëß, ïîëîæèòåëüíà (ïîñêîëüêó g=a ø nu_0 äëß òîœåœíûõ ïðèìåñåé). Îäíàêî â ðåàëüíîé ñèñòåìå èìåþòñß ñîñòîßíèß ñ ëþáûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýíåðãèßìè. Ïðèœèíà ýòîãî â òîì, œòî èç-çà ñëóœàéíîãî ðàñïîëîæåíèß ïðèìåñåé ñ êàêîé-òî âåðîßòíîñòüþ ïðîèçâîëüíî áîëüøàß îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ìîæåò îêàçàòüñß ñâîáîäíîé îò ïðèìåñåé. Cîñòîßíèß ñ ýíåðãèßìè 0 ¡ ” ¡ ”_� îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûé õâîñò ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîßíèé. Ýòà œàñòü ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé íå ìîæåò áûòü ïîëóœåíà ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ïîñêîëüêó ïðè ýíåðãèßõ ” ß ”_� ôîðìàëüíî p_0l ø 1.

Ïðè ñàìûõ íèçêèõ ýíåðãèßõ 0 ¡ ” ø ”_� ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé äîïóñêàåò ïðîñòóþ îöåíêó^{22}) . Âåðîßòíîñòü íàéòè ñîñòîßíèå ñ ýíåðãèåé ” îïðåäåëßåòñß òåì, œòî íàéäåòñß äîñòàòîœíî áîëüøàß îáëàñòü îáúåìà V_”, ñâîáîäíàß îò ïðèìåñåé, â êîòîðîé èìååòñß ñîñòîßíèå ñ òðåáóåìîé ýíåðãèåé. Ïîñêîëüêó âåðîßòíîñòü íàéòè òàêóþ îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî V_”, âîçíèêàåò çàäàœà î âûáîðå îïòèìàëüíîé îáëàñòè êàê ìîæíî ìåíüøåãî îáúåìà, òàê íàçûâàåìîé îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè ñëóœàéíîãî ïîòåíöèàëà. Ìîæíî ïîêàçàòü, œòî òàêàß îáëàñòü äîëæíà áûòü ñôåðèœåñêîé. Óñëîâèå òîãî, œòî ñôåðèœåñêàß ïîëîñòü ñîäåðæèò ñîñòîßíèå ñ ýíåðãèåé ”, åñòü p 2m” R = ß=2, ãäå R — ðàäèóñ ïîëîñòè.

Ïîýòîìó V^{min}_” = 4ßR^3=3 = (ß^4=6)(2m”)^{�3=2}. Âåðîßòíîñòü òîãî, œòî èìååòñß òàêàß ñâîáîäíàß îò ïðèìåñåé ñôåðèœåñêàß îáëàñòü, åñòü P (”) = = exp � �nV^{min}_” � . Â ðåçóëüòàòå ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ïðè ñàìûõ ìàëûõ ýíåðãèßõ âåäåò ñåáß êàê exp � �const � (”_�=”)^{3=2} � . Âîïðîñ î ïëîòíîñòè ñîñòîßíèé âáëèçè ¿ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîðîãà£ ” = ”_� òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåí. Ïðè ýòîì, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëóœàå, îòâåò äàåòñß âåðîßòíîñòüþ îïòèìàëüíîé ôëóêòóàöèè. Îäíàêî çàäàœà îá îòûñêàíèè òàêîé ôëóêòóàöèè îêàçûâàåòñß ìåíåå ïðîñòîé^{23}) .

22) È. Ì. Ëèôøèö// ÆÝÒÔ. 1967. Ò. 53. Ñ. 743.

23) Ñì. ðàáîòû: B. I. Halperin, M. A. Lax // Phys. Rev. 1966. V. 148. P. 722, Phys. Rev. 1967. V. 153. P. 802; J. Zittartz , J. S. Langer// Phys. Rev. 1966. V. 148. P. 741.