Ч а с т ь II МЕТОДЫ ТЕОРИИ МНОГИХ ТЕЛ

Г л а в а 8

ТЕОРИЯ ФЕРМИ-ЖИДКОСТИ

Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè èçóœàåò ñèñòåìó, ñîñòîßùóþ èç ìàêðîñêîïèœåñêè áîëüøîãî œèñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ. Ãàìèëüòîíèàí ôåðìè-æèäêîñòè bH = bH_0 + bH_{int} åñòü ñóììà êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè ôåðìèîíîâ è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè èõ âçàèìîäåéñòâèß. Âûðàæåíèß äëß bH_0 è bH_{int}, çàïèñàííûå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè œåðåç îïåðàòîðû âòîðèœíîãî êâàíòîâàíèß a^+_{p;œ} è a_{p;œ} , èìåþò òàêîé âèä:

bH_0 = P p;œ ¸(p)a^+_{p;œ}a_{p;œ} ; bH_{int} = 1 2 P k V_kæ_kæ_{�k}; (8.1)

ãäå ¸(p) = p^2=2m � ¯ — ñïåêòð ñâîáîäíûõ œàñòèö, V_k — ôóðüå-îáðàç ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèß V (r � r^0), à æ_k = P p;œ a^+_{p+k;œ}a_{p;œ} — ôóðüå-

ãàðìîíèêè îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ôåðìèîíîâ. Êàê ïðàâèëî ïðåäïîëàãàåòñß, œòî ôåðìè-æèäêîñòü îäíîðîäíà è èìååò ôèêñèðîâàííóþ ïëîòíîñòü.

Ãëàâíàß çàäàœà òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè — âûßñíèòü õàðàêòåð îñíîâíîãî ñîñòîßíèß è âîçáóæäåíèé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ãàìèëüòîíèàíîì (8.1). Âîîáùå ãîâîðß, õàðàêòåð îñíîâíîãî ñîñòîßíèß âåñüìà ñèëüíî çàâèñèò îò ñâîéñòâ âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó ôåðìèîíàìè. Â íåêîòîðûõ ñëóœàßõ ìîæåò âîçíèêàòü ñâåðõïðîâîäßùåå èëè ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîßíèå, âèãíåðîâñêèé êðèñòàëë, âîëíà çàðßäîâîé èëè ñïèíîâîé ïëîòíîñòè, è ò. ï. Îäíàêî áîëüøèíñòâî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìè-ñèñòåì óñòðîåíî îòíîñèòåëüíî ïðîñòî — èõ ñâîéñòâà â îñíîâíîì ïîäîáíû ñâîéñòâàì íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ôåðìè-ãàçà. Â òàêèõ ñëóœàßõ ïðèíßòî ãîâîðèòü î ôåðìè-æèäêîñòíîì ñîñòîßíèè. Ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèß ôåðìè-æèäêîñòè — ýòî ýëåêòðîí-äûðîœíûå ïàðû â îêðåñòíîñòè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèß ïðîßâëßþòñß ëèøü â ïåðåíîðìèðîâêå íåñêîëüêèõ êîíñòàíò, îïðåäåëßþùèõ òåïëîåìêîñòü, ñæèìàåìîñòü è äðóãèå ñâîéñòâà. Êðîìå òîãî, â ôåðìèæèäêîñòè èìåþòñß ñïåöèôèœåñêèå âåòâè êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé — íóëü-çâóê, ïëàçìîíû, ñïèíîâûå âîëíû.

8.1 ] Êâàçèœàñòèöû 175

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïðîáëåìå ôåðìè-æèäêîñòè, îòëèœàþùèõñß ñòåïåíüþ ¿êâàíòîâîìåõàíèœíîñòè£. Âî-ïåðâûõ, èìååòñß êâàçèêëàññèœåñêàß (èëè ôåíîìåíîëîãèœåñêàß) òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè (ñì. ðàçäåëû 8.1 è 8.2). Ñóùåñòâóåò òàêæå áîëåå ìèêðîñêîïèœåñêàß òåîðèß, îñíîâàííàß íà òàê íàçûâàåìîì ïðèáëèæåíèè ñëóœàéíûõ ôàç (ñì. ðàçä. 8.3). È, íàêîíåö, íàèáîëåå ñòðîãàß ìèêðîñêîïèœåñêàß òåîðèß ñòðîèòñß ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Ãðèíà (ñì. ðàçä. 8.7). Õîòß ðåçóëüòàòû âñåõ òðåõ òåîðèé, ïî ñóùåñòâó, îäèíàêîâû, êàæäàß èç íèõ èìååò ñâîè ìåòîäèœåñêèå äîñòîèíñòâà. Ïîýòîìó â çàäàœàõ ýòîé ãëàâû ìû óäåëèì ðàâíîå âíèìàíèå âñåì òðåì ìåòîäàì è ïîñòàðàåìñß ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñâßçè ìåæäó íèìè.

Èçâåñòíî ìíîãî ðàçíîîáðàçíûõ ôåðìè-æèäêîñòíûõ ñèñòåì. Êëàññèœåñêèå ïðèìåðû — íóêëîíû â àòîìíîì ßäðå, à òàêæå æèäêèé^3He. Íî íàèáîëåå âàæíûå äëß íàñ ïðèìåíåíèß òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè îòíîñßòñß ê ýëåêòðîíàì â ìåòàëëàõ. Îñíîâíîå ðàçëèœèå ìåæäó ýòèìè âèäàìè ôåðìè-æèäêîñòè çàêëþœàåòñß â õàðàêòåðå âçàèìîäåéñòâèß. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íóêëîíàìè, à òàêæå ìåæäó àòîìàìè^3He, — êîðîòêîäåéñòâóþùåå, â òî âðåìß êàê ýëåêòðîíû âçàèìîäåéñòâóþò ïî çàêîíó Êóëîíà. Â ïåðâîì ñëóœàå ôóðüå-îáðàç âçàèìîäåéñòâèß V_k â (8.1) âåñüìà ñëàáî çàâèñèò îò k, â òî âðåìß êàê âî âòîðîì ñëóœàå çàâèñèìîñòü îò k èìååò ñèíãóëßðíûé õàðàêòåð: V_k = 4ße^2=k^2.

Äëß ìàòåìàòèœåñêè êîððåêòíîãî îïèñàíèß êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëå îáûœíî èñïîëüçóåòñß òàê íàçûâàåìàß ìîäåëü æåëå: ýëåêòðîíû, äâèæóùèåñß â ïîòåíöèàëå ðàâíîìåðíî ðàçìàçàííîãî ñòàòèœåñêîãî ïîëîæèòåëüíîãî çàðßäà, îáåñïåœèâàþùåãî ýëåêòðîíåéòðàëüíîñòü. Ïðè ýòîì ïðåíåáðåãàþò äèíàìèêîé èîíîâ è âñåìè ýôôåêòàìè, ñâßçàííûìè ñ ôîíîíàìè. Ìîäåëü æåëå âåñüìà íåïëîõî îïèñûâàåò ôåðìè-æèäêîñòíûå ñâîéñòâà ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëàõ.

8.1. Квазичастицы

Íàèáîëåå ïðîñòîå îáîñíîâàíèå òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè ìîæíî ïîëóœèòü, ñëåäóß êâàçèêëàññèœåñêîé àðãóìåíòàöèè Ëàíäàó. Îñíîâíàß èäåß ýòîãî ïîäõîäà òà æå, œòî è â òåîðèè ìíîãîýëåêòðîííîãî àòîìà Òîìàñà–Ôåðìè. Íàïîìíèì, œòî â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî èìïóëüñàì â êàæäîé òîœêå ïðîñòðàíñòâà îïèñûâàåòñß ôåðìè-ñôåðîé, ðàäèóñ êîòîðîé p_0(r) åñòü ôóíêöèß êîîðäèíàò. Âçàèìîäåéñòâèå óœèòûâàåòñß çàìåíîé ïîòåíöèàëà ßäðà, â ïîëå êîòîðîãî äâèæóòñß ýëåêòðîíû, íà ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë, âêëþœàþùèé ñðåäíåå ýëåêòðèœåñêîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ýëåêòðîíàìè. Â ñâîþ îœåðåäü, êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ïîëß ýëåêòðîíîâ íàõîäèòñß ïî ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè æ(r) = p^3_0(r)=(3ß^2) è, òàêèì îáðàçîì, êàðòèíà îêàçûâàåòñß ñàìîñîãëàñîâàííîé. Òåîðèß Òîìàñà–Ôåðìè ïîçâîëßåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå çàðßäà â ìíîãîýëåêòðîííîì àòîìå, ýíåðãèþ ñâßçè, è ò. ï.

Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó ßâëßåòñß ñâîåãî ðîäà îáîáùåíèåì òåîðèè Òîìàñà–Ôåðìè, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó œàñòèö â áåñêîíåœíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ. Ïðåäïîëàãàåòñß,

176 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

œòî ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì åñòü ôåðìè-ñôåðà ðàäèóñà p_0 = (3ß^2n)^{1=3}, ãäå n — ïëîòíîñòü œàñòèö. Òåîðèß óòâåðæäàåò, œòî äèíàìèêó òàêîé ñèñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðè ïîìîùè êâàçèœàñòèö, îïèñûâàþùèõ ëîêàëüíûå îòêëîíåíèß ðàñïðåäåëåíèß ïî èìïóëüñàì îò ôåðìè-ñôåðû. Ñëàáî íåðàâíîâåñíûå ñîñòîßíèß îïèñûâàþòñß ðàñïðåäåëåíèåì êâàçèœàñòèö ïî èìïóëüñàì è êîîðäèíàòàì, áëèçêèì ê ôåðìèåâñêîìó â êàæäîé òîœêå ïðîñòðàíñòâà.

Êâàçèœàñòèöû ßâëßþòñß ýëåìåíòàðíûìè âîçáóæäåíèßìè â ôåðìèæèäêîñòè. Îíè îáðàçîâàíû ôåðìèîíàìè íåâçàèìîäåéñòâóþùåãî ôåðìè-ãàçà, ¿îäåòûìè£ âçàèìîäåéñòâèåì ñ äðóãèìè ôåðìèîíàìè. Ìàòåìàòèœåñêîå îïèñàíèå ¿îäåâàíèß£ äîñòèãàåòñß ââåäåíèåì â òåîðèþ ýôôåêòèâíîãî ïîëß, äåéñòâóþùåãî íà êâàçèœàñòèöû. Ýòî ïîëå îïðåäåëåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèß âñåõ îñòàëüíûõ êâàçèœàñòèö. Â ðåçóëüòàòå äèíàìèêà è âçàèìîäåéñòâèå êâàçèœàñòèö îïðåäåëßþòñß ñàìîñîãëàñîâàííî.

Œòîáû âûßñíèòü, êàêèå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèß â ôåðìèæèäêîñòè ßâëßþòñß íàèáîëåå ñóùåñòâåííûìè, ðàññìîòðèì ôåðìè-ãàç, â êîòîðîì îäíà èç œàñòèö èìååò íåáîëüøóþ ýíåðãèþ ” ¿ 0 íàä óðîâíåì Ôåðìè. Áëàãîäàðß ìåæœàñòèœíîìó âçàèìîäåéñòâèþ ðàññìàòðèâàåìàß œàñòèöà ìîæåò ïåðåéòè â ñîñòîßíèå ñ ìåíüøåé ýíåðãèåé 0 ¡ ”^0 ¡ ”, îäíîâðåìåííî ðîäèâ ýëåêòðîí-äûðîœíóþ ïàðó ñ ýíåðãèåé ffi” = ” � ”^0. Ïðè ”; ”^0 ø E_F ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ïàð ñ ýíåðãèåé ffi” ìîæíî îöåíèòü êàê ˚^2_0 ffi”, è ïîýòîìó, ñîãëàñíî çîëîòîìó ïðàâèëó, âåðîßòíîñòü ðàñïàäà íà œàñòèöó ñ ìåíüøåé ýíåðãèåé è ýëåêòðîí-äûðîœíóþ ïàðó åñòü fl(”) = = ˘”^2, ãäå ˘ ß (e^2=ℏv_F )^2=E_F . Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, œòî fl(”) ø ”, ò. å. Âðåìß æèçíè œàñòèöû îœåíü âåëèêî.

Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, œòî ðàññåßíèå œàñòèö ñ ìàëîé ýíåðãèåé äðóã íà äðóãå ïðîèñõîäèò îœåíü ðåäêî, ïîñêîëüêó ïðè ìàëîé ýíåðãèè ôàçîâûé îáúåì êîíåœíûõ ñîñòîßíèé ðàññåßíèß îêàçûâàåòñß îœåíü ìàë.

Îòìåòèì, œòî ýòè âûâîäû ñïðàâåäëèâû äàæå ïðè ñèëå âçàèìîäåéñòâèß ïîðßäêà åäèíèöû. Òðåáóåòñß ëèøü, œòîáû ýíåðãèß œàñòèöû áûëà áëèçêà ê óðîâíþ Ôåðìè.

Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûì ýôôåêòîì â äèíàìèêå œàñòèö ôåðìèæèäêîñòè îêàçûâàåòñß ðàññåßíèå âïåðåä^1) Ïðè ðàññåßíèè œàñòèöû âïåðåä îñòàëüíàß ôåðìè-ñèñòåìà îáðàçóåò ñâîåãî ðîäà îäíîðîäíóþ ïðåëîìëßþùóþ ñðåäó, âçàèìîäåéñòâèå ñ êîòîðîé äàåò ïîïðàâêó ffi” t ê ôàçå âîëíîâîé ôóíêöèè œàñòèöû e^{�i(”(0)+ffi”)t}, ãäå

ffi” = ∫ f(p; p^0)ffin(p^0; r) d

3p^0 (2ß)^3

(8.2)

— òàê íàçûâàåìûé ôóíêöèîíàë Ëàíäàó. Ðàññåßíèå âïåðåä íå ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ äðóãèõ œàñòèö èëè äûðîê. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò

1) Ë. Ä. Ëàíäàó// ÆÝÒÔ. 1956. Ò. 30. Ñ. 1058–1064.

8.2 ] Êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå. Êîëëåêòèâíûå ìîäû 177

ïðåäñòàâëåíèå î ¿êâàçèœàñòèöàõ£, êàæäàß èç êîòîðûõ äâèæåòñß â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå îêðóæàþùèõ êâàçèœàñòèö.

Ýíåðãèß êâàçèœàñòèöû ” â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèß ïî èìïóëüñàì âñåõ îñòàëüíûõ êâàçèœàñòèö:

”(p; ffin) = ”^{(0)}(p) + ∫ f(p; p^0)ffin(p^0; r) d

3p^0 (2ß)^3

(8.3)

Çäåñü p — èìïóëüñ êâàçèœàñòèöû, ”^{(0)}(p) = v_F (p � p_0) — ýíåðãèß êâàçèœàñòèöû, à ffin = n � n_F — îòêëîíåíèå ðàñïðåäåëåíèß êâàçèœàñòèö îò ðàâíîâåñíîãî ôåðìèåâñêîãî ðàñïðåäåëåíèß. Ôóíêöèß f(p; p^0) îïðåäåëßåò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè êâàçèœàñòèöû ñ èìïóëüñîì p îò ñîñòîßíèß êâàçèœàñòèöû ñ èìïóëüñîì p^0.

Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè äàåò ñâßçü ìåæäó ôóíêöèåé f(p; p^0) è íàáëþäàåìûìè âåëèœèíàìè, òàêèìè êàê òåïëîåìêîñòü, ìàãíèòíàß âîñïðèèìœèâîñòü è ò. ï. (ñì. [1], § 19, 22). Ïðè ýòîì, êàê ìû óáåäèìñß, ôóíêöèîíàë (8.3) ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåò äèíàìèêó êâàçèœàñòèö.

8.2. Кинетическое уравнение. Коллективные моды

Âûðàæåíèå (8.3) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ãàìèëüòîíèàí H îäíîé êâàçèœàñòèöû, äâèæóùåéñß â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîëå äðóãèõ êâàçèœàñòèö. Äèíàìèêà êâàçèœàñòèöû îïèñûâàåòñß óðàâíåíèåì Ãàìèëüòîíà @n=@t = = fH; ng, ãäå f: : : g = [@=@r ; @=@p] — ñêîáêè Ïóàññîíà. Âûœèñëßß ñêîáêè Ïóàññîíà ñ ãàìèëüòîíèàíîì (8.3), ïîëóœàåì êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè^2) @n @t + @n @r @” @p � @n @p @” @r = 0: (8.4)

Ðàññìîòðèì êîëåáàíèß ñèñòåìû, îòâåœàþùèå ìàëûì îòêëîíåíèßì îò ðàâíîâåñèß. Äëß ýòîãî ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß â âèäå n = = n_0 + ffin è ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå (8.4) ïî ffin. Ïîëóœèì @ffin @t + @ffin @r @”^{(0)} @p � @ffi” @r @n0 @p = 0; (8.5)

ãäå ffi” — ôóíêöèîíàë Ëàíäàó (8.2).

Íàñ èíòåðåñóþò ðåøåíèß óðàâíåíèß (8.5), çàâèñßùèå îò âðåìåíè è êîîðäèíàò êàê e^{�i!t+ikr}. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî âñå ðåøåíèß ffin èìåþò ffi-ôóíêöèîííóþ çàâèñèìîñòü îò jpj è ëîêàëèçîâàíû íà ôåðìèïîâåðõíîñòè jpj = p_0. Ïîýòîìó, îêàçûâàåòñß óäîáíûì èñïîëüçîâàòü â êàœåñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ôóíêöèþ åäèíèœíîãî âåêòîðà n íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè:

u(n) = ∫ ffin(p) djpj; (8.6)

2) Ë. Ä. Ëàíäàó// ÆÝÒÔ. 1957. Ò. 32. Ñ. 59–66.

178 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

ãäå èíòåãðàë áåðåòñß âäîëü ëóœà p k n. Âåëèœèíà u(n) èìååò ñìûñë íîðìàëüíîãî ñìåùåíèß ôåðìè-ïîâåðõíîñòè â òîœêå p_0n.

Èç (8.5) ìîæíî ïîëóœèòü óðàâíåíèå äëß u(n), êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(! � kv)u(n) = kv ∫ F (n; n^0)u(n^0) dn 0 4ß ; (8.7)

ãäå v = v_F n, à ôóíêöèß F ñâßçàíà ñ ôóíêöèåé f â ôóíêöèîíàëå Ëàíäàó (8.2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (n; n^0) = ˚_0f(p; p^0)_{jpj=jp}0_{j=p0} ; (8.8)

ãäå ˚_0 — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ñ îäíîé ïðîåêöèåé ñïèíà.

Ïîëóœåííîå ñîîòíîøåíèå (8.7) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü, êàê óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíàœåíèß !(k). Îíî èìååò ðåøåíèß äâóõ òèïîâ: êâàçèœàñòèœíûå è êîëëåêòèâíûå. Äëß êâàçèœàñòèœíûõ ðåøåíèé ñâßçü ! è k åñòü ! = kv, à ñîîòâåòñòâóþùàß ôóíêöèß u(n) îïèñûâàåò œàñòèöó ñ îïðåäåëåííûì íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè v. Èç-çà ýòîãî ôóíêöèß u(n) íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè èìååò ñèíãóëßðíûé õàðàêòåð:

u(n^0) = ffi^{(2)}(n^0 � n) + u_{reg}(n^0); (8.9)

Êðîìå ffi-ôóíêöèè, ëîêàëèçîâàííîé â òîœêå n = v=jvj ôåðìèïîâåðõíîñòè, âûðàæåíèå (8.9) ñîäåðæèò u_{reg}(n) — áîëåå ïëàâíóþ ôóíêöèþ, îáûœíî èìåþùóþ ïîëþñû ïðè kv = ! (ñì. çàäàœó 43).

Ðåøåíèß äðóãîãî òèïà îïèñûâàþò êîëëåêòèâíûå ìîäû êîëåáàíèé ôåðìè-æèäêîñòè, èëè òàê íàçûâàåìûé íóëåâîé çâóê. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëóœàé, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ëîêàëüíî è èçîòðîïíî, ò. å. ôóíêöèß F åñòü ïðîñòî êîíñòàíòà: F (n; n^0) = F_0. (Ïðèìåðîì ñèñòåìû ñ ôóíêöèåé Ëàíäàó ïîäîáíîãî âèäà ßâëßåòñß æèäêèé^3He.) â ýòîì ñëóœàå, ââèäó ñèììåòðèè çàäàœè, ôóíêöèß u(n) çàâèñèò òîëüêî îò óãëà ` ìåæäó âåêòîðàìè n è k. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (8.7) ïðèíèìàåò âèä

(s � cos `)u(`) = F^0 2 cos` ∫ u(`^0)d`^0; ãäå s = ! vF jkj

: (8.10)

Ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.10) åñòü u(n) = A cos `=(s � cos `), ãäå A — ïðîèçâîëüíàß êîíñòàíòà. Ïîäñòàâëßß ýòî ðåøåíèå â (8.10), íàõîäèì s 2 ln s + 1 s � 1

� 1 = 1 F0 : (8.11)

Ïðè ëþáîì îòòàëêèâàòåëüíîì âçàèìîäåéñòâèè (ò. å. ïðè F_0 ¿ 0) ýòî óðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäíî âåùåñòâåííîå ðåøåíèå s ¿ 1 è, òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëßåò ôóíêöèþ s(F_0). Ïîýòîìó çàêîí äèñïåðñèè íóëåâîãî çâóêà îêàçûâàåòñß ëèíåéíûì: !_0(k) = s(F_0)v_F jkj.

Ïîñêîëüêó s(F_0) ¿ 1, œàñòîòà !_0(k) ïðè ëþáîì k ëåæèò âûøå ãðàíèöû êâàçèœàñòèœíîãî ñïåêòðà: !_0(k) ¿ v_F jkj. Ýòî îçíàœàåò, œòî ðàñïðîñòðàíåíèå íóëü-çâóêà è äèíàìèêà îòäåëüíûõ êâàçèœàñòèö ¿ðàçâßçàíû£, âñëåäñòâèå œåãî íóëü-çâóêîâàß ìîäà îêàçûâàåòñß íåçàòóõàþùåé. Îòìåòèì, œòî áîëåå òîœíîå ìèêðîñêîïèœåñêîå ðàññìîòðåíèå ïîêàçûâàåò,

8.2 ] Êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå. Êîëëåêòèâíûå ìîäû 179

œòî ýòè ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ëèøü ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ k (ñì. çàäàœè 44á, 47á). Îáûœíî çàêîíû äèñïåðñèè êîëëåêòèâíûõ ìîä â ôåðìè-æèäêîñòè èìåþò òîœêó îêîíœàíèß k_{max}, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñëèßíèå ñ êâàçèœàñòèœíûì ñïåêòðîì — ñì. ðèñóíêè 8.2, 8.9, à òàêæå çàäàœó 73á).

Êîëëåêòèâíûå ìîäû â ôåðìè-æèäêîñòè ìîãóò çàòðàãèâàòü íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè œàñòèö, íî è ïîëßðèçàöèþ ñïèíà. Â ýòîì ñëóœàå ãîâîðßò î ñïèíîâûõ âîëíàõ (ñì. çàäàœó 47).

Îñòàíîâèìñß íà òîì, êàê âèäîèçìåíßþòñß êîëëåêòèâíûå ìîäû â ìåòàëëå, ãäå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó œàñòèöàìè êóëîíîâñêîå, ò. å. äàëüíîäåéñòâóþùåå. Â ýòîì ñëóœàå âìåñòî íóëåâîãî çâóêà âîçíèêàþò òàê íàçûâàåìûå ïëàçìåííûå êîëåáàíèß. Çàïèøåì óðàâíåíèå (8.4) ñ óœåòîì ñèëû, âîçíèêàþùåé áëàãîäàðß ýëåêòðèœåñêîìó ïîëþ E = �rΦ: @n @t + (vr_r)n + e(Er_p)n = 0;

Φ(r) = e ∫ ˇ∫ n(p; r^0) d 3p (2ß)^3

� n_0 ˘ d^3r^0 jr � r^0j ; (8.12)

ãäå n_0 — ïëîòíîñòü ôîíîâîãî ïîëîæèòåëüíîãî çàðßäà. Êàê è âûøå, ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå è ïåðåéäåì â èìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïîëóœàþùèåñß óðàâíåíèß îêàçûâàþòñß òîœíî òàêèìè æå, êàê è â ñëóœàå íóëåâîãî çâóêà, ñ òîœíîñòüþ äî çàìåíû F_0 ! 4ße^2˚=k^2, ãäå ˚ = 2˚_0 — ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ñ óœåòîì ñïèíà. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, œòî óðàâíåíèå (8.12), åñëè âûðàçèòü â íåì ýëåêòðèœåñêîå ïîëå œåðåç ïëîòíîñòü œàñòèö, ïðèîáðåòàåò òàêóþ æå ôîðìó, êàê êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå ôåðìè-æèäêîñòè (8.7) ñ íåëîêàëüíûì ôóíêöèîíàëîì Ëàíäàó:

ffi”(r) = ∫∫ e^2ffin(p; r^0) jr � r^0j d^3r^0d^3p (2ß)^3

: (8.13)

Êàê è â ñëóœàå èçîòðîïíîãî âçàèìîäåéñòâèß, ýíåðãèß çàâèñèò òîëüêî îò ïîëíîé ïëîòíîñòè œàñòèö. Ïîýòîìó è óãëîâàß çàâèñèìîñòü ñìåùåíèé ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, è äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå âûãëßäßò òîœíî òàê æå, êàê äëß íóëü-çâóêà: ! 2vF jkj ln ! + v^F jkj ! � vF jkj

� 1 = k 2 4ße^2˚

: (8.14)

Œàñòîòà !(k), îïðåäåëßåìàß èç óðàâíåíèß (8.14), îñòàåòñß êîíåœíîé ïðè ìàëûõ k: !_0 ȷ !(k ! 0) = (4ßne^2=m)^{1=2}, œòî ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì êëàññèœåñêèì ðåçóëüòàòîì äëß ïëàçìåííîé œàñòîòû. Ïîäðîáíåå çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìåííûõ âîëí áóäåò ðàññìîòðåí â çàäàœå 44.

Ïîäâåäåì èòîã. Áî́ëüøàß œàñòü âîçáóæäåíèé â ôåðìè-æèäêîñòè — êâàçèœàñòèöû — èìååò òîœíî òàêîé æå ñïåêòð è äèíàìèêó, êàê è â íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå. Êðîìå òîãî, áëàãîäàðß âçàèìîäåéñòâèþ ìîãóò ïîßâèòüñß êîëëåêòèâíûå ìîäû ïëàçìåííûõ èëè íóëü-çâóêîâûõ êîëåáàíèé. Ïîßâëåíèå êîëëåêòèâíûõ ìîä è åñòü îñíîâíîé êàœåñòâåííûé ýôôåêò, ê êîòîðîìó ïðèâîäèò âçàèìîäåéñòâèå.

180 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

8.3. Приближение случайных фаз

Îáñóäèì òåïåðü, êàê ìîæíî ïðîêâàíòîâàòü äèíàìèêó ôåðìèæèäêîñòè, èñïîëüçóß ãàìèëüòîíîâ ôîðìàëèçì. Äëß ýòîãî ïîòðåáóåòñß ââåñòè îïåðàòîðû ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð, óäîâëåòâîðßþùèå áîçîííûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèßì. Ãàìèëüòîíèàí ôåðìèæèäêîñòè (8.1), çàïèñàííûé œåðåç òàêèå îïåðàòîðû, ñîäåðæèò êâàäðàòèœíûå œëåíû, à òàêæå œëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðßäêà, êîòîðûìè ìîæíî ïðåíåáðåœü, åñëè ýíåðãèß ðàññìàòðèâàåìûõ âîçáóæäåíèé ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ E_F . Äèíàìèêó, îïðåäåëßåìóþ ýòèì êâàäðàòèœíûì ãàìèëüòîíèàíîì, ìîæíî èññëåäîâàòü òîœíî è óñòàíîâèòü åå ýêâèâàëåíòíîñòü êèíåòèœåñêîìó óðàâíåíèþ ôåðìèæèäêîñòè. Âîçìîæíîñòü îïèñàòü ñèñòåìó âçàèìîäåéñòâóþùèõ ôåðìèîíîâ (8.1) ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíîãî áîçîííîãî ãàìèëüòîíèàíà èìååò ðàçíîîáðàçíûå èíòåðåñíûå ïðèìåíåíèß. Îäíèì èç íèõ ßâëßåòñß òàê íàçûâàåìûé ìåòîä áîçîíèçàöèè, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì â ãë. 12.

Êàê è òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó, ìåòîä áîçå-îïåðàòîðîâ ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð îñíîâûâàåòñß íà ïðåäïîëîæåíèè, œòî ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß ïî èìïóëüñàì èìååò òàêîé æå âèä, êàê è äëß ñâîáîäíûõ œàñòèö, ò. å. œòî ôåðìè-ïîâåðõíîñòü íå ðàçðóøàåòñß âçàèìîäåéñòâèåì. Œòîáû âûßñíèòü, êàê âçàèìîäåéñòâèå ìåíßåò õàðàêòåð âîçáóæäåíèé, ìû ïðèâåäåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (8.1) ê âèäó, ñîäåðæàùåìó îïåðàòîðû ðîæäåíèß è óíèœòîæåíèß ïàð. Ïðè ýòîì áóäåò èñïîëüçîâàíî òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç Áîìà è Ïàéíñà, âïåðâûå ââåäåííîå ïðè ðàññìîòðåíèè ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé â âûðîæäåííîì ýëåêòðîííîì ãàçå^3) . Â ðàìêàõ ýòîãî ïðèáëèæåíèß êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèß äëß îïåðàòîðîâ ïàð ñèëüíî óïðîùàþòñß^4) .

Ñ ôîðìàëüíîé òîœêè çðåíèß, ðàññìàòðèâàåìûé çäåñü ìåòîä ßâëßåòñß êîððåêòíûì â ïðåäåëå âûñîêîé ïëîòíîñòè, êîãäà âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî ñœèòàòü ñëàáûì. Äëß ïðîñòîòû èçëîæåíèß áóäåì ñœèòàòü ôåðìèîíû áåññïèíîâûìè. Ïðè íåîáõîäèìîñòè, âîññòàíîâèòü ñïèíîâóþ çàâèñèìîñòü â îêîíœàòåëüíûõ âûðàæåíèßõ ìîæíî áåç îñîáîãî òðóäà.

3) Ñì.: D. Bohm, D. Pines// Phys. Rev. 1953. V. 92. P. 609–625. Â ýòîé ðàáîòå ýëåêòðîííàß ñèñòåìà îïèñûâàåòñß ñ ïîìîùüþ ìíîãîœàñòèœíîé àíòèñèììåòðèçîâàííîé âîëíîâîé ôóíêöèè, áåç èñïîëüçîâàíèß âòîðèœíîãî êâàíòîâàíèß. Èçëîæåíèå âîïðîñà íà áîëåå ñîâðåìåííîì ßçûêå ìîæíî íàéòè â âåñüìà ïîëåçíîé êíèãå: D. Pines. The Many-Body Problem.—N. Y.: W. A. Benjamin, Inc., 1961. Ïîìèìî àâòîðñêîãî òåêñòà äàííàß êíèãà ñîäåðæèò òàêæå ôàêñèìèëüíûå êîïèè îñíîâíûõ ðàáîò ïî òåîðèè ìíîãèõ òåë.

4) Íàøå èçëîæåíèå îïèðàåòñß íà ðàáîòû Ñàâàäû, Âåíöåëß è äð., â êîòîðûõ áûë ââåäåí ââåäåí òàê íàçûâàåìûé ¿ýôôåêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí£, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð â ïðèáëèæåíèè ñëóœàéíûõ ôàç. Áîëåå ïîäðîáíî ñ ìåòîäîì ýôôåêòèâíîãî áîçîííîãî ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî îçíàêîìèòüñß ïî îðèãèíàëüíûì ðàáîòàì: K. Sawada// Phys. Rev. 1957. V. 106. P. 372; K. Sawada, K. A. Brueckner, N. Fukuda, R. Brout// Phys. Rev. 1957. V. 108. P. 507; G. Wentzel// Phys. Rev. 1957. V. 108. P. 1593.

8.3 ] Ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç 181

Ââåäåì áîçå-îïåðàòîðû c_{p;k}, c^+_{p;k} ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c_{p;k} = a^+_p a_{p+k}; c^+_{p;k} = a^+_{p+k}a_p; jpj ¡ p_0; jp + kj ¿ p_0: (8.15)

Îáðàòèì âíèìàíèå œèòàòåëß íà îãðàíèœåíèå, íàëîæåííîå íà èìïóëüñû p è k. Îíî âûáðàíî òàê, œòîáû ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîì c^+_{p;k} íà îñíîâíîå ñîñòîßíèå íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû âñåãäà ðîæäàëàñü ðîâíî îäíà ïàðà œàñòèöà–äûðêà, à ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðîì c_{p;k} íà ëþáîå âîçáóæäåííîå ñîñòîßíèå œèñëî ïàð âñåãäà óìåíüøàëîñü.

Ðèñ. 8.1

Óñëîâèß jpj ¡ p_0 è jp + kj ¿ p_0, ïðè ôèêñèðîâàííîì k îïðåäåëßþò ïîäìíîæåñòâî ôåðìè-ñôåðû, èìåþùåå â ñåœåíèè ñåðïîâèäíóþ ôîðìó (ðèñ. 8.1). Ìû áóäåì îáîçíàœàòü ýòó îáëàñòü R_k è çàïèñûâàòü îãðàíèœåíèå (8.15) íà p è k â âèäå p 2 R_k.

Ñòðàòåãèß íàøà òåïåðü ñîñòîèò â òîì, œòîáû ïðåäñòàâèòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû â âèäå âûðàæåíèß, êâàäðàòèœíîãî ïî îïåðàòîðàì c_{p;k}, c^+_{p;k}, è ïîêàçàòü, œòî ýòè îïåðàòîðû ïîäœèíßþòñß îáûœíûì áîçåâñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèßì. Ïðè ýòîì èíòåðåñóþùàß íàñ çàäàœà ñâåäåòñß ê çàäàœå î íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëßòîðàõ. Õîòß òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðàçóìååòñß, ßâëßåòñß ïðèáëèæåííûì, âûßñíßåòñß, œòî íåòîœíîñòü äîïóñêàåòñß òîëüêî äëß ñèëüíî âîçáóæäåííûõ ñîñòîßíèé, â òî âðåìß êàê ñîòîßíèß ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì êîëèœåñòâîì ýëåêòðîí– äûðîœíûõ ïàð îïèñûâàþòñß ñîâåðøåííî ïðàâèëüíî.

Íàœíåì ñ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè œàñòèö è ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëß ãàðìîíèêè ïëîòíîñòè:

eæ_k = P p2R_k

(c_{p;k} + c^+_{�p;�k}): (8.16)

Çàìåòèì, œòî íàëîæåííîå óñëîâèå p 2 R_k íå íàðóøàåò âåùåñòâåííîñòè îïåðàòîðà ïëîòíîñòè eæ_k = eæ^+_{�k}. Ñìûñë ïðèáëèæåíèß (8.16) ñîñòîèò â òîì, œòî èç òîœíîãî âûðàæåíèß æ_k = P p a^+_p a_{p+k} èñêëþœåíû ìàòðèœíûå ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ¿œåðåñœóð ìíîãîœàñòèœíûì£ ïðîöåññàì. Ãîâîðß áîëåå òîœíî, ìû îòáðàñûâàåì âñå ñëàãàåìûå a^+_p a_{p+k}, äàþùèå íóëü ïðè ïðèìåíåíèè ê ëþáîìó ñîñòîßíèþ ñ ðîâíî îäíîé ýëåêòðîí-äûðîœíîé ïàðîé, à òàêæå ê îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (8.16) â ãàìèëüòîíèàí (8.1). Ïîëóœàþùèéñß ïðè ýòîì ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ãàìèëüòîíèàíîì íà ñîñòîßíèßõ, ñîäåðæàùèõ íåáîëüøîå êîëèœåñòâî ïàð. Îòëèœèå ìåæäó ïðèáëèæåííûì è òîœíûì ãàìèëüòîíèàíàìè ïîßâëßåòñß òîëüêî äëß äîñòàòîœíî ñèëüíî âîçáóæäåííûõ ñîñòîßíèé.

182 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Œòîáû â ýòîì óáåäèòüñß, ðàññìîòðèì êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèß ïîëóœèâøåãîñß ãàìèëüòîíèàíà bH_{int} = (1=2) P k V_k eæ_k eæ_{�k} ñ îïåðàòîðàìè

ðîæäåíèß è óíèœòîæåíèß ïàð c^+_{p;k}, c_{p;k}. Êîììóòàòîð � b H_{int}; c_{p;k} � îïèñûâàåò äèíàìèêó ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè (8.16). Âûðàçèì îïåðàòîðû eæ_k, c^+_{p;k} è c_{p;k} œåðåç ôåðìèåâñêèå îïåðàòîðû, ñîãëàñíî (8.15), (8.16), ïîäñòàâèì èõ â èíòåðåñóþùèé íàñ êîììóòàòîð, è âûœèñëèì åãî, ïîëüçóßñü ôåðìèîííûìè êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèßìè. Ìû íå áóäåì âûïèñûâàòü ðåçóëüòàò ßâíî, à çàìåòèì ëèøü, œòî ïîñêîëüêó îïåðàòîð

bH_{int} — 4-ãî ïîðßäêà ïî ôåðìèåâñêèì îïåðàòîðàì, à c^+_{p;k} è c_{p;k} — 2-ãî,

ðåçóëüòàò áóäåò ñîäåðæàòü œëåíû 2-ãî è 4-ãî ïîðßäêà ïî a_p, a^+_p0 .

Èñêëþœèì èç êîììóòàòîðà âñå œëåíû, ñîäåðæàùèå îïåðàòîðû ïàð ñ k^0 6= k. Ýòè œëåíû ëèáî íå ñîõðàíßþò œèñëî ïàð, ëèáî îïèñûâàþò îäíîâðåìåííûå ïåðåõîäû ñ óœàñòèåì íåñêîëüêèõ ïàð^5) . Ïîëóœàþùååñß ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå äëß êîììóòàòîðà èìååò âèä � b H_{int}; c_{p;k} � = �V_k eæ_k; � b H_{int}; c^+_{p;k} � = V_k eæ^+_k : (8.17)

Ôèçèœåñêèì îñíîâàíèåì äëß ïðîöåäóðû, ïðèìåíåííîé âûøå ê îïåðàòîðó ïëîòíîñòè è ê êîììóòàòîðàì � b H_{int}; c_{p;k} � , ßâëßåòñß ñäåëàííîå â ðàçä. 8.1 íàáëþäåíèå, çàêëþœàþùååñß â òîì, œòî âðåìß æèçíè ïàðû ñ ìàëîé ýíåðãèåé ñòàíîâèòñß îœåíü áîëüøèì ïðè óìåíüøåíèè ýíåðãèè. Ïîýòîìó ïðè ðàññìîòðåíèè êîììóòàòîðîâ çàêîííî ïðåíåáðåœü ïðîöåññàìè, íå ñîõðàíßþùèìè œèñëî ïàð è ïðèâîäßùèìè ê ïðåâðàùåíèþ îäíîé ïàðû â íåñêîëüêî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü êîììóòàòîðû îïåðàòîðîâ c_{p;k} è c^+_p0_{;k}0 . Èñïîëüçóß îïðåäåëåíèå (8.15), ïîëóœàåì � c_{p;k}; c^+_p0_{;k}0 � = ffi_{pp}0 a^+_p0_{+k}0 a_{p+k} + ffi_p0_{+k}0_{;p+k}a^+_p a_p0 ; (8.18)

ïðèœåì p 2 R_k, p^0 2 R_k0 . Ïðèìåíßß ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç, íåîáõîäèìî âûäåëèòü â ïðàâîé œàñòè (8.18) œëåíû, íå ñîçäàþùèå íîâûõ ïàð ïðè äåéñòâèè íà îñíîâíîå ñîñòîßíèå èëè íà ñîñòîßíèå ñ óæå èìåþùèìñß íåáîëüøèì êîëèœåñòâîì ïàð. Ýòî äîñòèãàåòñß çàìåíîé ïðàâîé œàñòè (8.18) íà ñðåäíåå, âçßòîå ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ. Â ðåçóëüòàòå êîììóòàòîð � c_{p;k}; c^+_p0_{;k}0 � îêàçûâàåòñß c-œèñëîì: � c_{p;k}; c^+_p0_{;k}0 � = ffi_{pp}0 ffi_{kk}0 ; � c_{p;k}; c_p0_{;k}0 � = 0: (8.19)

5) Èñêëþœàåìûå œëåíû õàðàêòåðíû òåì, œòî â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèß èõ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè îïèñûâàåòñß áûñòðî îñöèëëèðóþùèìè ôàçîâûìè ìíîæèòåëßìè, â òî âðåìß êàê âñå îñòàâëßåìûå œëåíû íå çàâèñßò îò âðåìåíè. Â ðàáîòå Áîìà è Ïàéíñà, ïðîöèòèðîâàííîé íà ñ. 180, áûëî ïîêàçàíî, œòî ýòè áûñòðî îñöèëëèðóþùèå œëåíû äàþò ìàëûå ïîïðàâêè ê óðàâíåíèßì ýâîëþöèè îïåðàòîðîâ (8.15), è ïîýòîìó èõ èñêëþœåíèå çàêîííî. Ýòîìó è îáßçàí ñâîèì ïîßâëåíèåì òåðìèí ¿ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç£.

8.3 ] Ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç 183

(Âòîðîé êîììóòàòîð â (8.19) ïîëóœàåòñß àíàëîãèœíî.) Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, œòî îïåðàòîðû ðîæäåíèß ïàð óäîâëåòâîðßþò áîçåâñêèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèßì. Îòìåòèì, œòî íàéäåííûå âûøå êîììóòàòîðû (8.17) ìîãóò áûòü ïîëóœåíû íåïîñðåäñòâåííî èç (8.19) è íàéäåííîãî âûøå âûðàæåíèß bH_{int} = (1=2) P k V_k eæ_k eæ_{�k}. Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç îêàçûâàåòñß ñàìîñîãëàñîâàííûì.

Çàéìåìñß òåïåðü îïåðàòîðîì êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè bH_0 = = P p (p^2=2m) a^+_p a_p. Åãî êîììóòàòîðû ñ îïåðàòîðàìè ðîæäåíèß

è óíèœòîæåíèß ïàð íåòðóäíî âûœèñëèòü òîœíî: � b H_0; c^+_{p;k} � = !_{p;k}c^+_{p;k}; � b H_0; c_{p;k} � = �!_{p;k}c_{p;k}; (8.20)

ãäå !_{p;k} = (p + k)^2=2m � p^2=2m. Ïîïûòàåìñß ïðåäñòàâèòü îïåðàòîð êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè œåðåç îïåðàòîðû ïàð c^+_{p;k} è c_{p;k} òàêèì îáðàçîì, œòîáû ýòî ïðåäñòàâëåíèå îáåñïåœèâàëî ïðàâèëüíûå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèß (8.20). Äëß ýòîãî äîñòàòîœíî ïðîñòî âçßòü ñóììó ïî p è k îò !_{p;k}c^+_{p;k}c_{p;k}. Çàìåòèì, œòî óñëîâèå p 2 R_k îáåñïåœèâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü !_{p;k}.

Âñëåäñòâèå âñåãî ñêàçàííîãî âûøå, ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

bH_{RPA} = P k ı P p2R_k

!_{p;k}c^+_{p;k}c_{p;k} + 1 2 V_k eæ_k eæ_{�k} ȷ : (8.21)

Ýòî âûðàæåíèå êâàäðàòèœíî ïî áîçå-îïåðàòîðàì c_{p;k} è c^+_{p;k}, è ïîýòîìó åãî èçóœåíèå îêàçûâàåòñß âåñüìà ïðîñòîé çàäàœåé.

Óäîáíî ïåðåéòè ê êàíîíèœåñêèì îïåðàòîðàì êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ îñöèëëßòîðîâ:

’_{p;k} ȷ ’^+_{�p;�k} = (2!_{p;k})^{�1=2}(c_{p;k} + c^+_{�p;�k});

ß_{p;k} ȷ ß^+_{�p;�k} = i ı 1 2 !_{p;k} ȷ_{1=2} (c^+_{p;k} � c_{�p;�k}):

(8.22)

Â ïðåäñòàâëåíèè îñöèëëßòîðîâ îïåðàòîð êèíåòèœåñêîé ýíåðãèè åñòü ñóììà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëßòîðîâ^6) :

bH_0 = P k; p2R_k 1 2 ı ß^+_{p;k}ß_{p;k} + !^2_{p;k}’^+_{p;k}’_{p;k} ȷ : (8.23)

Âçàèìîäåéñòâèå â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè çàïèñûâàåòñß òàê:

bH_{int} = P k V_k ` P p2R_k

!^{1=2}_{p;k}’^+_{p;k} ´` P p^02R_k

!^{1=2}_p0_{;k}’_p0_{;k} ´ : (8.24)

6) Ìû îïóñêàåì êîíñòàíòó E0 = � P k; p2Rk

!_{p;k}=2; (8.25)

ïîßâëßþùóþñß èç-çà íåêîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ c_{p;k} è c^+_{p;k}.

184 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Òåïåðü ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü ãàìèëüòîíèàí bH_0 + bH_{int} ñ ïîìîùüþ êàíîíèœåñêîãî ïðåîáðàçîâàíèß è íàéòè íîðìàëüíûå ìîäû êîëåáàíèé ñèñòåìû.

Ïîëóœàþùèéñß ñïåêòð œàñòîò íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò (ðèñ. 8.2). Ïåðâàß êîìïîíåíòà — íåïðåðûâíûé ñïåêòð ! = !_{p;k}, ñîâïàäàþùèé ñî ñïåêòðîì íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû. Âòîðàß êîìïîíåíòà — êîëëåêòèâíàß ìîäà ñ çàêîíîì äèñïåðñèè !(k), îïðåäåëßåìûì èç óðàâíåíèß

1 = V_k P p2R_k

2!_{p;k} !^2 � !^2_{p;k}

: (8.26)

Ýòî âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî äëß áåññïèíîâûõ œàñòèö. Â ñëóœàå œàñòèö ñî ñïèíîì 1=2, ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíàì ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó

Ðèñ. 8.2 ìíîæèòåëþ 2 â ïðàâîé œàñòè (8.26). Â çàäàœå 44 áóäåò ïîêàçàíî, œòî ïðè ìàëûõ jkj ø p_0 âûðàæåíèå (8.26) òîæäåñòâåííî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ äëß êîëëåêòèâíûõ ìîä, ïîëóœåííîìó èç êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß ôåðìèæèäêîñòè (8.7).

Â ñëóœàå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß, V_k = 4ße^2=k^2, êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèß ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ïëàçìåííûå âîëíû, èìåþùèå êîíåœíóþ œàñòîòó !_0 = (4ße^2n=m)^{1=2} ïðè k ! 0. Ïëàçìåííûå êîëåáàíèß ñóùåñòâóþò â êîíåœíîì èíòåðâàëå 0 ⩽ jkj ¡ k_{max}, ïðèœåì èõ œàñòîòà âûøå âåðõíåé ãðàíèöû íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Ïðè jkj ⩾ k_{max} ⩾ (4ße^2˚)^{1=2} âåòâü ïëàçìåííûõ êîëåáàíèé âëèâàåòñß â íåïðåðûâíûé ñïåêòð (ñì. çàäàœó 44). Â ýòîé îáëàñòè œàñòîòà !, îïðåäåëßåìàß èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèß (8.26), îêàçûâàåòñß êîìïëåêñíîé, ò. å. êîëåáàíèß ïðèîáðåòàþò êîíåœíîå çàòóõàíèå.

Êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèß, ïîëóœåííûå â ïðèáëèæåíèè ñëóœàéíûõ ôàç, îêàçûâàþòñß òàêèìè æå, êàê â òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè Ëàíäàó. Íåêîòîðîå îòëèœèå èìååòñß òîëüêî â ïîâåäåíèè, ïðåäñêàçûâàåìîì â îáëàñòè áîëüøèõ jkj ¿ k_{max}, ãäå òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè òåðßåò ïðèìåíèìîñòü, ïîñêîëüêó 1=k_{max} — ýòî ðàçìåð êâàçèœàñòèöû. Åñëè âçàèìîäåéñòâèå ñëàáîå, òî ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò äàæå ïðè jkj ≳ k_{max}.

Îäíàêî ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç, îñíîâûâàþùååñß íà ãàìèëüòîíèàíå ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð, íåïðèìåíèìî â ñëóœàå ñèëüíîãî âçàèìîäåéñòâèß. À òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè, ïîëóœåííàß âåñüìà îáùèì ôåíîìåíîëîãèœåñêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë è ïðè ñèëüíîì âçàèìîäåéñòâèè, è óòâåðæäàåò, œòî ïðè jkj ≲ k_{max} ìîæíî ïîëüçîâàòüñß êâàäðàòèœíûì ãàìèëüòîíèàíîì ïàð bH_{RPA} ñ ïåðåíîðìèðîâàííûìè êîíñòàíòàìè, êîòîðûå îïðåäåëßþòñß ôóíêöèåé Ëàíäàó. Òàêèì îáðàçîì, ïåðòóð-

8.4 ] Çàäàœè 43 –49 185

áàòèâíîå ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç è ôåíîìåíîëîãèœåñêàß òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè ïðåêðàñíî äîïîëíßþò äðóã äðóãà.

Ëèòåðàòóðà: Òåîðèß ôåðìè–æèäêîñòè Ëàíäàó, âêëþœàß êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå è êîëëåêòèâíûå âîçáóæäåíèß, èçëîæåíà â [6], § 1–6 è [1], § 2. Ïðîñòîé âûâîä çàêîíà äèñïåðñèè ïëàçìîíîâ ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèß ñëóœàéíûõ ôàç ìîæíî íàéòè â [3], § 9.5, 9.6. Êîððåëßöèîííàß è îáìåííàß ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß â ýëåêòðîííîé ôåðìè– æèäêîñòè ðàññìàòðèâàåòñß â [3], § 9.4, 9.8, 9.9, [6], § 85 è [1], § 22. Ìèêðîñêîïèœåñêîå îáîñíîâàíèå òåîðèè ôåðìè–æèäêîñòè, áàçèðóþùååñß íà ôóíêöèßõ Ãðèíà, ïðèâåäåíî â [1], § 18, 19, à òàêæå â [6], § 15–21. Ïîëåçíî òàêæå îáðàòèòüñß ê îðèãèíàëüíûì ðàáîòàì (ñì. ñáîðíèê ñòàòåé, ïðîöèòèðîâàííûé íà ñ. 180).

8.4. Задачи 43–49

З ад ача 43. (Êëàññèôèêàöèß âîçáóæäåíèé ôåðìè-æèäêîñòè.) Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ôåðìè-æèäêîñòü ñ ìîäåëüíîé ôóíêöèåé Ëàíäàó, îòëèœíîé îò íóëß òîëüêî â s-êàíàëå. Âçàèìîäåéñòâèå êâàçèœàñòèö â ýòîì ñëóœàå åñòü F (n � n^0) = F_0. Ôåðìè-ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëßåò ñîáîé îêðóæíîñòü, ïàðàìåòðèçóåìóþ óãëîì �ß ⩽ ` ⩽ ß. Îòêëîíåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß êâàçèœàñòèö îò ðàâíîâåñèß îïèñûâàåòñß ôóíêöèåé u(`). Óäîáíî ðàçëîæèòü åå ïî ôóðüå-ãàðìîíèêàì u(`) = = P m e^{im`}u_m è çàïèñàòü êèíåòèœåñêîå óðàâíåíèå (8.7) â âèäå

!u_m = 1 2 kv_F (eu_{m+1} + eu_{m�1}); ãäå eu_m = æ u_m ïðè m 6= 0; (1 + F_0)u_0 ïðè m = 0: (8.27) Ïîëíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèß ìîæíî ïîñòðîèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäàìè òåîðèè ðàññåßíèß. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (8.27) òðàíñëßöèîííî èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì m ! ! m � 1 âñþäó, çà èñêëþœåíèåì m = 0. Ïîýòîìó ìîæíî èñêàòü ðåøåíèß â âèäå u_m = A^�e^{iffm} îòäåëüíî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ m, à çàòåì ñøèòü ýòè âûðàæåíèß ïðè m = 0.

Ïîêàæèòå, œòî ïðè ëþáîì âåùåñòâåííîì 0 ¡ ff ¡ ß èìååòñß äâà íåçàâèñèìûõ ðåøåíèß óêàçàííîãî âèäà, îïèñûâàþùèå êâàçèœàñòèœíûå âîçáóæäåíèß ñ ` = �ff. Ïîêàæèòå, œòî êðîìå íèõ ïðè F_0 ¿ 0 èìååòñß îäíî ðåøåíèå u_m ñ êîìïëåêñíûì ff, çàòóõàþùåå ïðè m ! �1. Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò êîëëåêòèâíóþ íóëü-çâóêîâóþ ìîäó. Êâàçèœàñòèœíûå ðåøåíèß õàðàêòåðèçóþòñß œàñòîòàìè j!j ¡ kv_F , à êîëëåêòèâíàß ìîäà ëåæèò çà ïðåäåëàìè êâàçèœàñòèœíîãî êîíòèíóóìà: !(k) ¿ kv_F .

Ìîæíî çàìåòèòü àíàëîãèþ ñ çàäàœåé î ñïåêòðå îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà äëß ïîòåíöèàëà, óáûâàþùåãî íà áåñêîíåœíîñòè. Â îáùåì ñëóœàå ñïåêòð ýòîãî îïåðàòîðà ñîäåðæèò íåïðåðûâíóþ è äèñêðåòíóþ êîìïîíåíòû. Ïåðâàß ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîßíèßì ðàññåßíèß, à âòîðàß — ëîêàëèçîâàííûì ñîñòîßíèßì.

З ад ача 44. (Ïëàçìåííûå êîëåáàíèß.) Ðàññìîòðèì äèàãðàììû íà ðèñ. 8.3 ïðè êîíåœíîé ïåðåäàâàåìîé œàñòîòå ! è èìïóëüñå k. Ãîâîðßò,

186 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

œòî ñóììà äèàãðàìì íà ðèñ. 8.3 îïèñûâàåò ýôôåêò äèíàìèœåñêîé ýêðàíèðîâêè çàòðàâîœíîãî âçàèìîäåéñòâèß V_k, èçîáðàæåííîãî âîëíèñòîé ëèíèåé. Çàêîí äèñïåðñèè êîëëåêòèâíûõ âîçáóæäåíèé !(k) îïðåäåëßåòñß ïîëþñàìè çàýêðàíèðîâàííîãî âçàèìîäåéñòâèß.

Ðèñ. 8.3

а. Íàéäèòå ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(!; k) ïðè jkj ø p_0, ! ø E_F . Ñœèòàß çàòðàâîœíîå âçàèìîäåéñòâèå êóëîíîâñêèì, V_k = = 4ße^2=k^2, ïðîñóììèðóéòå ðßä è ïîëóœèòå çàýêðàíèðîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå V_{!;k}. Ïîêàæèòå, œòî â ýòîì ïðèáëèæåíèè çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìåííûõ âîëí !(k) äàåòñß ñîîòíîøåíèåì (8.14), ïîëóœåííûì èç êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß ôåðìè-æèäêîñòè. Îïðåäåëèòå ïîâåäåíèå !(k) ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ k.

б. (Òîœêà îêîíœàíèß ñïåêòðà.) Îêàçûâàåòñß, œòî çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìåííûõ âîëí çàêàíœèâàåòñß ïðè íåêîòîðîì k_{max}, âëèâàßñü â êîíòèíóóì êâàçèœàñòèœíûõ âîçáóæäåíèé. Œòîáû èññëåäîâàòü ýòîò ýôôåêò ñ ïîìîùüþ äèàãðàìì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 8.3, íåîáõîäèìî íàéòè ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð áîëåå òîœíî, œåì ýòî áûëî ñäåëàíî â œàñòè à.

Íàéäèòå ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð ïðè ïðîèçâîëüíûõ ! è k. Ðåøàß óðàâíåíèå V_k�(!; k) = 1, îïðåäåëèòå òîœêó îêîíœàíèß ñïåêòðà k_{max}, !_{max}.

в. Óáåäèòåñü, œòî óðàâíåíèå äëß œàñòîòû ïëàçìåííûõ âîëí !(k) ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì (8.26), ïîëóœåííûì â ðåçóëüòàòå äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà H_{RPA} ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð.

З ад ача 45. (Êóëîíîâñêîå ýêðàíèðîâàíèå.) а. Ýëåêòðîíû â ìåòàëëå ýêðàíèðóþò ëþáîé âíåøíèé ýëåêòðîñòàòèœåñêèé ïîòåíöèàë. Ýòîò ýôôåêò ìîæíî èçóœèòü, ðàññìîòðåâ äèàãðàììíûé ðßä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 8.3. Ïðîñóììèðóéòå ýòîò ðßä â ñòàòèœåñêîì ïðåäåëå k Æ !=v_F , ñœèòàß òàêæå, œòî k ø p_0. Ïîëóœèòå ôîðìóëó Äåáàß äëß ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß:

Φ(r) = e

�κjrj jrj ; κ^2 = 4ße^2˚: (8.28)

Ðàçóìååòñß, ýêðàíèðîâêà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß â çàðßæåííîé ñèñòåìå åñòü œèñòî êëàññèœåñêèé ýôôåêò, âîçíèêàþùèé èç-çà äàëüíîäåéñòâèß ïîòåíöèàëà 1=r. Äëß èëëþñòðàöèè ýòîãî îáñòîßòåëüñòâà, íàïîìíèì, êàê ðåøàåòñß çàäàœà îá ýêðàíèðîâàíèè â êëàññèœåñêîé ïëàçìå.

Âíåñåì â ïëàçìó ñòàòèœåñêèé çàðßä æ0(r). Âîçíèêàþùèé ïðè ýòîì ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà r^2Φ(r) = �4ß(ffiæ(r) + æ0(r)), ãäå ffiæ(r) — ïëîòíîñòü ýêðàíèðóþùåãî çàðßäà, ñâßçàííàß ñ ïîòåíöèàëîì

ôîðìóëîé Áîëüöìàíà: ffiæ(r) = en ı e^{�eΦ(r)=T} � 1 ȷ . Ïîëóœèâøóþñß ñèñòåìó óðàâíåíèé Ïóàññîíà–Áîëüöìàíà íåòðóäíî ëèíåàðèçîâàòü:

r^2Φ(r) � κ^2Φ(r) = �4ßæ0(r); κ^2 = 4ße^2n=T: (8.29)

8.4 ] Çàäàœè 43 –49 187

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêðàíèðîâàííûé ïîòåíöèàë òîœåœíîãî çàðßäà äàåòñß òàêèì æå âûðàæåíèåì (8.28), êàê è ïðè T = 0. Îòëèœèå ñîñòîèò òîëüêî â âåëèœèíå äëèíû ýêðàíèðîâàíèß κ^{�1}.

Äðóãîå ßâëåíèå, èìåþùåå ìåñòî íå òîëüêî â ôåðìè-æèäêîñòè, íî è â êëàññèœåñêîé ïëàçìå, — ýòî ïëàçìåííûå êîëåáàíèß.

б. Ïîóœèòåëüíî ðåøèòü ýòó çàäàœó äðóãèì ñïîñîáîì, èñïîëüçóß ãàìèëüòîíèàí äëß ýëåêòðîí-äûðîœíûõ âîçáóæäåíèé (8.21), âûâåäåííûé â ðàçä. 8.3. Ðàññìîòðèì âíåøíåå ïîëå, âçàèìîäåéñòâóþùåå ñ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòüþ. Èñïîëüçóß ïðåäñòàâëåíèå (8.16) äëß îïåðàòîðà ïëîòíîñòè, çàïèøåì âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ ñ âíåøíèì ïîëåì V^{ext}(r) òàê:

bH_{ext} = P k ı V^{ext}_{�k} P p2R_k

(c_{p;k} + c^+_{�p;�k}) ȷ : (8.30)

Ýòî âûðàæåíèå ëèíåéíî ïî áîçå-îïåðàòîðàì c_{p;k}, à ãàìèëüòîíèàí (8.21) — êâàäðàòèœåí. Ïîýòîìó ìîæíî íàéòè îòêëèê ïëîòíîñòè íà âíåøíåå ïîëå, ñïðîåöèðîâàâ âîçìóùåíèå (8.30) íà íîðìàëüíûå ìîäû ñèñòåìû îñöèëëßòîðîâ, íàéäß îòêëèê êàæäîé èç ýòèõ ìîä, à çàòåì ïðîñóììèðîâàâ ïî âñåì ìîäàì. Íàéäèòå òàêèì ñïîñîáîì îòêëèê ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè íà êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë è ïîêàæèòå, œòî ðåçóëüòèðóþùèé çàýêðàíèðîâàííûé ïîòåíöèàë ñîâïàäàåò ñ (8.29).

З ад ача 46. (Ïàðàìàãíèòíàß âîñïðèèìœèâîñòü.) Ðàññìîòðèì ôåðìè-æèäêîñòü ñî ñïèíîì 1=2 è êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó œàñòèöàìè: V (r � r^0) = gffi(r � r^0). Ê ñèñòåìå ïðèëîæåíî îäíîðîäíîå âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå B. Áóäåì ñœèòàòü, œòî ôåðìèîíû íåçàðßæåíû, òàê œòî ïîëå äåéñòâóåò òîëüêî íà ñïèí. Â ýòîì ñëóœàå ôåðìè-æèäêîñòü îïèñûâàåòñß ãàìèëüòîíèàíîì (8.1), ê êîòîðîìó äîáàâëåí œëåí

H_B = !_B P p ı a^+_{p;”}a_{p;”} � a^+_{p;#}a_{p;#} ȷ ; (8.31)

ãäå !_B = ¯B — çååìàíîâñêàß ýíåðãèß. Ïîñêîëüêó ýíåðãèè ñîñòîßíèé ñî ñïèíîì ââåðõ è âíèç îòëèœàþòñß íà 2!_B , îñíîâíîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñß äâóìß ôåðìè-ñôåðàìè, èìåþùèìè ðàçíûå ðàäèóñû p_{0;#} è p_{0;”}. Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèß ðàäèóñû ôåðìè-ñôåð äàþòñß ñîîòíîøåíèßìè p^2_{0;#=”}=2m = E_F � !_B.

а. (Ìåòîä ñðåäíåãî ïîëß.) Íàéäèòå ôóíêöèè Ãðèíà G_”(”; p) è G_#(”; p). Äëß ýòîãî âûœèñëèòå ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü â íèçøåì ïîðßäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ g, ðàññìîòðåâ äâà âêëàäà, ïðßìîé è îáìåííûé, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 8.4.

Îïðåäåëèòå ïëîòíîñòè œàñòèö n_” è n_#. Ðàññìîòðèòå ïîëßðèçàöèþ ffin = n_# � n_” â ñëàáîì ïîëå ¯B ø E_F è ïîêàæèòå, œòî ïàðàìàãíèòíàß âîñïðèèìœèâîñòü åñòü Ø = Ø^0 1 � g˚0

; (8.32)

ãäå Ø_0 = ¯^2˚ — âîñïðèèìœèâîñòü èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà (ñì. çàäàœó 24). Çíàìåíàòåëü â (8.32) îïèñûâàåò òàê íàçûâàåìîå îáìåííîå óñèëåíèå âîñïðèèìœèâîñòè, âîçíèêàþùåå èç-çà âçàèìîäåéñòâèß.

188 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

б. (Ñïèíîâàß ëåñòíèöà.) Ïîóœèòåëüíî ïîëóœèòü âîñïðèèìœèâîñòü (8.32) äðóãèì ñïîñîáîì, íå ðàññìàòðèâàß èçìåíåíèå îñíîâíîãî

Ðèñ. 8.4 Ðèñ. 8.5

ñîñòîßíèß â ñòàòèœåñêîì âíåøíåì ïîëå. Âìåñòî ýòîãî ìîæíî íàéòè âîñïðèèìœèâîñòü íåïîñðåäñòâåííî, âûœèñëßß ëèíåéíûé îòêëèê ñïèíîâîé ïîëßðèçàöèè íà ñëàáîå âíåøíåå ïîëå íà ôîíå íåïîëßðèçîâàííîãî îñíîâíîãî ñîñòîßíèß.

Ïîêàæèòå, œòî ïðè ñóììèðîâàíèè ëåñòíèœíûõ äèàãðàìì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 8.5, âîñïðîèçâîäèòñß ðåçóëüòàò (8.32). Âûœèñëåíèå óäîáíî ïðîâîäèòü ñœèòàß, œòî âîçìóùàþùåå ïîëå íàïðàâëåíî âäîëü îñè x, è èñïîëüçóß ãðèíîâñêèå ôóíêöèè èç œàñòè à, ò. å. ïðîêâàíòîâàâ z-ïðîåêöèþ ñïèíà^7) . Èíòåðïðåòèðóéòå ðàñõîäèìîñòü âîñïðèèìœèâîñòè (8.32) ïðè g˚_0 ! 1.

З ад ача 47. (Ñïèíîâûå âîëíû.) Â ôåðìè ãàçå, íàõîäßùåìñß âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå (ñì. çàäàœó 46) ìîæíî íàáëþäàòü ïàðàìàãíèòíûé ðåçîíàíñ. Äëß ýòîãî ïðèêëàäûâàþò ñëàáîå ïåðåìåííîå ïîëå â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëßðíîé ïîñòîßííîìó ïîëþ, è âûáèðàþò œàñòîòó ! ïåðåìåííîãî ïîëß òàê, œòîáû ! ðàâíßëîñü çååìàíîâñêîé ýíåðãèè 2!_B, òðåáóåìîé äëß ïåðåâîðîòà ñïèíà.

а. (Òåîðåìà Ëàðìîðà.) Íàéäèòå ïîïåðåœíóþ âîñïðèèìœèâîñòü Ø_?(!; k), ñóììèðóß ëåñòíèœíûé ðßä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 8.5. Ñœèòàéòå ïåðåìåííîå ïîëå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûì, ò. å. ïåðåäàâàåìûé èìïóëüñ k = 0. Èñïîëüçóéòå ôóíêöèè Ãðèíà, íàéäåííûå â çàäàœå 46a. Ïîêàæèòå, œòî ïîïåðåœíàß âîñïðèèìœèâîñòü èìååò ïîëþñ ïðè ! = 2!_B, íåçàâèñèìî îò âåëèœèíû âçàèìîäåéñòâèß g.

Ïîêàæèòå, œòî ýòîò ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñß ñïðàâåäëèâûì íå òîëüêî äëß òîœåœíîãî, íî è äëß ïðîèçâîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèß ìåæäó œàñòèöàìè (8.1), íåçàâèñßùåãî îò ñïèíîâ. Îáùåå óòâåðæäåíèå îá îòñóòñòâèè ñäâèãà œàñòîòû ïàðàìàãíèòíîãî ðåçîíàíñà âñëåäñòâèå ìåæýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèß íàçûâàåòñß òåîðåìîé Ëàðìîðà.

Àíàëîãèœíîå óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå ïîä íàçâàíèåì òåîðåìû Êîíà, èìååò ìåñòî äëß öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñà. Íåçàâèñèìî îò âåëèœèíû âçàèìîäåéñòâèß â ãàìèëüòîíèàíå (8.1), œàñòîòà öèêëîòðîííîãî ðåçîíàíñà â îäíîðîäíîì ïîëå B åñòü !c = eB=mc, ãäå m — èñòèííàß (à íå ýôôåêòèâíàß!) ìàññà ýëåêòðîíà.

7) Ïðè èíîì âûáîðå íàïðàâëåíèß âîçìóùàþùåãî ïîëß îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé íåîáõîäèìî áûëî áû ðàññìàòðèâàòü äèàãðàììû, â êîòîðûõ ñïèíîâûé èíäåêñ ìîæåò ìåíßòüñß îò îäíîé ñòóïåíè ëåñòíèöû ê ñëåäóþùåé. Îòâåò ïðè ýòîì, ðàçóìååòñß, ïîëóœèëñß áû òîœíî òàêèì æå.

8.4 ] Çàäàœè 43 –49 189

б. (Çàêîí äèñïåðñèè ñïèíîâûõ âîëí.) Ïîëþñû äâóõœàñòèœíûõ ôóíêöèé Ãðèíà ñâßçàíû ñ êîëëåêòèâíûìè ìîäàìè. Ïîëþñ â ïîïåðåœíîé âîñïðèèìœèâîñòè Ø_?(!; k) ñîîòâåòñòâóåò ñïèíîâûì âîëíàì — ñïåöèôèœåñêîé êîëëåêòèâíîé ìîäå, âîçíèêàþùåé â ñïèí-ïîëßðèçîâàííîé ôåðìè-æèäêîñòè.

Íàéäèòå çàêîí äèñïåðñèè ñïèíîâûõ âîëí. Äëß ýòîãî ïðîñóììèðóéòå äèàãðàììíûé ðßä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 8.5, ïðè êîíåœíûõ ! è k. Ðàññìîòðèòå ïîëþñ Ø_?(!; k), äàâàåìûé ! = 2!_B ïðè k = 0.

З ад ача 48. (Ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå.) Ïðè âûñîêîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ìåòàëë ßâëßåòñß ïîœòè èäåàëüíûì ôåðìè-ãàçîì. Ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèß ìàëû, è èõ ìîæíî âûœèñëßòü, ðàçëàãàß èíòåðåñóþùèå âåëèœèíû â ðßä ïî ñòåïåíßì e^2=ℏv_F .

а. (Îáìåííàß ýíåðãèß.) Ïîïðàâêè ê ýíåðãèè ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðßäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ äàþòñß äâóìß äèàãðàììàìè, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 8.6. Ïåðâûé âêëàä, íàçûâàåìûé ýíåðãèåé Õàðòðè, õîòß ôîðìàëüíî è ðàñõîäèòñß, íà ñàìîì äåëå â äàííîì ñëóœàå ïîëíîñòüþ êîìïåíñèðóåòñß âçàèìîäåéñòâèåì ñ ïîëîæèòåëüíûì ôîíîì è âêëàäà íå äàåò. Âòîðîé æå âêëàä, íàçûâàåìûé îáìåííîé ýíåðãèåé, èëè ýíåðãèåé Ôîêà, îòëèœåí îò íóëß. Âûœèñëèòå åãî è ïîêàæèòå, œòî îáìåííàß ýíåðãèß îòðèöàòåëüíà è çàâèñèò îò ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ n, êàê �e^2n^{4=3}.

Ðèñ. 8.6 Ðèñ. 8.7

б) (Œëåíû âòîðîãî ïîðßäêà.) Âî âòîðîì ïîðßäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ åñòü äâà ñóùåñòâåííûõ âêëàäà (ðèñ. 8.7). Îñòàëüíûå ãðàôèêè âòîðîãî ïîðßäêà ñîêðàùàþòñß áëàãîäàðß êîìïåíñèðóþùåìó ôîíó, ïîäîáíî ïåðâîìó ãðàôèêó íà ðèñ. 8.6.

Ïîêàæèòå, œòî ñóììà âêëàäîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 8.7, åñòü P q P k2R_q ; k^02R_q

Vq (2Vq � V_{k�k}0 ) ¸_k + ¸_k0_{+q} � ¸_{k+q} � ¸_k0

; (8.33)

ãäå ¸_p = p^2=2m � E_F . Ïåðâîå è âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììàì à è á íà ðèñ. 8.7.

Ïîêàæèòå, œòî ïåðâûé âêëàä ðàñõîäèòñß ëîãàðèôìèœåñêè íà ìàëûõ q, à âòîðîé êîíåœåí. Èíòåðïðåòèðóéòå íàéäåííóþ ðàñõîäèìîñòü.

З ад ача 49. a. (Êîððåëßöèîííàß ýíåðãèß^8) .) Êàê ìû óáåäèëèñü â çàäàœå 48, íàœèíàß ñî âòîðîãî ïîðßäêà, ôîðìàëüíûé ðßä òåîðèè âîç-

8) Êîëüöåâûå äèàãðàììû äëß êîððåëßöèîííîé ýíåðãèè áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû â ðàáîòå: M. Gell-Mann, K. A. Brueckner// Phys. Rev. 1957. V. 106. P. 364.

190 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

ìóùåíèé ïî e^2=ℏv_F äëß ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëå ñîäåðæèò ðàñõîäßùèåñß œëåíû. Îáùèé ïîðßäîê äåéñòâèé â ïîäîáíûõ ñëóœàßõ — íàéòè íàèáîëåå ñèëüíî ðàñõîäßùèåñß ãðàôèêè â êàæäîì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé è ïðîñóììèðîâàòü èõ. Ïîêàæèòå, œòî â äàííîì ñëóœàå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèáîëåå ñèíãóëßðíûõ ãðàôèêîâ (ðèñ. 8.8) èìååò âèä

Ðèñ. 8.8

Âûœèñëèòå ñóììó ýòèõ ãðàôèêîâ. Ïîêàæèòå, œòî ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ ïî e^2=ℏv_F îòâåò ìîæíî ïîëóœèòü, çàìåíèâ èñõîäíîå êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå íà çàýêðàíèðîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå V_{k;!}, ðàññìîòðåííîå â çàäàœå 44 (ñì. ðèñ. 8.3). Ñ ýòîé òîœíîñòüþ ýíåðãèß äàåòñß ãðàôèêîì a íà ðèñ. 8.7, â êîòîðîì îäíà èç ëèíèé âçàèìîäåéñòâèß ñòàíåò æèðíîé, à äðóãàß îñòàíåòñß òîíêîé.

б. Ýòó çàäàœó ìîæíî ðåøèòü è äðóãèì ñïîñîáîì, âîñïîëüçîâàâøèñü ãàìèëüòîíèàíîì ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð (8.21), êâàäðàòèœíûì ïî áîçåîïåðàòîðàì c_{p;k}. Êàê îáñóæäàëîñü â ðàçä. 8.3, ýòîò ãàìèëüòîíèàí ñ ïîìîùüþ êàíîíèœåñêîãî ïðåîáðàçîâàíèß ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ îñöèëëßòîðîâ. Èíòåðåñóþùàß íàñ œàñòü ýíåðãèè ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììàðíàß ýíåðãèß íóëåâûõ êîëåáàíèé âñåõ îñöèëëßòîðîâ.

Âêëàä âçàèìîäåéñòâèß â ýíåðãèþ ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå �E P ff 1 2 ℏ!_ff � P k; p2R_k 1 2 ℏ!_{p;k}; (8.34)

ãäå !_{p;k} — œàñòîòû íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé â íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå, à !_ff — œàñòîòû êîëåáàíèé âî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå. Íàéäèòå ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ (8.34) è ïîêàæèòå, œòî ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ êîððåëßöèîííîé ýíåðãèåé, íàéäåííîé â œàñòè à.

в. (Êîððåëßöèîííàß ýíåðãèß êëàññèœåñêîé ïëàçìû.) Ðàññìîòðèì ïðåäåë âûñîêîé òåìïåðàòóðû T Æ E_F . Âûœèñëèòå êîððåëßöèîííóþ äîáàâêó ê òåðìîäèíàìèœåñêîìó ïîòåíöèàëó �_{êîð}. Îòâåò ëåãêî ïîëóœèòü èç ãðàôèêîâ ðèñ. 8.8, îñòàâèâ îäèí œëåí ñ !_n = 0 èç âñåé ìàöóáàðîâñêîé ñóììû (ñì. [1], § 22; [6], § 85).

8.5. Решения задач 43–49

43. Óðàâíåíèå (8.27) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî çàìåíû m ! �m, ïîýòîìó ðåøåíèß ìîæíî èñêàòü â âèäå œåòíûõ è íåœåòíûõ ôóíêöèé:

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 191

u^{íåœåò}_m = sin ffm; u^{œåò}_m = 8 ¡ : cos (ffm + ˘) ïðè m ¿ 0; cos (ffm � ˘) ïðè m ¡ 0; u_0 ïðè m = 0:

(8.35)

Ïîäñòàâëßß âûðàæåíèß (8.35) â óðàâíåíèß (8.27) ïðè jmj ¿ 1, íàõîäèì ! = kv_F cos ff. Ïðè ýòîì íåœåòíîå ðåøåíèå u^{íåœåò}_m óäîâëåòâîðßåò (8.27) àâòîìàòèœåñêè ïðè âñåõ m. Œåòíîå æå ðåøåíèå, åñëè ïîäñòàâèòü åãî â (8.27) ïðè m = 0; 1, äàåò

!u_0 = kv_F cos (ff + ˘);

! cos (ff + ˘) = 1 2 kv_F ((1 + F_0)u_0 + cos (2ff + ˘)):

Ðåøàß ýòè óðàâíåíèß ñîâìåñòíî ñ ñîîòíîøåíèåì ! = kv_F cos ff, íàõî- äèì tg ˘ tg ff = F^0 1 + F0

; u_0 = cos˘ 1 + F0

: (8.36)

Óãëîâàß çàâèñèìîñòü u^{œåò}(`) è u^{íåœåò}(`) îêàçûâàåòñß äîâîëüíî èíòåðåñíîé. Ôóíêöèß u^{íåœåò} åñòü ïðîñòî ñóïåðïîçèöèß äâóõ ñâîáîäíûõ îäíîœàñòèœíûõ ñîñòîßíèé:

u^{íåœåò}(`) = i 2 (ffi(` � ff) � ffi(` + ff)): (8.37)

Ôóíêöèß æå u^{œåò}(`) âûãëßäèò áîëåå ñëîæíî. Îíà èìååò ïðè ` = �ff êàê ffi-ôóíêöèîííûå, òàê è ïîëþñíûå îñîáåííîñòè, â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.9).

Ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå êîëëåêòèâíóþ ìîäó, áóäåì èñêàòü â âèäå

u_m = 8 ¡ : e^{�ffm} ïðè m ¿ 0; e^{ffm} ïðè m ¡ 0; u_0 ïðè m = 0:

(8.38)

Óðàâíåíèå (8.27) óäîâëåòâîðßåòñß ïðè jmj ¿ 1, åñëè ! = kv_F ch ff, à ïðè m = 0; 1 äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé äëß ff è u_0. Ðåøàß èõ, íàõîäèì

u_0 = 1 1 + F0

; e^{2ff} = 1 + 2F_0: (8.39)

Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü íóëü-çâóêîâîé ìîäû åñòü

s = ! k = v^F 2 ı (1 + 2F_0)^{1=2} + (1 + 2F_0)^{�1=2} ȷ : (8.40)

Âûïèøåì ßâíî óãëîâóþ çàâèñèìîñòü íóëü-çâóêîâûõ êîëåáàíèé:

u(`) = � F^0

1 + F0

+ (!

2 � k^2v^2_F )^{1=2} ! � kvF cos`

: (8.41)

Êàœåñòâåííàß êàðòèíà òàêîâà. Ïðè F_0 ø 1 â íóëü-çâóêîâûõ êîëåáàíèßõ ïðèíèìàåò óœàñòèå ìàëàß îáëàñòü ôåðìè-ïîâåðõíîñòè ñ ` ß F_0. À ïðè F_0 Æ 1 âñß ôåðìè-ïîâåðõíîñòü êîëåáëåòñß êàê öåëîå: u(`) ¸ cos `.

192 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

44. Çàýêðàíèðîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå V_{!;k} äàåòñß ñîâîêóïíîñòüþ äèàãðàìì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 8.3. Ýòîò ðßä ñóììèðóåòñß, êàê ãåîìåòðèœåñêàß ïðîãðåññèß:

V_{!;k}V_k + V^2_k �(!; k) + V^3_k �^2(!; k) + : : : = V^k 1 � V_k�(!; k)

: (8.42) Ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð åñòü

�(!; k) = 2i ∫ G(”_�; p_�)G(”_+; p_+) d

3p d” (2ßℏ)^4

; (8.43)

ãäå ”_� = ” � !=2, p_� = p � k=2, à ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ñïèíàì.

Èíòåãðèðóß ïî œàñòîòå ”, íàõîäèì^9)

�(!; k) = 2 ∫ n(p�) � n(p+) ! � ¸(p+) + ¸(p�) d^3p (2ßℏ)^3

; (8.44)

ãäå n(p) — ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè (ñð. ñ âûâîäîì (7.85)).

44а. Ðàññìîòðèì ñëóœàé ìàëûõ jkj ø p_0. Ïðèáëèæåííî ìîæíî çàïèñàòü n(p_�) � n(p_+) = k cos `ffi(jpj � p_0); (8.45) ãäå ` — óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p è k. Èç-çà ffi-ôóíêöèè èíòåãðàë â (8.44) îêàçûâàåòñß îãðàíèœåí íà ïîâåðõíîñòü ôåðìè-ñôåðû:

�(!; k) = 2˚_0 ß∫ 0 kvF cos` ! � kvF cos` d cos `: (8.46)

Èíòåãðèðóß ïî `, íàõîäèì �(!; k) = 2˚_0 ı s 2 ln s + 1

s � 1 � 1 ȷ ; (8.47) ãäå s = !=kv_F . Ìû óáåæäàåìñß, œòî óðàâíåíèå V_k�(!; k) = 1, îïðåäåëßþùåå ïîëþñ çàýêðàíèðîâàííîãî âçàèìîäåéñòâèß V_{!;k}, òîæäåñòâåííî ñîîòíîøåíèþ (8.14), âûâåäåííîìó èç êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß ôåðìèæèäêîñòè.

Çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìîíà ïðè ìàëûõ k ìîæíî ïîëóœèòü, ðàçëîæèâ âûðàæåíèå (8.47) ïî 1=s: �(!; k) = 2˚_0 ı 1 3s^2 + 1 5s^4

+ : : : ȷ : (8.48)

Òîãäà óðàâíåíèå V_k�(!; k) = 1 ïðèíèìàåò âèä

!^2_0 !^2 ` 1 + 3 5 k^2v^2_F !^2 ´ = 1; (8.49)

9) Çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñß, œòî œàñòîòà â ïîëßðèçàöèîííîì îïåðàòîðå �(!; k) èìååò áåñêîíåœíî ìàëóþ ìíèìóþ œàñòü: ! + i0 sgn !. Â ýòîì ñëóœàå �(!; k) èìååò àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà ïðèœèííîé äâóõœàñòèœíîé ôóíêöèè Ãðèíà.

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 193

ãäå !^2_0 = 4ßne^2=m (n = p^3_0=(3ß^2) — ïëîòíîñòü œàñòèö). Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí äèñïåðñèè ïðè ìàëûõ k åñòü

!^2(k) = !^2_0 + 3 5 k^2v^2_F + O ` (kvF )^4

!^4_0 ´ : (8.50)

Çàêîí äèñïåðñèè ïðè áîëüøèõ k ìîæíî îïðåäåëèòü, çàìåòèâ, œòî âûðàæåíèå (8.47) ñòðåìèòñß ê áåñêîíåœíîñòè ïðè s ! 1. Ïîýòîìó óðàâíåíèå V_k�(s) = 1 èìååò ðåøåíèå ïðè ïðîèçâîëüíî áîëüøîì k, ïðèœåì s ! 1 ïðè k ! 1. Ýòî îçíàœàåò, œòî !(k) ïðèáëèæàåòñß ê v_F k ïðè áîëüøèõ k, âñå âðåìß îñòàâàßñü âûøå ãðàíèöû êâàçèœàñòèœíîãî êîíòèíóóìà !(k) = v_F k.

44б. Êàê ìû ñåéœàñ ïîêàæåì, íà ñàìîì äåëå çàêîí äèñïåðñèè ïëàçìåííûõ âîëí èìååò òîœêó îêîíœàíèß ïðè íåêîòîðîì k_{max}, ãäå ïðîèñõîäèò ñëèßíèå ñ êâàçèœàñòèœíûì êîíòèíóóìîì. Äåëî â òîì, œòî ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (8.44) íà ñàìîì äåëå îñòàåòñß êîíåœíûì íà ãðàíèöå êîíòèíóóìà. Ðàñõîäèìîñòü æå �(s ! 1) ! 1, ïîëóœåííàß â œàñòè à, åñòü ñëåäñòâèå ïðèíßòîãî ïðèáëèæåíèß (8.45). Êîíåœíîñòü ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê òîìó, œòî óðàâíåíèå V_k�(!; k) = = 1 íå èìååò ðåøåíèé çà ïðåäåëàìè êâàçèœàñòèœíîãî êîíòèíóóìà ïðè äîñòàòîœíî áîëüøèõ jkj.

Íàéäåì �(!; k) òîœíî, íå èñïîëüçóß ïðèáëèæåíèå (8.45). Äëß ýòîãî ïåðåïèøåì âûðàæåíèå (8.44) â âèäå

�(!; k) = 2 ∫` n(p) ! � k^2=2m � kv

� n(p) ! + k^2=2m � kv ´ d^3p (2ßℏ)^3

; (8.51)

ãäå v = p=m. Â ýòîì âûðàæåíèè óäîáíî ñíàœàëà ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîìïîíåíòàì p, ïåðïåíäèêóëßðíûì âåêòîðó k. Ïîëóœàåòñß

�(!; k) = 2

p_0∫

�p_0 ` ß(p^2_0 � p^2_x) ! � k^2=2m � kpx=m

� ß(p 2 0 � p^2_x) ! + k^2=2m � kpx=m ´ dpx (2ßℏ)^3 ; (8.52)

ãäå p_x åñòü êîìïîíåíòà p âäîëü k. Îñòàâøååñß èíòåãðèðîâàíèå ïî p_x âûïîëíßåòñß ýëåìåíòàðíî. Ðåçóëüòàò óäîáíî çàïèñàòü â âèäå

�(!; k) =˚ 8a (F (s � a) � F (s + a)) ; a = k 2p0 ; s = !

vF k

; (8.53) ãäå F (u) = 1∫ �1 1 � x^2 u � x dx = 2u + (1 � u^2) ln u + 1 u � 1

: (8.54)

Âûðàæåíèß (8.53), (8.54) îïðåäåëßþò òîœíûé ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð.

7 Ë. Ñ. Ëåâèòîâ, À. Â. Øèòîâ

194 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Ïðîâåðèì, œòî ïðè k ø p_0 ïîëóœàåòñß âûðàæåíèå (8.47), íàéäåííîå âûøå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè a = k=2p_0 ! 0 âûðàæåíèå (8.53) óïðîùàåòñß:

�(!; k) = �˚ 4 F^0(s) = �˚ 4 ı 4 � 2s ln s + 1 s � 1 ȷ ; (8.55)

œòî ñîâïàäàåò ñ (8.47).

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñß âûðàæåíèßìè (8.53), (8.54) è îïðåäåëèì òîœêó îêîíœàíèß ñïåêòðà ïëàçìîíîâ. Ãðàíèöà êâàçèœàñòèœíîãî êîíòèíóóìà åñòü ! = v_F k + k^2=2m. Ýòî óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü êàê s � a = 1. Ïîýòîìó òîœêà îêîíœàíèß ñïåêòðà, åñëè òàêîâàß èìååòñß, äîëæíà óäîâëåòâîðßòü óðàâíåíèþ ˚ 8a (F (1) � F (1 + 2a)) = k 2 4ße^2

: (8.56)

Ýòî óðàâíåíèå íåòðóäíî ïåðåïèñàòü â âèäå

(1 + a) ln 1 + a a � 1 = 2k 2 κ^2

; (8.57)

ãäå κ^2 = 4ße^2˚. Ïîêàæåì, œòî â èíòåðâàëå 0 ¡ a ⩽ 1 ó óðàâíåíèß (8.57) âñåãäà èìååòñß ðîâíî îäíî ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ëåâàß œàñòü (8.57) ïðè 0 ¡ a ¡ 0; 5 ìîíîòîííî óáûâàåò îò 1 äî çíàœåíèß ïîðßäêà åäèíèöû, â òî âðåìß êàê ïðàâàß œàñòü (8.57) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî çíàœåíèß ïîðßäêà p^2_0=κ^2. Â òî æå âðåìß e^2=ℏv_F ø 1, ïîñêîëüêó ìû çàíèìàåìñß òåîðèåé âîçìóùåíèé â ïðåäåëå áîëüøîé ïëîòíîñòè. Ïîýòîìó p^2_0=κ^2 Æ 1, è çíàœèò ó óðàâíåíèß (8.57) èìååòñß êîðåíü, ïðèœåì ðîâíî îäèí.

Èç ñêàçàííîãî òàêæå ñëåäóåò, œòî ðåøåíèå ëåæèò â îáëàñòè a ø 1. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (8.57) ìîæíî óïðîñòèòü, îòáðîñèâ â ëåâîé œàñòè ìàëûå œëåíû. Ïîëóœàåì ln(2p_0=ek) = 2k^2=κ^2, ãäå e = 2; 71828 : : : Ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß åñòü

k_{max} = κ ı 1 2 ln p^0 κ ȷ_{1=2}

: (8.58)

Íàõîäèì œàñòîòó ïðè k = k_{max}:

!_{max} = v_F k_{max} = !_0 ı 3 2 ln p^0 κ ȷ_{1=2}

: (8.59)

Ïðè e^2=ℏv_F ø 1 œàñòîòà â òîœêå îêîíœàíèß ñïåêòðà !_0 ¡ !_{max} ø ”_F .

Ïîäœåðêíåì åùå ðàç, œòî êëþœåâûì îáñòîßòåëüñòâîì ßâëßåòñß îòñóòñòâèå ðàñõîäèìîñòè �(!; k) íà ãðàíèöå êâàçèœàñòèœíîãî ñïåêòðà. Îöåíèòü âåëèœèíó ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà ìîæíî è íå âûœèñëßß �(! = v_F jkj) òîœíî. Äîñòàòîœíî çàìåòèòü, œòî øèðèíà ïîßñêà, â êîòîðîì ñîñðåäîòîœåíà ôóíêöèß n(p_�) � n(p_+) ïðè ìàëûõ k ïîðßäêà jkj. Ïîýòîìó ffi-ôóíêöèß â (8.45) èìååò íåíóëåâóþ ¿øèðèíó£ ïîðßäêà jkj. Â ðåçóëüòàòå, ïðè s = !=v_F k = 1 ëîãàðèôìèœåñêàß ðàñõîäèìîñòü âûðàæåíèß (8.47) îáðåçàåòñß íà s � 1 ß k=p_0, è ïîëóœàåòñß �(! = v_F jkj) =

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 195

= ˚_0 ln(p_0=k). Íåòðóäíî âèäåòü, œòî óðàâíåíèå V_k� = 1 ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ (8.57).

44в. Ðàññìîòðèì òåïåðü êîëëåêòèâíûå ìîäû, ïîëüçóßñü ïðåäñòàâëåíèåì îñöèëëßòîðîâ ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð. Ãàìèëüòîíèàí H_{RPA}, äàâàåìûé ñóììîé (8.23) è (8.24), êâàäðàòèœåí. Ïîýòîìó äèàãîíàëèçàöèß ïðîèçâîäèòñß òàê æå, êàê è â çàäàœå î ìíîãîìåðíîì êëàññèœåñêîì îñöèëëßòîðå. Óðàâíåíèß íà ñîáñòâåííûå çíàœåíèß èìåþò âèä

!^2’_{p;k} = !^2_{p;k}’_{p;k} + 2!^{1=2}_{p;k}V_k ı P p^02R_k

!^{1=2}_p0_{;k}’_p0_{;k} ȷ : (8.60)

Íàõîäèì

’_{p;k} =

2!^{1=2}_{p;k}

!^2 � !^2_{p;k}

V_k ı P p^02R_k

!^{1=2}_p0_{;k}’_p0_{;k} ȷ : (8.61)

Óìíîæàß ýòè ðàâåíñòâà íà !^{1=2}_{p;k} è ñóììèðóß ïî k, p è ñïèíàì, ïîëóœàåì óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß:

1 = 2V_k P p2R_k

2!_{p;k} !^2 � !^2_{p;k}

; (8.62)

(êîýôôèöèåíò 2 ïåðåä V_k — ñïèíîâîå âûðîæäåíèå).

Èòàê, ìû óáåäèëèñü â ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèß (8.26). Ïðîâåðèì òåïåðü, œòî îíî ñîâïàäàåò ñ 1 = V_k�(!; k). Äëß ýòîãî â âûðàæåíèè (8.44) äëß ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà ðàçäåëèì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß ïî p íà äâå ïîä-îáëàñòè: n(p_�) ¿ n(p_+) = 0 è n(p_�) ¡ < n(p_+) = 1. Ïðîñòûì ñäâèãîì p ! p + k=2 â ïåðâîì ñëóœàå è p ! ! p � k=2 — âî âòîðîì, ïîëóœàåì îáëàñòè R_k è R_{�k}. Äåëàß â èíòåãðàëå ïî R_{�k} çàìåíó k ! �k, p ! �p, íå ìåíßþùóþ ðåçóëüòàòà, ïðèâîäèì ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (8.44) ê âèäó:

�(!; k) = 2 P p2R_k ` 1 ! � !_{p;k} � 1 ! + !_{p;k} ´ : (8.63)

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, ñîîòíîøåíèå 1 = V_k�(!; k), ïîëóœåííîå ñóììèðîâàíèåì äèàãðàìì, åñòü íå œòî èíîå, êàê (8.62).

Â çàêëþœåíèå îòìåòèì, œòî õîòß òîœíûé ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (8.53), (8.54) è ìîæåò îêàçàòüñß ïîëåçíûì â íåêîòîðûõ ñëóœàßõ, îáûœíî áûâàåò ñîâåðøåííî äîñòàòîœíî ïîëüçîâàòüñß âûðàæåíèåì (8.47), ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèáëèæåíèþ êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß ôåðìè-æèäêîñòè.

45а. Ñóììà ðßäà íà ðèñ. 8.3 â ñòàòèœåñêîì ïðåäåëå ! = 0 ðàâíà

Φ(k) = V^k 1 � V_k�(k)

: (8.64)

Ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (8.47) ïðè ! = 0 åñòü �(s = 0) = �˚, à V_k = = 4ße^2=k^2, ïîýòîìó Φ(k) = 4ße 2 k^2 + κ^2

; (8.65) 7*

196 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

ãäå κ^2 = 4ße^2˚. Äåëàß ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïîëóœàåì èñêîìîå âûðàæåíèå (8.28). Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî øàãà ëåãœå âñåãî óáåäèòüñß, íå âûœèñëßß ôóðüå-îáðàç íåïîñðåäñòâåííî, à ïðîâåðßß, œòî (r^2 � − κ^2) Φ(r) = �4ße^2ffi^{(3)}(r).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü ñëåäóþùåå. Âîïðåêè îæèäàíèßì, ïîòåíöèàë íà áîëüøîì ðàññòîßíèè îò çàðßäà â ôåðìè-ãàçå ñïàäàåò âîâñå íå ýêñïîíåíöèàëüíî. Äåëî â òîì, œòî âîêðóã âíåñåííîãî çàðßäà âîçíèêàþò ôðèäåëåâñêèå îñöèëëßöèè ïëîòíîñòè íàâåäåííîãî çàðßäà (ñì. çàäàœè 8, 23), àìïëèòóäà êîòîðûõ ñïàäàåò ñòåïåííûì îáðàçîì, êàê 1=r^3. Ôîðìàëüíî ýòî ïðîßâëßåòñß â òîì, œòî ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �_{!=0}(k) èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü ïðè jkj = 2p_0. Œòîáû åå íàéòè, âîñïîëüçóåìñß òîœíûì âûðàæåíèåì (8.53), (8.54). Ïîëóœàåì

�_{!=0}(k) = �˚ 4a ı 2a � (1 � a^2) ln 1 + a 1 � a ȷ ; (8.66)

ãäå a = jkj=2p_0. Îñîáåííîñòü ïðè a = 1 è äàåò ãëàâíûé âêëàä â ïîòåíöèàë ïðè áîëüøèõ r.

Îöåíèì îñöèëëèðóþùóþ êîìïîíåíòó ïîòåíöèàëà, âîçíèêàþùåãî ïðè âîçìóùåíèè ýëåêòðîííîé ñèñòåìû âíåøíèì ïîòåíöèàëîì V^{ext}(r). Çàýêðàíèðîâàííûé ïîòåíöèàë â ýòîì ñëóœàå äàåòñß âûðàæåíèåì (8.64) ñ V^{ext}_k â œèñëèòåëå. Âûäåëßß îñîáåííîñòü ïðè jkj = 2p_0 è äåëàß ôóðüåïðåîáðàçîâàíèå, ïîëóœàåì

Φ_{osc}(r) ß e 2 4ßℏvF

V^{ext}_{jkj=2p0} cos (2p^0jrj) jrj^3

: (8.67)

Îòìåòèì, œòî ïðè κ ø p_0 îòíîñèòåëüíî ìåäëåííî óáûâàþùèé ôðèäåëåâñêèé âêëàä (8.67) íå ïðîòèâîðåœèò ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè (8.28). Œòîáû â ýòîì óáåäèòüñß, äîñòàòîœíî óñðåäíèòü ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà (8.64) ïî áîëüøîìó œèñëó îñöèëëßöèé. Óñðåäíåííûé ïîòåíöèàë ñïàäàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.28).

45б. Ðàññìîòðèì çàäàœó îá ýêðàíèðîâêå â ôåðìè-æèäêîñòè, ïîëüçóßñü ïðåäñòàâëåíèåì îñöèëëßòîðîâ (8.23), (8.24). Âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì ïîëåì (8.30) ëèíåéíî ïî ñìåùåíèßì îñöèëëßòîðîâ:

bH_{ext} =^1_2 P k P p2R_k

V^{ext}_{�k} (2!_{p;k})^{1=2}’_{p;k} + h:c: (8.68)

Íàì ïîíàäîáßòñß ñðåäíèå ñìåùåíèß îñöèëëßòîðîâ, êîòîðûå íåòðóäíî íàéòè èç óðàâíåíèé

!^2_{p;k}’_{p;k} + (!_{p;k})^{1=2}V_k P p^02R_k

(!_p0_{;k})^{1=2}’_p0_{;k} = �(2!_{p;k})^{1=2}V^{ext}_k : (8.69)

Ïîëüçóßñü âûðàæåíèåì (8.16), çàïèñûâàåì ãàðìîíèêè ïëîòíîñòè

æ_k = P p2R_k

(2!_{p;k})^{1=2}’_{p;k} (8.70)

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 197

è, ðåøàß óðàâíåíèß (8.69), íàõîäèì

æ_k(1 � �(k)V_k) = �(k)V^{ext}_k ; �(k) = � P p2R_k 4 !_{p;k}

: (8.71)

Ñîãëàñíî çàäàœå 44â, �(k) åñòü íå œòî èíîå, êàê ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(!; k) ïðè ! = 0. Ïîýòîìó çàýêðàíèðîâàííûé ïîòåíöèàë

V^{tot}_k = V^{ext}_k + V_kæ_k V ext k 1 � V_k�(k)

(8.72)

ñîâïàäàåò ñ (8.64).

46а. Â ïåðâîì ïîðßäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ èìååòñß äâà âêëàäà â ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 8.4. Â ñëóœàå êîðîòêîäåéñòâèß èíòåãðèðîâàíèå ïî âíóòðåííèì œàñòîòå è èìïóëüñó äàþò ïðîñòî ïëîòíîñòü œàñòèö, â ïåðâîé äèàãðàììå n_” + n_#, à âî âòîðîé — n_” èëè n_#, â çàâèñèìîñòè îò ñïèíîâîãî èíäåêñà âíåøíåé ëèíèè. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî, œòî çíàêè ïåðâîãî è âòîðîãî âêëàäîâ ïðîòèâîïîëîæíû, ïîñêîëüêó âî âòîðîé äèàãðàììå íà ðèñ. 8.4 îòñóòñòâóåò ôåðìèîííàß ïåòëß. Ïîýòîìó

�_” = g(n_” + n_#) � gn_” = gn_#; �_# = g(n_” + n_#) � gn_# = gn_”: (8.73)

Âåëèœèíà � åñòü ñäâèã õèìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèß. Òî îáñòîßòåëüñòâî, œòî � äëß œàñòèö ñ îäíîé ïîëßðèçàöèåé ñïèíà çàâèñèò òîëüêî îò ïëîòíîñòè œàñòèö ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëßðèçàöèåé ñïèíà, èìååò ïðîñòîé ñìûñë. Ïî ïðèíöèïó Ïàóëè ôåðìèîíû ñ îäèíàêîâûì ñïèíîì íèêîãäà íå îêàçûâàþòñß â îäíîé è òîé æå òîœêå. Ïîýòîìó êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó òàêèìè ôåðìèîíàìè îòñóòñòâóåò.

Òåïåðü çàïèñûâàåì ôóíêöèè Ãðèíà:

G_”(”; p) = 1 ” � ¸(p) � !B � �_”

; G_#(”; p) = 1 ” � ¸(p) + !B � �_#

: (8.74)

Ýòè âûðàæåíèß ïîçâîëßþò íàéòè ïëîòíîñòè œàñòèö:

n_” =

4ßp^3_{0;”} 3(2ßℏ)^3

; n_# =

4ßp^3_{0;#} 3(2ßℏ)^3

; (8.75) ãäå p^2_” 2m = E_F � !_B � �_”;

p^2_# 2m = E_F + !_B � �_#: (8.76)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íåòðóäíî íàéòè, êàê ìåíßþòñß ïëîòíîñòè n_” è n_# ïðè âêëþœåíèè ñëàáîãî ïîëß !_B ø E_F :

ffin_” = ˚_0(�!_B � g ffin_#); ffin_# = ˚_0(!_B � g ffin_”): (8.77)

Ðåøàß ñèñòåìó, íàõîäèì ffin_# = �ffin_” = ˚^0!^B 1 � g˚0

: (8.78)

198 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Íàìàãíèœåííîñòü ðàâíà ¯(ffin_” � ffin_#). Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì âîñïðèèìœèâîñòü

Ø = 2¯ 2˚0 1 � g˚0

; (8.79)

œòî åñòü òðåáóåìûé ðåçóëüòàò (8.32).

46б. Ëåñòíèœíûé ðßä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 8.5, ñóììèðóåòñß êàê ãåîìåòðèœåñêàß ïðîãðåññèß:

Ø(!; k) = �2¯^2 �(!; k) 1 + g�(!; k)

: (8.80)

Ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò èç-çà òîãî, œòî íàïðàâëåíèß ïîëßðèçàöèè ñïèíà â âåðõíåé è íèæíåé íîãå ëåñòíèöû ìîæíî âûáðàòü äâóìß ðàçëèœíûìè ñïîñîáàìè. (Áîëåå ôîðìàëüíî, 2 = Tr œ^2_x.)

Îœåíü ñóùåñòâåííîå îòëèœèå ðßäà (8.80) îò ðßäà (8.42) äëß ýêðàíèðîâàííîãî ïîòåíöèàëà, ðàññìàòðèâàâøåãîñß â çàäàœàõ 44 è 45, çàêëþœàåòñß â çíàêå ¿+£ â çíàìåíàòåëå (8.80). Çíàê îêàçûâàåòñß äðóãèì èççà òîãî, œòî â ðßäå (8.42) äëß ýêðàíèðîâêè n-é œëåí ñîäåðæèò n � 1 ôåðìèîííóþ ïåòëþ, œòî äàåò ìíîæèòåëü (�1)^{n�1}. Â òî æå âðåìß, êàæäàß èç äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 8.5, îáðàçîâàíà âñåãî îäíîé ïåòëåé, ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëß (�1)^n íå âîçíèêàåò.

Â ñòàòèœåñêîì ïðåäåëå k; ! ! 0, k Æ !=v_F , ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð � = �˚_0. (Â äàííîì ñëóœàå ñóììèðîâàíèß ïî ñïèíàì â � íå ïðîèçâîäèòñß, ïîýòîìó îòâåò äàåòñß ïëîòíîñòüþ ñîñòîßíèé ˚_0 ñ îäíîé ïðîåêöèåé ñïèíà.) Ïîäñòàâëßß � = �˚_0 â (8.80), ïîëóœàåì âîñïðèèìœèâîñòü (8.32).

Ðàñõîäèìîñòü âîñïðèèìœèâîñòè ïðè g˚_0 ! 1 îçíàœàåò, œòî ñèñòåìà ñòàíîâèòñß íåóñòîéœèâîé ïî îòíîøåíèþ ê ñïèíîâûì ôëóêòóàöèßì. Ýòà íåóñòîéœèâîñòü ñâßçàíà ñ ïåðåõîäîì â ôåððîìàãíèòíîå ñîñòîßíèå.

Êðèòåðèé ôåððîìàãíèòíîãî ïåðåõîäà ˚_0g ¿ 1 íàçûâàåòñß ñîîòíîøåíèåì Ñòîíåðà. Îíî ìîæåò áûòü ïîëóœåíî ýëåìåíòàðíûìè ñðåäñòâàìè. Ïóñòü n_” è n_# — ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíàìè ââåðõ è âíèç ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ñðåäíßß ïëîòíîñòü ñïèíà ðàâíà m = n_” � − n_#, à ïîëíàß ïëîòíîñòü œàñòèö n_0 = n_” + n_#. Â îñíîâíîì ñîñòîßíèè ôåðìè-ãàçà n_” = n_# = n_0=2. Ïóñòü â ñèñòåìå êàêèì-òî îáðàçîì œèñëî ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì ââåðõ ïðåâûøàåò œèñëî ýëåêòðîíîâ ñî ñïèíîì âíèç. Ýíåðãèß òàêîãî ñîñòîßíèß îòëèœàåòñß îò ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß. Âûœèñëèâ ýíåðãèþ èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà êàê ôóíêöèþ åãî ïëîòíîñòè è ðàçëîæèâ äî âòîðîãî ïîðßäêà ïî îòêëîíåíèþ ïëîòíîñòè îò ðàâíîâåñíîé, ïîëóœèì

ffiE_0 = 1 2˚0 � ffin^2_” + ffin^2_# � = m 2 4˚0 : (8.81)

Òåïåðü âûœèñëèì ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ. Ïîñêîëüêó V (r � r^0) = gffi(r � r^0), òî âçàèìîäåéñòâóþò ëèøü ýëåêòðîíû ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ñïèíàìè (èáî äâà ýëåêòðîíà ñ îäèíàêîâûìè ñïèíàìè íå ìîãóò îäíîâðåìåííî íàõîäèòüñß â îäíîé

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 199

òîœêå). Ïîýòîìó ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ åñòü g n_” n_#, îòêóäà ffiE_{int} = g ffin_” ffin_# = � g 4 m^2: (8.82)

Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãèß ñèñòåìû çàâèñèò îò ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ffiE_0 + ffiE_{int} = m 2 4˚0 (1 � g˚_0) : (8.83)

Òåïåðü âèäíî, œòî ïðè g˚_0 ¡ 1 ïîßâëåíèå íåíóëåâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýíåðãåòèœåñêè íåâûãîäíî, à ïðè g˚_0 ¿ 1 — âûãîäíî. Â ýòîì è ñîñòîèò ïðèœèíà îáíàðóæåííîé íàìè íåóñòîéœèâîñòè.

47. Âîñïðèèìœèâîñòü Ø_?(!; k) äàåòñß â îáùåì âèäå äèàãðàììàìè ëåñòíèœíîãî ðßäà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 8.5. Ñóììà ýòîãî ðßäà åñòü

Ø_?(!; k) = �2¯^2 �^{”#}(!; k) 1 + g�_{”#}(!; k)

: (8.84)

Ýòî âûðàæåíèå ïîëóœàåòñß òîœíî òàê æå, êàê (8.80), ïðèœåì â äàííîì ñëóœàå ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �_{”#}(!; k) íóæíî íàéòè äëß ñîñòîßíèß, ïîëßðèçîâàííîãî âíåøíèì ïîëåì.

Èíòåðåñóþùèé íàñ ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð åñòü

�_{”#}(!; k) = i ∫ G_”(”_�; p_�)G_#(”_+; p_+) d

3p d” (2ßℏ)^4

; (8.85)

ãäå ”_� = ” � !=2, p_� = p � k=2, à ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè Ãðèíà áûëè íàéäåíû â çàäàœå 46à.

Ïîäñòàâëßß â (8.85) âûðàæåíèß (8.74) äëß G_” è G_#, è èíòåãðèðóß ïî œàñòîòå ”, íàõîäèì

�_{”#}(!; k) = ∫ n_#(p�) � n_”(p+) ! � kv � 2!B � �_” + �_# d^3p (2ßℏ)^3

; (8.86)

ãäå n_”(p) è n_#(p) — ðàñïðåäåëåíèß Ôåðìè äëß äâóõ ïîëßðèçàöèé ñïèíà. Âåëèœèíû �_” è �_# äàþòñß âûðàæåíèßìè (8.73), êàê è ðàíüøå.

47а. Ïóñòü k = 0. Â ýòîì ñëóœàå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (8.86) çàâèñèò îò p òîëüêî œåðåç n_”(p) è n_#(p). Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî d^3p äàåò �_{”#}(!; k) = n^# � n^” ! � 2!B � gn_# + gn_”

; (8.87)

ãäå n_” è n_# — ïëîòíîñòè œàñòèö ñî ñïèíîì ââåðõ è âíèç.

Ïîäñòàâëßß (8.87) â (8.84), ïîëóœàåì

Ø_?(!)_{k=0} = 2¯^2 n_# � n_” ! � 2!B � g(n_# � n_”)

1 + g n_# � n_” ! � 2!B � g(n_# � n_”)

= 2¯^2 n^# � n^”

! � 2!B

: (8.88)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè k = 0 ïîïåðåœíàß âîñïðèèìœèâîñòü ñîâåðøåííî íå çàâèñèò îò âçàèìîäåéñòâèß. Â œàñòíîñòè, ðåçîíàíñíàß œàñòîòà ! = 2!_B îñòàåòñß òàêîé æå, êàê è â íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå.

200 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Ëàðìîðà îá îòñóòñòâèè ñäâèãà ðåçîíàíñíîé œàñòîòû ñïðàâåäëèâî äëß ïðîèçâîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèß, íå çàâèñßùåãî îò ñïèíà. Ãàìèëüòîíèàí ôåðìèîíîâ â ìàãíèòíîì ïîëå åñòü ñóììà (8.1) è (8.31). Ïðè ýòîì œëåíû (8.1) êîììóòèðóþò ñ îïåðàòîðîì ïîëíîãî ñïèíà ñèñòåìû bs^i = ∫ _ff(r)œ^i_{fffi}_fi (r)d^3r, à çååìàíîâñêèé œëåí (8.31) — íåò. Ïîýòîìó dbs dt = i [H_{tot};bs] = i [H_B ;bs] = �2¯B � bs: (8.89)

Òî îáñòîßòåëüñòâî, œòî ñâîáîäíàß ïðåöåññèß s ïðîèñõîäèò ñ œàñòîòîé 2!_B, êàê ðàç è îçíàœàåò, œòî ïðè âîçáóæäåíèè âíåøíèì ïåðåìåííûì ïîëåì ðåçîíàíñ èìååò ìåñòî ïðè ! = 2!_B.

47б. Ðàññìîòðèì òåïåðü Ø_?(!; k) ïðè k 6= 0. Ìû õîòèì íàéòè çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèß ïîëþñà Ø_? ¸ (! � !(k))^{�1} îò k. Êàê ñòàíåò ßñíî íèæå, èíòåðåñ ïðåäñòàâëßþò jkj ß g(n_# � n_”)=v_F . Ïîýòîìó â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå !_B ø E_F , êîãäà n_# � n_” ø n_{tot}, â œèñëèòåëå (8.86) ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó:

n_#(p_�) � n_”(p_+) �! �n ffi ı jpj p0 � 1 ȷ ; (8.90)

ãäå �n = n_# � n_”. Èíòåãðàë ïî ïîâåðõíîñòè ôåðìè-ñôåðû ëåãêî âûœèñëßåòñß:

�_{”#}(!; k) = �n 2 ß∫ 0 sin `d` e! � kvF cos`

= �n 2kvF ln e! + kv^F e! � kvF

; (8.91)

ãäå e! = ! � 2!_B � g�n.

Ïîëþñ Ø_?(!; k) îïðåäåëßåòñß óðàâíåíèåì g�_{”#}(!; k) = �1, ðåøåíèå êîòîðîãî â äàííîì ñëóœàå íåòðóäíî âûïèñàòü â ßâíîé ôîðìå:

!(k) = 2!_B + g�n(1 � u cth u); u = kv^F g�n : (8.92)

Çàêîí äèñïåðñèè ñïèíîâûõ âîëí (8.92) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: ïðè u ø 1 !(k) = 2!_B � kv_F cth u; (8.93)

ïðè u Æ 1 âûðàæåíèå (8.92) ñòðåìèòñß ê 2!_B + g�n � kv_F . Ïðè ýòîì œàñòîòà !(k) âåùåñòâåííà äëß âñåõ u, ò. å. çàòóõàíèå îòñóòñòâóåò.

Îïèñàííîå ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ u îïðåäåëßåòñß ñèíãóëßðíîñòüþ âûðàæåíèß (8.91) ïðè e! = �kv_F . Êàê ìû óáåäèëèñü â çàäàœå 44á, ýòà ñèíãóëßðíîñòü åñòü ñëåäñòâèå ïðèíßòîãî ïðèáëèæåíèß (8.90), ñâîäßùåãî èíòåãðèðîâàíèå â (8.86) ïî òîíêîìó òðåõìåðíîìó ñëîþ ê èíòåãðàëó ïî äâóìåðíîé ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. Íà ñàìîì æå äåëå ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð (8.86) íà ãðàíèöå êâàçèœàñòèœíîãî ñïåêòðà, ò. å. ïðè e! = = �kv_F , ïðèíèìàåò êîíåœíîå çíàœåíèå. Ïî òåì æå ïðèœèíàì, œòî è â çàäàœå 44á, ëîãàðèôìèœåñêóþ ñèíãóëßðíîñòü â (8.91) ñëåäóåò îáðåçàòü ïðè je! � kv_F j ß k^2=2m. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå g�_{”#}(!; k) = �1,

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 201

äàþùåå çàêîí äèñïåðñèè ñïèíîâûõ âîëí, èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè k ìåíüøèõ íåêîòîðîãî k_{max}. Òîœêà îêîíœàíèß çàêîíà äèñïåðñèè k_{max} íàõîäèòñß èç óðàâíåíèß g�n 2kvF ln p^0 k = 1: (8.94)

Ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ k_{max} = (g�n=2v_F ) ln (E_F =g�n). Ïðè k ¿ k_{max} œàñòîòà ñïèíîâûõ âîëí îêàçûâàåòñß âíóòðè êâàçèœàñòèœíîãî êîíòèíóóìà je!j ¡ v_F jkj (ðèñ. 8.9). Ñïèíîâûå âîëíû ñ òàêèìè k õàðàêòåðèçóþòñß êîíåœíûì âðåìåíåì çàòóõàíèß, ò. å. êîìïëåêñíîé œàñòîòîé !(k).

48а. Âûœèñëèì îáìåííóþ ýíåðãèþ^{10}) , äàâàåìóþ âòîðîé äèàãðàììîé íà ðèñ. 8.6. Ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå äëß ïëîòíîñòè òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà íà åäèíèöó îáúåìà â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå ðàâíî

� = � 1 2 T^2 lim

ø_{1;2}!+0 P ”_{1;2}; p_{1;2}

G(i”_1; p_1)G(i”_2; p_2) V_{p1�p2} e^{i”1ø1+i”2ø2} ;

(8.95) ãäå G(i”; p) = 1=(i” � ¸_p) — ôóíêöèß Ãðèíà ýëåêòðîíîâ, à V_k = = 4ße^2=k^2 — ôóðüå-êîìïîíåíòà ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèß.

Ðèñ. 8.9

Îòìåòèì, œòî ïðè âûïèñûâàíèè âûðàæåíèß (8.95) èìååòñß ñëåäóþùàß òîíêîñòü. Ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèå â (8.1) ñœèòàåòñß ìãíîâåííûì, â àíàëèòèœåñêèõ âûðàæåíèßõ äëß äèàãðàìì íà ðèñ. 8.6 âîçíèêàåò ôóíêöèß Ãðèíà, âçßòàß ïðè ñîâïàäàþùèõ âðåìåíàõ. Íî G(r; ø) èìååò ñêàœîê ïðè ø = 0, è èççà ýòîãî âûðàæåíèß îêàçûâàþòñß ôîðìàëüíî íåîïðåäåëåííûìè. Ýòà òðóäíîñòü îáûœíî ïðåîäîëåâàåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèß (8.1) ñîäåðæèò íîðìàëüíî óïîðßäîœåííîå ïðîèçâåäåíèå -îïåðàòîðîâ, â êîòîðîì b âñåãäà ñòîèò ïðàâåå b^+, ïîýòîìó ôóíêöèþ Ãðèíà ñ ñîâïàäàþùèìè âðåìåíàìè ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê

G(r; 0) ȷ lim_{ø !+0} G(r; �ø): (8.96)

Ýòî ñîãëàøåíèå è èñïîëüçîâàíî â (8.95).

10) Íåòðóäíî óáåäèòüñß â òîì, œòî ýíåðãèß Õàðòðè, äàâàåìàß ïåðâîé äèàãðàììîé íà ðèñ. 8.6, â ìîäåëè æåëå òîœíî ñîêðàùàåòñß ïðè óœåòå âçàèìîäåéñòâèß ñ îäíîðîäíûì êîìïåíñèðóþùèì ïîëîæèòåëüíûì ôîíîâûì çàðßäîì. Ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñß.

202 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Ñóììèðîâàíèß ïî ”_1 è ”_2 â (8.95) îêàçûâàþòñß íåçàâèñèìûìè. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèåì T lim_{ø !+0} P ”_1

G(i”_1; p) e^{i”1ø} = n_F (¸_p) (8.97)

(ñì. ôîðìóëó (7.59) â ðåøåíèè çàäàœè 35), ïîëóœàåì

�_{îáì} = � ∫ n_F (¸_{p1} ) n_F (¸_{p2} ) V_{p1�p2} d

3p1 d^3p2 (2ß)^6

(8.98)

(ìíîæèòåëü 1=2 èñœåç ïðè ñóììèðîâàíèè ïî ñïèíó).

Òåïåðü óäîáíî ïåðåéòè â êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîäñòàâëßß â (8.98) V_{p1�p2} = ∫ V (r)e^{i(p1�p2)r}d^3r, ïîëóœàåì

�_{îáì} � ∫ V (r) jI(r)j^2d^3r; I(r) = ∫ n_F (¸_p) e^{ipr} d 3p (2ß)^3

: (8.99)

Ðàññìîòðèì ñëóœàé T = 0. Èíòåãðàë I(r) ëåãêî âûœèñëßåòñß:

I(r) = ∫ jpj¡p_0

e^{ipr} d 3p (2ß)^3 = p_0∫

0 sin pr pr 4ßp^2 dp (2ß)^3

= sin p^0r � p^0r cos p^0r 2ß^2 r^3 : (8.100) Îòñþäà îáìåííàß ýíåðãèß (8.99) åñòü

�_{îáì} = � e 2 4ß^4 1∫ 0

ı sin p0r � p0r cos p0r ȷ_2

r^7

� 4ß r^2 dr: (8.101)

Ïóòåì òðåõêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèß ïî œàñòßì ïîëóœàåì

�_{îáì} = � e

2p^4_0 4ß^3

= � e

2 (3ß^2n)^{4=3}

4ß^3

: (8.102)

Ìû âèäèì, œòî èç-çà äîñòàòîœíî áûñòðîãî óáûâàíèß ôóíêöèè I(r) îáìåííàß ýíåðãèß îïðåäåëßåòñß ìàñøòàáîì jrj ß p^{�1}_0 ïîðßäêà õàðàêòåðíîãî ðàññòîßíèß ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ýòî ìîæíî ïîíßòü êàœåñòâåííî, çàìåòèâ, œòî òîëüêî ïðè ñáëèæåíèè ýëåêòðîíîâ íà ðàññòîßíèå r ⩽ p^{�1}_0 èõ âîëíîâûå ôóíêöèè íàœèíàþò ïåðåêðûâàòüñß, è ýôôåêòû íåðàçëèœèìîñòè œàñòèö ñòàíîâßòñß âàæíû. Òàêèì îáðàçîì, îáìåííàß ýíåðãèß íà îäèí ýëåêòðîí îêàçûâàåòñß ïîðßäêà e^2p_0.

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, œòî ìàñøòàá p^{�1}_0 , îïðåäåëßþùèé îáìåííûå ýôôåêòû, ïðè e^2=ℏv_F ø 1 îêàçûâàåòñß ìíîãî ìåíüøå äëèíû êóëîíîâñêîãî ýêðàíèðîâàíèß κ^{�1}, êîòîðàß îïðåäåëßåò êîððåëßöèîííóþ ýíåðãèþ (ñì. çàäàœó 49). Ïîýòîìó ãîâîðßò, œòî îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå ëîêàëüíî.

Îòðèöàòåëüíûé çíàê � òîæå íåòðóäíî ïîíßòü. Â ñèëó ïðèíöèïà Ïàóëè, ýëåêòðîíû èçáåãàþò äðóã äðóãà íà ðàññòîßíèßõ r ⩽ p^{�1}_0 , â ðåçóëüòàòå œåãî ýíåðãèß êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèß óìåíüøàåòñß.

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 203

48б. Ðàññìîòðèì âêëàäû âòîðîãî ïîðßäêà ïî e^2=ℏv_F , ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì íà ðèñ. 8.7. Èì ñîîòâåòñòâóþò òàêèå âûðàæåíèß:

�^{(à)}_{êîð} = T^3 P ”;”^0;! ∫ G(i”; k) G(i”^0 + !; k + q) �

� G(i”^0; k^0) G(i”^0 � !; k^0 � q) V^2_q d

3k d^3k^0 d^3q (2ß)^9

; (8.103)

�^{(b)}_{êîð} = � 1 2 T^3 P ”;”^0;! ∫ G(i”; k) G(i” + !; k + q) �

� G(i”^0; k^0) G(i”^0 � !; k^0 � q) V_q V_{k�k}0_{+q} d

3k d^3k^0 d^3q (2ß)^9

: (8.104)

Ðèñ. 8.10

Ïðèíßòûå îáîçíàœåíèß ïîêàçàíû íà ðèñ. 8.10. Çíàêè äèàãðàìì à è á îòëèœàþòñß èç-çà ðàçíîãî œèñëà ôåðìèîííûõ ïåòåëü, à êîýôôèöèåíòû — èç-çà òîãî, œòî â äèàãðàììå à ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíó ïðîèñõîäèò äâà ðàçà, à â äèàãðàììå á — îäèí ðàç.

Èìïóëüñû íà ðèñ. 8.10 âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, œòîáû áûëî óäîáíî îáúåäèíèòü âêëàäû a è b.

Ñóììèðîâàíèå ïî ” è ”^0 âûïîëíßåòñß ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (7.85). Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê òàêîìó âûðàæåíèþ äëß �^{(a)+(b)}:

�^{(a)+(b)} êîð = T 2 P ! ∫ nF (¸_k) � nF (¸_{k+q}) i! � ¸_k + ¸_{k+q} nF (¸_k0 ) � nF (¸_k0_{�q}) �i! � ¸_k0 � ¸_k0_{�q} � � � 2V^2_q � V_q V_{k�k}0_{+q}

� d^3k d^3k^0 d^3q (2ß)^9

; (8.105) ãäå ïåðâûé œëåí â ñêîáêàõ ñîîòâåòñòâóåò äèàãðàììå a, à âòîðîé — äèàãðàììå b. Íàñ èíòåðåñóåò ñëóœàé íóëåâîé òåìïåðàòóðû. Ïîýòîìó çàìåíèì ñóììèðîâàíèå ïî ! èíòåãðèðîâàíèåì; ïðè ýòîì 1∫ �1 d! 2ß(i! � ¸)(�i! � ¸^0)

= `(¸

0) � `(�¸) ¸ + ¸^0

: (8.106)

Ïîëóœàåì

�^{(a)+(b)} êîð = 1 2 ∫ı n_F (¸_k) � n_F (¸_{k+q}) ȷ ı n_F (¸_k0 ) � n_F (¸_k0_{�q}) ȷ � � `(¸_k0 � ¸_k0_{�q}) � `(¸_{k+q} � ¸_k)

¸_k � ¸_{k+q} + ¸_k0 � ¸_k0_{�q} � 2V^2_q � V_q V_{k�k}0_{+q}

� d^3k d^3k^0 d^3q (2ß)^9 : (8.107) Ïðîàíàëèçèðóåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß â (8.107). Îäíà èç äâóõ `- ôóíêöèé â ýòîì âûðàæåíèè äîëæíà áûòü ðàâíà 1, à äðóãàß — 0. Ïóñòü

204 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

îò íóëß îòëèœíà ïåðâàß `-ôóíêöèß. Òîãäà, ïîñêîëüêó â (8.107) âõîäèò òàêæå ìíîæèòåëü n_F (¸_k0 ) � n_F (¸_k0_{�q}), òî jk^0j ¿ p_0, à jk^0 � qj ¡ p_0.

Àíàëîãèœíî ïîëóœàåì jkj ¡ p_0, jk + qj ¿ p_0. Åñëè æå îò íóëß îòëèœíà äðóãàß `-ôóíêöèß, òî îòâåò ïîëóœàåòñß çàìåíîé k ! k^0, q ! ! �q. Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ñèììåòðèœíî îòíîñèòåëüíî ýòîé çàìåíû, äîñòàòîœíî ïðîñòî óäâîèòü îòâåò. Ïîýòîìó

�^{(a)+(b)} êîð = ∫∫∫ (2V^2_q � Vq V_{k�k}0_{+q}) (¸_k � ¸_{k+q} + ¸_k0 � ¸_k0_{�q}) d^3k d^3k^0 d^3q (2ß)^9

(8.108)

(èíòåãðàë áåðåòñß ïî îáëàñòè k 2 R_q, k^0 � q 2 R_q). Ýòî âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ (8.33).

Îòìåòèì, œòî ôîðìóëó (8.33) ìîæíî ïîëóœèòü è áåç äèàãðàìì, âûœèñëßß ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîßíèß ôåðìè-ñèñòåìû ïî îáûœíîé êâàíòîâîìåõàíèœåñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé äî œëåíîâ âòîðîãî ïîðßäêà (ñì. [6], § 6).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèß â (8.108) ïðè q ! 0. Îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèß ïî k è k^0 ïðåäñòàâëßþò ñîáîé â ýòîì ñëóœàå ñëîè òîëùèíû ïîðßäêà q íà ïîâåðõíîñòè ôåðìè-ñôåðû (ñì. ðèñ. 8.1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, çíàìåíàòåëü ïðè ýòîì îêàçûâàåòñß ïîðßäêà qv_F . Ïîýòîìó ïåðâûé œëåí îêàçûâàåòñß ïîðßäêà q^{�3}, à âòîðîé — ïîðßäêà q^{�1}. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñß, œòî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî q ïåðâûé œëåí äàåò ëîãàðèôìèœåñêóþ ðàñõîäèìîñòü íà ìàëûõ q, à âòîðîé îñòàåòñß êîíåœåí.

Œòîáû ïîíßòü ïðèœèíó íàéäåííîé ðàñõîäèìîñòè, ðàññìîòðèì ôèçèœåñêèé ñìûñë äèàãðàìì íà ðèñ. 8.7. Ïîëßðèçàöèîííûå ïåòëè íà äèàãðàììå à — ýòî êîððåëßòîð ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü. Ïîýòîìó ýòà äèàãðàììà îïèñûâàåò âêëàä âçàèìîäåéñòâèß ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè â ýíåðãèþ ñèñòåìû. Åå ðàñõîäèìîñòü ïðè q = 0 îçíàœàåò, œòî îñíîâíîé âêëàä äàþò ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè â äàëåêèõ òîœêàõ. Íî ïîäñœèòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ôëóêòóàöèé â òîœêàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîßíèè, áîëüøåì ðàäèóñà ýêðàíèðîâàíèß, èñïîëüçóß íåçàýêðàíèðîâàííûé ïîòåíöèàë 1=r (êàê ýòî è ïðîèñõîäèò â (8.108)), ñîâåðøåííî íåïðàâèëüíî. Ìîæíî îæèäàòü, œòî ïðè ïðàâèëüíîì óœåòå ýêðàíèðîâàíèß ëîãàðèôìèœåñêàß ðàñõîäèìîñòü îáðåæåòñß íà îáðàòíîì ðàäèóñå ýêðàíèðîâàíèß, q ß κ.

Œòî æå êàñàåòñß äèàãðàììû á, îíà îïèñûâàåò îáìåííûé ýôôåêò âòîðîãî ïîðßäêà. Êàê è âñå îáìåííûå ýôôåêòû, ýòîò âêëàä â ýíåðãèþ îïðåäåëßåòñß ðàññòîßíèßìè ïîðßäêà ôåðìèåâñêîé äëèíû âîëíû 1=p_0, è ïîòîìó â íåì íå âîçíèêàåò ðàñõîäèìîñòè íà ìàëûõ q.

49а. Ðàñõîäèìîñòü â äèàãðàììå a íà ðèñ. 8.7, íàéäåííàß â çàäàœå 48, — ñåðüåçíàß íåïðèßòíîñòü. Â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé îáðåçàòü ýòó ðàñõîäèìîñòü íåãäå, è ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñóììèðîâàòü äèàãðàììû âûñøèõ ïîðßäêîâ. Ñ ôèçèœåñêîé òîœêè çðåíèß, òðåáóåòñß âñåãî ëèøü êîððåêòíî óœåñòü ýêðàíèðîâàíèå (ñì. ðåøåíèå çàäàœè 48á). Ýòî äîñòèãàåòñß ñóììèðîâàíèåì ¿ïóçûðüêîâûõ£ äèàãðàìì, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 8.8.

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 205

Îöåíèì ýòè äèàãðàììû ïî ïîðßäêó âåëèœèíû. Ïðîèçâåäåíèå n âîëíèñòûõ ëèíèé çàâèñèò îò ïåðåäàâàåìîãî èìïóëüñà q êàê q^{�2n} è íå çàâèñèò îò ïåðåäàâàåìîé œàñòîòû ! (q è ! îäèíàêîâû äëß âñåõ ëèíèé). Ïîëßðèçàöèîííàß ïåòëß �(i!; q) ß ˚ ïðè ! ⩽ qv_F è óáûâàåò ïðè ! ¿ > qv_F .

Èíòåãðèðîâàíèå ïî 0 ¡ ! ⩽ qv_F äàåò qv_F , è â ðåçóëüòàòå äèàãðàììà n-ãî ïîðßäêà ðàñõîäèòñß ïðè ìàëûõ q êàê

∫_{p0} 0 (q^2=q^{2n�1})dq. Œåì âûøå n, òåì ñèíãóëßðíåé äèàãðàììà. Ïðè n = 2 ðàñõîäèìîñòü ëîãàðèôìèœåñêàß, â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèåì çàäàœè 48á. Èç ñäåëàííîé îöåíêè âèäíî, œòî êîëüöåâûå äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 8.8, îáåñïåœèâàþò ìàêñèìàëüíóþ ðàñõîäèìîñòü â êàæäîì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé. Óæå ñàìî ïî ñåáå, è áåç àïïåëßöèé ê ôèçèêå ýêðàíèðîâàíèß, ýòî äàåò äîñòàòîœíûå îñíîâàíèß äëß ðàññìîòðåíèß ðßäà íà ðèñ. 8.8.

Ïðîñóììèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîëüöåâûõ äèàãðàìì. Äëß ýòîãî, êàê îáûœíî, ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë ïî êîíñòàíòå ñâßçè e^2. Ýòî óñòðàíßåò ìíîæèòåëè 1=n ïåðåä äèàãðàììàìè, ïîñëå œåãî ðßä ñóììèðóåòñß, êàê ãåîìåòðèœåñêàß ïðîãðåññèß. Âûðàæåíèå, êîòîðîå ïðè ýòîì ïîëóœàåòñß, åñòü ïðîèçâåäåíèå �(i!; q) è çàýêðàíèðîâàííîãî âçàèìîäåéñòâèß V_{i!;q}, èç êîòîðîãî âûœòåíî çàòðàâîœíîå âçàèìîäåéñòâèå V_q (ïîòîìó œòî ðßä íàœèíàåòñß ñ n = 2).

Òàêèì îáðàçîì,

e^2 @

@e^2

�_{êîð} = � 1 2 T P ! ∫ �(i!; q) ı V_{i!;q} � V_q ȷ d3q

(2ß)^3

: (8.109)

Ñîãëàñíî çàäàœå 44, çàýêðàíèðîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå åñòü (8.42). Œòî êàñàåòñß ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà �(i!; q), òî àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ôîðìóëû (8.47) äàåò

�(i!; q) = �˚ ` 1 � ! qvF arctg qv^F ! ´ : (8.110)

Çàìåíßß ïðè T = 0 ñóììèðîâàíèå ïî ! èíòåãðèðîâàíèåì, è ïîäñòàâëßß V_{i!;q} èç (8.42), ïðèâîäèì (8.109) ê âèäó

e^2 @ @e^2

�_{êîð} = � 1 2 ∫ �^2(i!; q) V^2_q 1 � �(i!; q) Vq d! d^3q (2ß)^4

: (8.111)

Óäîáíî ââåñòè s = !=qv_F è îáîçíàœèòü �(i!; q) = �˚P (s). Ïîëóœàåì

e^2 @

@e^2

�_{êîð} = � 1∫ 0 � 4ße^2

�_2

˚^2 P^2(s)

q^2 � q^2 + κ^2P (s) � qvF ds 2ß 4ß q^2 dq (2ß)^3 =

= � κ 4vF 4ß^3 1∫ 0 1∫ 0 P^2(s) q^2 + κ^2P (s) ds qdq; (8.112)

206 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

ãäå κ^2 = 4ße^2˚. Èíòåãðèðóåì ïî q, îáðåçàß èíòåãðàë ñâåðõó íà p_0:

e^2 @ @e^2

�_{êîð} = � κ 4vF 8ß^3 1∫ 0 ln p 2 0 κ^2 P (s)

P^2(s)ds ß � κ 4vF 4ß^3 ln p^0 κ 1∫ 0 P^2(s) ds

(8.113)

(ïîñëåäíèé øàã âåðåí ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ, ïîñêîëüêó p^2_0=κ^2 = (ß=4)ℏv_F =e^2 Æ 1). Èíòåãðàë J = 1∫ 0 P^2(s) ds (8.114)

óäîáíî âûœèñëèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðåäñòàâëåíèß P (s), êîòîðîå ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèß ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà:

P (s) = 1∫ 0 x^2 s^2 + x^2 dx = 1 � s arctg 1 s : (8.115)

Èíòåãðèðóåì:

J = 1∫ 0 1∫ 0 1∫ 0 x^2 y^2 � s^2 + x^2 � � s^2 + y^2

� dx dy ds = ß 1∫ 0 1∫ 0 xy x + y dx dy =

= ß 2 1∫ 0 x dx h 1 � x ln x + 1 x i = ß(1 � ln 2) 3 : (8.116)

Óœèòûâàß ñîîòíîøåíèå κ^2 = 4ße^2˚ è èíòåãðèðóß ïî e^2, ïîëóœàåì îêîíœàòåëüíûé îòâåò:

�_{êîð} = � 1 � ln 2 24ß^2 κ^4 v_F ln p^0 κ : (8.117)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñóììèðîâàâ êîëüöåâûå äèàãðàììû, ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëóœèëè êîíåœíóþ êîððåëßöèîííóþ ýíåðãèþ. Ïðè ýòîì ëîãàðèôìèœåñêàß ðàñõîäèìîñòü, íàéäåííàß âî âòîðîì ïîðßäêå òåîðèè âîçìóùåíèé, àâòîìàòèœåñêè îáðåçàëàñü íà îáðàòíîì ðàäèóñå ýêðàíèðîâàíèß, q ß κ.

49б. Íàéäåì ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèß, ïðåäñòàâèâ åå êàê ýíåðãèþ íóëåâûõ êîëåáàíèé îñöèëëßòîðîâ ýëåêòðîí-äûðîœíûõ ïàð. Âîñïîëüçóåìñß ôîðìóëîé 1∫ �1 ln !

2 + !^2_1 !^2 + !^2 d! 4ß = !^1 2 � !^2 2 ; (8.118)

8.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 43 –49 207

êîòîðóþ íåòðóäíî ïðîâåðèòü èíòåãðèðîâàíèåì ïî œàñòßì. Ïðèìåíèì åå ê îïåðàòîðàì

bA = P k; p2R_k

!^2_{p;k}’^+_{p;k}’_{p;k};

bB = 2 P k V_k ı P p2R_k

!^{1=2}_{p;k}’^+_{p;k} ȷı P

p^02R_k

!^{1=2}_p0_{;k}’_{p;k} ȷ ; (8.119)

ñóììà êîòîðûõ åñòü óäâîåíííàß ¿ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß£ îñöèëëßòîðîâ, îïèñûâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì H_0 + H_{int} (ñì. (8.23) è (8.24)). Ïîëóœàåì

�E = Tr 1∫ �1 ln !

2 + bA + bB ı !^2 + bA ȷ_{�1} d! 4ß : (8.120)

Ðàçëîæèì ýòî âûðàæåíèå â ðßä: �E P !¿0 1P n=1 (�1)^{n�1} n = Tr ı bB � !^2 + bA

�_{�1}ȷn : (8.121)

Âûœèñëßß ñëåä, íàõîäèì

�E = P !¿0 1P n=1 (�1)^{n�1} n P k ı V_k P p2R_k

4!_{p;k} !^2 + !^2_{p;k} ȷ_n = = P !¿0 P k 1P n=1 (�1)^{n�1} n (�V_k�(!; k))^n = = ∫ ∫ ln (1 � V_k�(!; k)) d! d 3k 2(2ß)^4

: (8.122)

Œòîáû óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ñ âûœèñëåíèåì îáìåííîé è êîððåëßöèîííîé ýíåðãèé â çàäàœàõ 48 è 49 à, çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ïåðâûé œëåí ôîðìàëüíîãî ðàçëîæåíèß ëîãàðèôìà â âûðàæåíèè (8.122) â ðßä ïî ñòåïåíßì V_k äàåò íå œòî èíîå, êàê îáìåííóþ ýíåðãèþ, âûœèñëåííóþ â çàäàœå 48à. Â ýòîò ïåðâûé œëåí V_k âõîäèò â ïåðâîé ñòåïåíè, œòî äàåò ñõîäßùèéñß ïðè ìàëûõ k èíòåãðàë. Íåòðóäíî óáåäèòüñß, œòî åñëè âûœåñòü èç (8.122) îáìåííóþ ýíåðãèþ (â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà, òàêîå âûœèòàíèå — êîððåêòíàß ïðîöåäóðà), òî ïîëóœèâøååñß âûðàæåíèå ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî e^2 äàåò âûðàæåíèå (8.111), îïðåäåëßþùåå êîððåëßöèîííóþ ýíåðãèþ. Ïîýòîìó âûðàæåíèå (8.122) åñòü ñóììà îáìåííîé è êîððåëßöèîííîé ýíåðãèé.

Ðåçóëüòàò (8.122), âûâåäåííûé ïðè T = 0, íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëóœàé êîíåœíîé òåìïåðàòóðû. Ýòî äåëàåòñß ïî àíàëîãèè ñ çàäàœåé 35, ãäå áûëà ïîëóœåíà ñâßçü ìåæäó òåðìîäèíàìèœåñêèì ïîòåíöèàëîì è ôóíêöèåé Ãðèíà ôåðìè-œàñòèö. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåòñß âûðàæåíèå, ïîäîáíîå (8.122), â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå ∫ : : : d!=2ß çàìåíåíî ñóììèðîâàíèåì T P n : : : ïî !_n = 2ßnT .

208 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

49в. Ðàññìîòðèì êîððåëßöèîííóþ ýíåðãèþ íåâûðîæäåííîé ïëàçìû. Ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß ôîðìóëîé (8.109), îñòàâëßß â íåé ëèøü œëåí ñ ! = 0:

e^2 @

@e^2

�_{êîð} = � T 2 ∫ V^2_q �^2(q)!=0 1 � Vq�(q)!=0 d^3q (2ß)^3

: (8.123)

Âåëèœèíà �(q)_{!=0} ïðè ìàëîì jqj ø p_0 åñòü

�(q ! 0)_{!=0} = ∫ nF (¸p) � nF (¸p+q) ¸p � ¸p+q

2 d^3p (2ß)^3 ß ∫ @nF (¸p) @¸p 2 d^3p (2ß)^3

(8.124)

(ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî (7.85)). Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò áîëüøèå òåìïåðàòóðû (T Æ E_F ), ìîæíî çàìåíèòü ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè ðàñïðåäåëåíèåì Áîëüöìàíà, äëß êîòîðîãî @n_B (¸)=@¸ = �n_B (¸)=T . Ïîýòîìó �_{!=0}(q ! 0) = �n=T; (8.125)

ãäå n — ïëîòíîñòü œàñòèö. Îòñþäà

V_q = V^q 1 � Vq �(q ! 0)!=0

= 4ße 2 q^2 + κ^2

; (8.126)

ãäå κ^2 = 4ße^2n=T — êëàññèœåñêèé äåáàåâñêèé ðàäèóñ ýêðàíèðîâàíèß. Â ðåçóëüòàòå

e^2 @ @e^2

�_{êîð} = � T 2 ∫ κ^4 q^2 � q^2 + κ^2 � d^3q (2ß)^3

= � T κ 3 8ß : (8.127)

Èíòåãðèðóß ïî e^2, ïîëóœàåì

�_{êîð} = � T κ 3 12ß ; (8.128)

œòî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, èçâåñòíûì äëß êëàññèœåñêîé ïëàçìû (ñì. [5] § 78).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà íåàíàëèòèœåñêóþ çàâèñèìîñòü âûðàæåíèé (8.117) è (8.128) îò e^2. Ïðè T = 0 êîððåëßöèîííàß ýíåðãèß ïðîïîðöèîíàëüíà e^4 ln e^2, à ïðè T Æ E_F âûðàæåíèå (8.128) äàåò �_{êîð} ¸ e^3. Â ðåçóëüòàòå ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå �_{êîð} ïî öåëûì ñòåïåíßì e^2 îêàçûâàåòñß íåâîçìîæíûì. Ýòà íåàíàëèòèœíîñòü è åñòü ôîðìàëüíàß ïðèœèíà òîãî, œòî â ðßäó òåîðèè âîçìóùåíèé ïðèñóòñòâóþò ðàñõîäßùèåñß œëåíû.

8.6. Энергия взаимодействия в металле.

Вигнеровский кристалл

Ðàññìîòðèì ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîßíèß ýëåêòðîíîâ â ìåòàëëå, èñïîëüçóß ìîäåëü æåëå. Â ïðåäåëå âûñîêîé ïëîòíîñòè ýëåêòðîíîâ n ñèñòåìà áóäåò ïîœòè èäåàëüíûì ôåðìè-ãàçîì ñ ôåðìè-æèäêîñòíûìè ïîïðàâêàìè, ìàëûìè ïî ïàðàìåòðó e^2=ℏv_F ø 1. Íàèáîëåå ñóùåñòâåííîé

8.6 ] Âèãíåðîâñêèé êðèñòàëë 209

ýíåðãèåé â ýòîì ñëóœàå áóäåò êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß, âåëèœèíà êîòîðîé ïîðßäêà p^2_0=2m íà œàñòèöó. Ýòî äàåò òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë íà åäèíèöó ïëîùàäè �_{êèí} ¸ n^{5=3}.

Ïîïðàâêè ïåðâîãî ïîðßäêà ïî ìåæýëåêòðîííîìó âçàèìîäåéñòâèþ áûëè íàéäåíû â çàäàœå 48à. Ýíåðãèß Õàðòðè â ìîäåëè æåëå ðàâíà íóëþ èç-çà êîìïåíñàöèè âçàèìîäåéñòâèß ýëåêòðîíîâ ñ ïîëîæèòåëüíûì ôîíîì. Îáìåííàß æå ýíåðãèß �_{îáì} îòëèœíà îò íóëß è îòðèöàòåëüíà. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñóììà êèíåòèœåñêîé è îáìåííîé ýíåðãèé �_{êèí} + + �_{îáì} åñòü ïðîñòî ñðåäíåå h bH_0 + bH_{int}i îò ãàìèëüòîíèàíà (8.1), âçßòîå ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà, ò. å. ïî ñëýòåðîâñêîìó äåòåðìèíàíòó, ïîñòðîåííîìó èç ïëîñêèõ âîëí ñ jpj ¡ p_0.

Ïîïðàâêè âòîðîãî ïîðßäêà è âûøå ïî e^2=ℏv_F , ðàññìîòðåííûå â çàäàœàõ 48á è 49, óœèòûâàþò èçìåíåíèå îñíîâíîãî ñîñòîßíèß áëàãîäàðß âçàèìîäåéñòâèþ. Ýòè ïîïðàâêè ïðèíèìàþò âî âíèìàíèå èçìåíåíèå êîððåëßöèé âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèß ýëåêòðîíîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èäåàëüíûì ôåðìè-ãàçîì. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ýíåðãèþ ñèñòåìû íàçûâàþò êîððåëßöèîííîé ýíåðãèåé. Ñîãëàñíî çàäàœàì 48, 49, îáìåííàß è êîððåëßöèîííàß ýíåðãèè îòðèöàòåëüíû è çàâèñßò îò çàðßäà e è ïëîòíîñòè n òàê: �_{îáì} ¸ �e^2n^{4=3}, �_{êîð} ¸ �e^4n ln(n^{1=3}=e^2).

Èíòåðåñíî, œòî êîððåëßöèîííàß ýíåðãèß èìååò íåàíàëèòèœåñêóþ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà òåîðèè âîçìóùåíèé e^2=ℏv_F . Ïîýòîìó ôîðìàëüíîå ðàçëîæåíèå �_{êîð} ïî öåëûì ñòåïåíßì e^2=ℏv_F íå èìååò ñìûñëà. Â ýòîì è ñîñòîèò ïðèœèíà òîãî, œòî, êàê ìû óáåäèëèñü â çàäàœå 48á, â ðßäó òåîðèè âîçìóùåíèé ïîßâëßþòñß ðàñõîäèìîñòè.

Çäåñü óìåñòíî îòìåòèòü, œòî äëß îòñóòñòâèß àíàëèòèœíîñòè òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà � êàê ôóíêöèè êîíñòàíòû ñâßçè e^2 ïðè ìàëûõ e èìåþòñß âåñüìà îáùèå îñíîâàíèß. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû àíàëèòèœíîñòü èìåëà ìåñòî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè e = 0, òî âûðàæåíèå äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà, ïîëóœåííîå ïðè e^2 ¿ 0, áûëî áû ïðèìåíèìî è ê ñèñòåìå ñ e^2 ¡ 0, ò. å. ñ ïðèòßæåíèåì ìåæäó œàñòèöàìè. À â íåé, êàê èçâåñòíî, âîçíèêàåò êóïåðîâñêîå ñïàðèâàíèå è ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà îñíîâíîãî ñîñòîßíèß. Îòìåòèì àíàëîãèþ ñ êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêîé, â êîòîðîé ñ ïîìîùüþ ñõîäíîãî ðàññóæäåíèß äîêàçûâàåòñß (Äàéñîí, 1952), œòî ëþáàß ôèçèœåñêàß âåëèœèíà, êàê ôóíêöèß e^2, èìååò îñîáåííîñòü ïðè e = 0 (ñì. [4], ãë. 1, § 3).

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê ìåíßåòñß ñîñòîßíèå ìåòàëëèœåñêîé ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè ïëîòíîñòè. Çàâèñèìîñòü êèíåòèœåñêîé è îáìåííîé ýíåðãèè îò ïëîòíîñòè òàêîâà, œòî ïðè âûñîêîé ïëîòíîñòè �_{îáì} ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ �_{êèí}. Îäíàêî ïðè óìåíüøåíèè ïëîòíîñòè âçàèìîäåéñòâèå íàœèíàåò äàâàòü îñíîâíîé âêëàä â ýíåðãèþ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó �_{îáì} îòðèöàòåëüíî, ñîñòîßíèå ñ îäíîðîäíîé ïëîòíîñòüþ ñòàíîâèòñß íåóñòîéœèâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçíèêíîâåíèþ íåîäíîðîäíîñòåé, è æèäêîñòü ïðåâðàùàåòñß â êðèñòàëë (Âèãíåð, 1934).

Ñðàâíèì ýíåðãèè êðèñòàëëà è ôåðìè-æèäêîñòè. Ðàññìîòðèì êðèñòàëëèœåñêîå ñîñòîßíèå, â êîòîðîì âîëíîâûå ôóíêöèè ýëåêòðîíîâ ëîêàëèçîâàíû âáëèçè óçëîâ íåêîòîðîé ðåøåòêè. Äëß êîíêðåòíîñòè áóäåì

210 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

ãîâîðèòü î êóáèœåñêîé ðåøåòêå ñ ïåðèîäîì a = n^{�1=3}. Óáåäèìñß â òîì, œòî êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß, îöåíèâàåìàß êàê ýíåðãèß íóëåâûõ êîëåáàíèé, áóäåò âûøå, œåì â îäíîðîäíîé ñèñòåìå ñ òîé æå ïëîòíîñòüþ, à ïîòåíöèàëüíàß — íèæå. Ïîñêîëüêó ïðè íèçêîé ïëîòíîñòè ïîòåíöèàëüíàß ýíåðãèß âàæíåå êèíåòèœåñêîé, êðèñòàëë îêàçûâàåòñß áîëåå âûãîäíûì ñîñòîßíèåì, œåì æèäêîñòü.

Íàœíåì ñ òîãî, œòî îöåíèì èçìåíåíèå êóëîíîâñêîé ýíåðãèè. Ïðè îáðàçîâàíèè êðèñòàëëà îíà ïîíèæàåòñß, ïîñêîëüêó â æèäêîñòè ýëåêòðîíû ìîãóò íàõîäèòüñß áëèæå äðóã ê äðóãó, œåì â êðèñòàëëå ïðè òîé æå ïëîòíîñòè. Óìåíüøåíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà îäèí ýëåêòðîí áóäåò ïîðßäêà ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèß ñîñåäåé:

E^{êð}_{ïîò} � E^æ_{ïîò} ß � e 2 a = �e^2n^{1=3}: (8.129)

Òåïåðü çàéìåìñß êèíåòèœåñêîé ýíåðãèåé ýëåêòðîííîãî êðèñòàëëà. Ýëåêòðîí ñîâåðøàåò íóëåâûå êîëåáàíèß îêîëî îäíîãî èç óçëîâ ðåøåòêè. Ïðèœåì êîãäà ýëåêòðîí íàõîäèòñß òîœíî â óçëå, êóëîíîâñêèå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íåãî ñî ñòîðîíû äðóãèõ ýëåêòðîíîâ, â òîœíîñòè êîìïåíñèðóþòñß. Ïðè îòêëîíåíèè æå îò óçëà íà íåáîëüøîå ðàññòîßíèå, èç-çà íåñêîìïåíñèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèß îò ñîñåäåé ïîßâëßåòñß âîçâðàùàþùàß ñèëà. Ïðè ñìåùåíèè x âîçâðàùàþùàß ñèëà áóäåò ïîðßäêà e^2=(a � x)^2 � e^2=(a + x)^2 ß e^2x=a^3. Çàïèñàâ åå êàê m!^2x, ïîëóœèì œàñòîòó êîëåáàíèé ýëåêòðîíà è ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè âîëíîâîé ôóíêöèè: ! ß ` e^2 ma^3

´_{1=2} ; r_0 ß ı ℏ m! ȷ_{1=2} ß a ` e^2

ℏv^{(0)}_F

´_{�1=4}

; (8.130)

ãäå v^{(0)}_F — ñêîðîñòü Ôåðìè â èäåàëüíîì ôåðìè-ãàçå äàííîé ïëîòíîñòè. Îöåíèì ýíåðãèþ íóëåâûõ êîëåáàíèé íà îäèí ýëåêòðîí:

E^{êð}_{êèí} ß ℏ! 2 ß ` e^2

ℏv^{(0)}_F

´_{�1=2} e^2 a ß ` e^2

ℏv^{(0)}_F

´_{1=2} E^æ_{êèí}; (8.131)

ãäå E^æ_{êèí} ß ℏ^2=(2ma^2).

Ñäåëàííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, œòî â ïðåäåëå íèçêîé ïëîòíîñòè, ò. å. ïðè e^2=ℏv^{(0)}_F Æ 1, èìåþò ìåñòî òàêèå íåðàâåíñòâà:

E^æ_{êèí} ø E^{êð}_{êèí} ø (E^æ_{ïîò} � E^{êð}_{ïîò}) : (8.132)

Ýòî îçíàœàåò, œòî îáðàçîâàíèå êðèñòàëëà ýíåðãåòèœåñêè âûãîäíî. Îòìåòèì, œòî äëß ïðèìåíèìîñòè ñäåëàííûõ îöåíîê òðåáóåòñß, œòîáû ýëåêòðîííûå ñîñòîßíèß áûëè õîðîøî ëîêàëèçîâàíû âáëèçè óçëîâ. Íî, êàê ìû âèäåëè, r_0 ø a ïðè e^2=ℏv^{(0)}_F Æ 1, œòî ïîäòâåðæäàåò êîððåêòíîñòü íàøèõ ðàññóæäåíèé.

Èòàê, ïðè ïåðåõîäå â ñîñòîßíèå âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà êèíåòèœåñêàß ýíåðãèß óâåëèœèâàåòñß, à ïîòåíöèàëüíàß óìåíüøàåòñß. Ïîýòîìó ïðè âûñîêîé ïëîòíîñòè òàêîå ñîñòîßíèå íåâûãîäíî, à ïðè íèçêîé — âûãîäíî.

8.7 ] Ìèêðîñêîïèœåñêîå îáîñíîâàíèå òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè 211

8.7. Микроскопическое обоснование теории ферми-жидкости

Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïîçâîëßåò îáîñíîâàòü òåîðèþ ôåðìèæèäêîñòè âåñüìà îáùèì îáðàçîì, à òàêæå óñòàíîâèòü ãðàíèöû åå ïðèìåíèìîñòè. Òàêîé êâàíòîâî-ïîëåâîé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ôåðìèæèäêîñòè âåñüìà ïîëåçåí, ïîñêîëüêó îí äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü èäåè è ðåçóëüòàòû ýòîé òåîðèè â ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìå. Â ýòîì ñîñòîèò ïðåèìóùåñòâî ïî ñðàâíåíèþ, ñêàæåì, ñ ðàññìîòðåííûì â ðàçä. 8.3 ãàìèëüòîíîâûì ìåòîäîì, â êîòîðîì ïðåäïîëàãàåòñß, œòî âçàèìîäåéñòâèå ñëàáîå. Êðîìå òîãî, ãàìèëüòîíîâ ìåòîä îïèðàåòñß íà íåñêîëüêî ýâðèñòèœåñêîå ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ïðèáëèæåíèå ñëóœàéíûõ ôàç, â òî âðåìß êàê êâàíòîâî-ïîëåâîé ïîäõîä ßâëßåòñß ñîâåðøåííî ñòðîãèì.

Ìèêðîñêîïèœåñêîé òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè óäåëåíî áîëüøîå âíèìàíèå â ëèòåðàòóðå (ñì. [1, 6, 4]), ïîýòîìó çäåñü ìû îãðàíèœèìñß êðàòêèì ïåðåœèñëåíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðåäïîëàãàåòñß, œòî îñîáåííîñòè îäíîœàñòèœíîé ôóíêöèè Ãðèíà, êàê ôóíêöèè ýíåðãèè, êàœåñòâåííî òàêèå æå, êàê äëß èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà. À èìåííî, G(”; p) èìååò ïðîñòîé ïîëþñ ïðè ” = ¸(p), ãäå çàêîí äèñïåðñèè êâàçèœàñòèö ¸(p) îïðåäåëßåòñß ñàìîñîãëàñîâàííî œåðåç óðàâíåíèå Äàéñîíà. Ïîêàçûâàåòñß, œòî âûœåò a â ïîëþñå G(”; p) ß a ” � ¸(p) + i0 sgn¸

(8.133)

óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ 0 ¡ a ¡ 1. Âåëèœèíà a èìååò ñìûñë ñïåêòðàëüíîãî âåñà êâàçèœàñòèöû â îäíîœàñòèœíîé ôóíêöèè Ãðèíà (ñð. ñ (4.14) â ãë. 4). Åäèíñòâåííîé âåëèœèíîé, êîòîðàß íå ïåðåíîðìèðóåòñß âçàèìîäåéñòâèåì, îêàçûâàåòñß èìïóëüñ Ôåðìè, âûðàæàþùèéñß œåðåç ïëîòíîñòü: p_0 = (3ß^2n)^{1=3}.

Îêàçûâàåòñß âîçìîæíûì âûßñíèòü, êàêèå äèàãðàììû îïèñûâàþò äèíàìèêó êâàçèœàñòèö, è ïðîñëåäèòü ñâßçü ñ êèíåòèœåñêèì óðàâíåíèåì ôåðìè-æèäêîñòè. Äëß ýòîãî ñëåäóåò ðàññìîòðåòü äâóõœàñòèœíûå ôóíêöèè Ãðèíà è âûäåëèòü â íèõ âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåêòðîíäûðîœíûì ïàðàì âáëèçè óðîâíß Ôåðìè. Ñëåäóß òðàäèöèè, áóäåì ãîâîðèòü î äâóõœàñòèœíîé àìïëèòóäå ðàññåßíèß, èìåß ïðè ýòîì â âèäó, œòî äðóãèå äâóõœàñòèœíûå ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþòñß àíàëîãèœíî.

Àìïëèòóäà ðàññåßíèß � åñòü, êàê îáûœíî, ñóììà âñåõ ôåéíìàíîâñêèõ äèàãðàìì ñ œåòûðüìß êîíöàìè. Îíà çàâèñèò îáûœíûì îáðàçîì îò âõîäßùèõ è âûõîäßùèõ èìïóëüñîâ, à òàêæå ñïèíîâ. Âûäåëèì èç äèàãðàììíîãî ðßäà âñå âêëàäû ñ îïðåäåëåííûì êîëèœåñòâîì äâóõœàñòèœíûõ ñåœåíèé, è ïåðåñóììèðóåì ðßä, êàê ïðè âûâîäå óðàâíåíèß Áåòå– Ñîëïèòåðà (4.20). Äëß ýòîãî òðåáóåòñß èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìóþ íåïðèâîäèìóþ âåðøèíó �^{(0)}, íå ñîäåðæàùóþ äâóõœàñòèœíûõ ñåœåíèé. Ïåðåñóììèðîâàííûé ðßä äëß àìïëèòóäû � èçîáðàæàåòñß ãðàôèœåñêè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 8.11, ãäå íåïðèâîäèìàß âåðøèíà �^{(0)} îáîçíàœåíà çàøòðèõîâàííûì êðóæêîì.

212 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

Îòìåòèì, œòî ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñß, œòî ñóììàðíûå èìïóëüñ k è œàñòîòà ! â äâóõœàñòèœíûõ ñåœåíèßõ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ p_0 è E_F , ñîîòâåòñòâåííî. Èìåííî ýòî îãðàíèœåíèå íà k è ! ïîçâîëßåò îãðàíèœèòüñß ëåñòíèœíûìè äèàãðàììàìè, èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 8.11.

Ðèñ. 8.11

Ïîëóœåííûé ðßä ñâîäèòñß ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ïîœòè òàê æå, êàê ïðè âûâîäå óðàâíåíèß Áåòå–Ñîëïèòåðà (4.20). Ðàçíèöà ñîñòîèò òîëüêî â òîì, œòî íàäî ïîëüçîâàòüñß ïðèœèííûìè ôóíêöèßìè Ãðèíà, à íå çàïàçäûâàþùèìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåòñß óðàâíåíèå âèäà

�(p_1; p_2; k) = �^{(0)}(p_1; p_2; k) � � i ∫ �^{(0)}(p_1; q; k) �(q; p_2; k) G(q) G(q + k) d 4q (2ß)^4

; (8.134)

ãäå p_{1;2} — èìïóëüñû âõîäßùèõ œàñòèö, à k — ïåðåäàœà èìïóëüñà. Ìû äëß ïðîñòîòû îïóñòèëè âñå ñïèíîâûå èíäåêñû è ñóììèðîâàíèå ïî íèì.

Çàäàœà òåïåðü ñîñòîèò â òîì, œòîáû âûäåëèòü â (8.134) âêëàäû ïîëþñîâ ôóíêöèé Ãðèíà G(q) è G(q + k), ïîñêîëüêó èìåííî ïîëþñíûå âêëàäû îòâåœàþò êâàçèœàñòèöàì. Äëß ýòîãî òðåáóåòñß âûïîëíèòü åùå îäíî ïåðåñóììèðîâàíèå ðßäà äëß �, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëóœàåòñß îœåíü ïîõîæèé ðßä, ñ òåì, îäíàêî, åäèíñòâåííûì îòëèœèåì, œòî äâóõœàñòèœíûå ñåœåíèß ñîäåðæàò òîëüêî ïîëþñíûå âêëàäû.

Ôîðìàëüíî ýòî ïðîèñõîäèò òàê. Ïðè ìàëûõ ! è k â äâóõœàñòèœíûõ ñåœåíèßõ, ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé Ãðèíà ìîæíî ðàçëîæèòü íà ñèíãóëßðíóþ è ðåãóëßðíóþ œàñòè:

�iG(q) G(q + k) = 2ßa 2 vF kv ! � kv ffi(”) ffi(jqj � p_0) + ’(q); (8.135)

ãäå q = (”; q), k = (!; k), v = r_k¸(k). Ïîßñíèì ïðîèñõîæäåíèå ñèíãóëßðíîãî âêëàäà â (8.135). Îí âîçíèêàåò â òåõ ñëóœàßõ, êîãäà ïîëþñû ôóíêöèé Ãðèíà G(q) è G(q + k) çàæèìàþò êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß ïî ” â óðàâíåíèè (8.134). Çàæèìàíèå êîíòóðà ïðîèñõîäèò, êîãäà ïîëþñû âûðàæåíèß G(q)G(q + k) íàõîäßòñß ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò âåùåñòâåííîé îñè. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè jqj ¡ p_0 è jq + kj ¿ p_0, èëè íàîáîðîò. Íî ïîñêîëüêó jkj ø p_0, èìïóëüñ q ïðè ýòîì îêàçûâàåòñß íà ìàëîì ðàññòîßíèè ïîðßäêà jkj îò ôåðìè-ïîâåðõíîñòè. À çíàœèò, îäíîâðåìåííî è ”¸_q îêàçûâàåòñß ïîœòè íà óðîâíå Ôåðìè.

Çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (8.135) â âèäå �iGG bD + b’ è ïðîâåäåì ïåðåñóììèðîâàíèå ðßäà íà ðèñ. 8.11, èñïîëüçóß îïåðàòîðíóþ çàïèñü:

� = �^{(0)} � i�^{(0)}GG�^{(0)} + (�i)^2�^{(0)}GG�^{(0)}GG�^{(0)} + : : : =

= �^{(0)} ı 1 � ı bD + b’ ȷ �^{(0)} ȷ_{�1} = �^{(0)} ı 1 � b’�^{(0)} ȷ_{�1} �

8.7 ] Ìèêðîñêîïèœåñêîå îáîñíîâàíèå òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè 213 � ` 1 � bD�^{(0)} ı 1 � b’�^{(0)} ȷ_{�1}´�1

= �_! ı 1 � bD�_!

ȷ_{�1} ; (8.136)

ãäå ââåäåíî îáîçíàœåíèå �_! = �^{(0)} � 1 � b’�^{(0)}

�_{�1} . Îáðàòèì âíèìàíèå, œòî ðåçóëüòàò ýòîé öåïîœêè ïðåîáðàçîâàíèé èìååò ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðßäó íà ðèñ. 8.11. Îòëèœèå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèß îò èñõîäíîãî â òîì, œòî òåïåðü âñå íåñèíãóëßðíûå âêëàäû ñîáðàíû åäèíûì îáðàçîì â âåðøèíó �_!.

Êàê âñåãäà, ýëåìåíòàðíûå âîçáóæäåíèß îïðåäåëßþòñß ïîëþñàìè ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ãðèíà. Â äàííîì ñëóœàå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ïîëþñû àìïëèòóäû ðàññåßíèß �, êàê ôóíêöèè ! è k. Èç ïðåäñòàâëåíèß (8.136) ñëåäóåò, œòî ïîëþñàì ñîîòâåòñòâóþò íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíàœåíèß îïåðàòîðà 1 � bD�_!. Ïîëüçóßñü ßâíîé ôîðìîé (8.135) äëß îïåðàòîðà bD, óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíàœåíèß ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

(! � kv)u(p) = kv 2ßa 2 vF �_!u(p); (8.137)

ãäå u(p) — ñîîòâåòñòâóþùàß ñîáñòâåííàß ôóíêöèß, à äåéñòâèå �_! ïîíèìàåòñß â îïåðàòîðíîì ñìûñëå. Ïîëóœèâøååñß óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ êèíåòèœåñêèì óðàâíåíèåì ôåðìè-æèäêîñòè, ïðèœåì ôóíêöèß Ëàíäàó F (n; n^0) îêàçûâàåòñß ñâßçàííîé ñ àìïëèòóäîé �_!, âçßòîé íà ôåðìè-ïîâåðõíîñòè:

F (n; n^0) = 2ßa 2 vF �_!(p; p^0)_{jpj=jp}0_{j=p0} : (8.138)

Îòìåòèì, œòî àìïëèòóäà �_! ïîëóœàåòñß ïðîñòûì îáðàçîì èç ïîëíîé àìïëèòóäû ðàññåßíèß �, åñëè ðàññìîòðåòü ïðåäåë kv ø !. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (8.135), âåëèœèíà bD ! 0 è, âñëåäñòâèå ýòîãî, �_! = �.

Çàìåòèì, œòî ñâßçü ìåæäó îïåðàòîðîì bD è êèíåòèêîé êâàçèœàñòèö ñòàíîâèòñß îñîáåííî íàãëßäíîé, åñëè ïåðåéòè â êîîðäèíàòíî-âðåìåííîå ïðåäñòàâëåíèå. Œòîáû èçáåæàòü íåîäíîçíàœíîñòåé, ñâßçàííûõ ñ îáõîäîì ïîëþñîâ, ðàññìîòðèì çàïàçäûâàþùóþ âåëèœèíó, çàìåíèâ ! íà ! + + i0. Òîãäà

eD(r; t) = ∫ kve^{�i!t+ikr} ! � kv + i0 d! 2ß d^3k (2ß)^3 = æ vr_rffi(r � vt) ïðè t ¿ 0; 0 ïðè t ¡ 0:

(8.139)

Ýòî âûœèñëåíèå äåìîíñòðèðóåò, œòî ñèíãóëßðíàß œàñòü ïðîèçâåäåíèß G(q)G(q + k) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîíà ïî ïðßìîé ìåæäó ìîìåíòàìè, êîãäà ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå ñ äðóãèìè ýëåêòðîíàìè. (Œèòàòåëü, ñòàëêèâàâøèéñß ñ çàäàœåé îá îïðåäåëåíèè êèíåòèœåñêèõ êîýôôèöèåíòîâ èç óðàâíåíèß Áîëüöìàíà, óçíàåò â vk=(! � vk) ñòàíäàðòíîå âûðàæåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè ïîäîáíûõ ðàñœåòàõ.)

Ñëåäóåò ñêàçàòü, œòî ñâßçü ìåæäó ëåñòíèœíûìè äèàãðàììàìè ñ ìàëûì ïåðåäàííûì èìïóëüñîì è êèíåòèœåñêèì óðàâíåíèåì, ïðîäåìîíñòðèðîâàííàß íà ïðèìåðå àìïëèòóäû ðàññåßíèß �, èìååò áîëåå îáùèé

214 Òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè [ Ãë. 8

õàðàêòåð. Àíàëîãèœíûå ðàññóæäåíèß ïðèìåíèìû ê ïðîèçâîëüíîé äâóõœàñòèœíîé ôóíêöèè Ãðèíà. Ïðèìåðîì òîìó ìîãóò ñëóæèòü ëåñòíèœíûå äèàãðàììû, ðàññìîòðåííûå â çàäàœàõ 44–47.

Êàê ìû óáåäèëèñü, òåîðèß ôåðìè-æèäêîñòè íà äèàãðàììíîì ßçûêå ñîîòâåòñòâóåò óœåòó îïðåäåëåííûõ äèàãðàìì ñ ìàëîé ïåðåäàœåé èìïóëüñà â äâóõœàñòèœíûõ ñœåíèßõ. Èñœåðïûâàþòñß ëè îïèñàííûìè âûøå ëåñòíèœíûìè äèàãðàììàìè âñå âîçìîæíîñòè? Œòîáû â ýòîì ðàçîáðàòüñß, ðàññìîòðèì äèàãðàììû ñ ðîâíî îäíèì äâóõœàñòèœíûì ñåœåíèåì. Êàê âèäíî èç ðèñ. 8.12, èõ âñåãî òðè.

Ðèñ. 8.12

Îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ çíàœåíèßõ âíåøíèõ 4-èìïóëüñîâ p_1, p_2 è k ýòè äèàãðàììû ìîãóò îêàçàòüñß ñèíãóëßðíûìè. Êàê è âûøå, íàñ èíòåðåñóþò ñèíãóëßðíîñòè, âîçíèêàþùèå èç-çà èíòåãðèðîâàíèß ïðîèçâåäåíèß äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà. Ïðè äàííîì çíàœåíèè ýíåðãèè ” â ïåòëå ïîëþñû ýòèõ äâóõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé òàêîâû:

” = ¸_q � i0 sgn ¸_q; ” = ! + ¸_{q+k} � i0 sgn ¸_{q+k}: (8.140)

Ïðè ýòîì, êàê âñåãäà, îòëèœíûé îò íóëß âêëàä â èíòåãðàë ïî ” âîçíèêàåò, ëèøü åñëè ïîëþñû íàõîäßòñß ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèß (ñð. ñ çàäàœåé 24). Ïðè îïðåäåëåííûõ çíàœåíèßõ âíåøíèõ èìïóëüñîâ ïîëþñû ìîãóò ñáëèçèòüñß è çàæàòü ìåæäó ñîáîé êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß. Òîãäà ýòîò êîíòóð áóäåò íåâîçìîæíî óâåñòè èç îêðåñòíîñòè ïîëþñîâ è âîçíèêíåò ñèíãóëßðíîñòü.

Âûßñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèßõ ýòî ïðîèñõîäèò â äèàãðàììàõ íà ðèñ. 8.12. Ïðåíåáðåãàß œàñòîòîé !, ïåðåäàâàåìîé œåðåç äâóõœàñòèœíîå ñåœåíèå, ïîëóœèì

à — jp_+ + qj = jp_+ � qj, ãäå p_+ = (p_1 + p_2)=2;

á — jp_2 + qj = jq + p_1 + kj;

â — jqj = jq � kj.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò óœåñòü, œòî ñèíãóëßðíîñòü ìîæåò èñœåçíóòü ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî q, åñëè óñëîâèå âûïîëíßåòñß â ñëèøêîì ìàëîé îáëàñòè q. Ïîýòîìó óñëîâèå âîçíèêíîâåíèß ñèíãóëßðíîñòè âûãëßäèò òåïåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

à — p_1 + p_2 ß 0;

8.7 ] Ìèêðîñêîïèœåñêîå îáîñíîâàíèå òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè 215

á — p_2 � p_1 � k ß 0;

â — k ß 0.

Èòàê, ìû âèäèì, œòî òîëüêî äèàãðàììà â ñèíãóëßðíà ïðè k = 0. Èìåííî îíà è îïðåäåëßåò äèíàìèêó âîçáóæäåíèé â ôåðìè-æèäêîñòè.

Œòî æå êàñàåòñß îñòàëüíûõ äèàãðàìì, òî äèàãðàììà á áûâàåò âàæíà îœåíü ðåäêî èç-çà òîãî, œòî â íåé íàëàãàåòñß óñëîâèå p_1 ß p_2. À âîò äèàãðàììà à îêàçûâàåòñß âàæíà â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè, è â ãë. 10 ìû åå ïîäðîáíî èçóœèì. Ñòåïåíü âàæíîñòè äèàãðàììû à) è ïîäîáíûõ åé áîëåå ñëîæíûõ äèàãðàìì îêàçûâàåòñß çàâèñßùåé îò çíàêà âçàèìîäåéñòâèß. Â ñëóœàå ïðèòßæåíèß ôåðìè-æèäêîñòü èñœåçàåò, à âçàìåí îáðàçóåòñß ñâåðõïðîâîäßùåå ñîñòîßíèå. Â ñëóœàå æå îòòàëêèâàíèß âñå âûâîäû òåðèè ôåðìè-æèäêîñòè, ïîëóœåííûå áåç óœåòà äèàãðàììû à, îñòàþòñß â ñèëå.