Г л а в а 7

ДИАГРАММНАЯ ТЕХНИКА ПРИ КОНЕЧНЫХ ТЕМПЕРАТУРАХ

7.1. Мацубаровское время

Ðàññìîòðèì òåïåðü äèàãðàììíóþ òåõíèêó äëß ñèñòåì ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå. Îáîáùåíèå íóëü-òåìïåðàòóðíîé òåõíèêè íà êîíåœíûå òåìïåðàòóðû îêàçûâàåòñß óäèâèòåëüíî ïðîñòûì è êðàñèâûì. Îíî íàçûâàåòñß äèàãðàììíîé òåõíèêîé Ìàöóáàðû.

Îñíîâíàß çàäàœà, ðåøàåìàß â ñòàòèñòèœåñêîé ôèçèêå ðàâíîâåñíûõ ñèñòåì, ñîñòîèò â óñðåäíåíèè ðàçëèœíûõ âåëèœèí ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñß ñðåäíèå âèäà D bA : : : bB E ò = P n w_n D n fi fi bA : : : bB fi fin E ; (7.1)

ãäå èíäåêñ ¿ò£ óêàçûâàåò íà òî, œòî ñðåäíåå áåðåòñß ïî ðàñïðåäåëåíèþ âåðîßòíîñòåé ðàçëèœíûõ ñîñòîßíèé ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå T :

w_n = e

�fiEn Z ; Z = P n e^{�fiEn} : (7.2)

Çäåñü jni — ñîáñòâåííîå ñîñòîßíèå ñèñòåìû ñ ýíåðãèåé E_n, w_n — âåðîßòíîñòü ïðåáûâàíèß â ýòîì ñîñòîßíèè, fi = 1=T — îáðàòíàß òåìïåðàòóðà, à Z — ñòàòèñòèœåñêàß ñóììà. Âûðàæåíèå (7.1) ìîæíî çàïèñàòü òàê: D bA : : : bB E ò = Tr ı bA : : : bB e^{�fi b}H ȷ

Tr e^{�fi b}H

: (7.3)

Òåîðèß âîçìóùåíèé, ïîçâîëßþùàß íàõîäèòü ïîäîáíûå ñðåäíèå, ñòðîèòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ãàìèëüòîíèàí â âèäå bH = bH_0 +

+ bH_{int}, ãäå bH_{int} — âîçìóùåíèå. Â îñíîâå ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêè ëåæèò

àíàëîãèß ìåæäó îïåðàòîðíîé ýêñïîíåíòîé ãàìèëüòîíèàíà

bU_fi = exp h �fi ı bH_0 + bH_{int} ȷi (7.4)

è êâàíòîâîìåõàíèœåñêèì îïåðàòîðîì ýâîëþöèè

bU(t) = exp h �it ı bH_0 + bH_{int} ȷi : (7.5)

Ïåðåõîä îò bU(t) ê bU_fi îñóùåñòâëßåòñß ïðîñòîé çàìåíîé: t ! �ifi.

7.1 ] Ìàöóáàðîâñêîå âðåìß 135

Îêàçûâàåòñß, œòî òàêàß àíàëîãèß èìååò äàëåêî èäóùèå ïîñëåäñòâèß. À èìåííî, ìîæíî ðàññìîòðåòü ýâîëþöèþ ñèñòåìû âî ìíèìîì âðåìåíè t = �iø (ø íàçûâàþò òàêæå ìàöóáàðîâñêèì âðåìåíåì). Ââåäåì ãåéçåíáåðãîâcêèå îïåðàòîðû bA_M (ø) = e^{ø bH} bA e^{�ø bH} : (7.6)

Ýâîëþöèß ýòèõ îïåðàòîðîâ âî ìíèìîì âðåìåíè äàåòñß óðàâíåíèåì

d bAM (ø ) dø = h bH; bA_M (ø) i : (7.7)

Äàëåå ìîæíî ââåñòè ìàöóáàðîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèß:

bA(ø) = e^{ø bH} 0 bA e^{�ø bH} 0 (7.8)

è ìàöóáàðîâñêóþ S-ìàòðèöó:

bS(ø) = e^{�ø bH} e^{ø bH} 0 : (7.9)

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, œòî ýòà S-ìàòðèöà óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ

d bS(ø ) dø = � bH_{int}(ø) bS(ø); (7.10) ãäå bH_{int}(ø) = e^{ø bH 0} bH_{int} e^{�ø bH 0} (7.11)

— îïåðàòîð âîçìóùåíèß, çàïèñàííûé â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèß. Ðåøåíèå óðàâíåíèß (7.10) èìååò âèä

bS(ø) = T_ø exp ` � ø∫ 0 bH_{int}(ø) dø ´ : (7.12)

Ñèìâîë T_ø îáîçíàœàåò õðîíîëîãèœåñêîå óïîðßäîœåíèå îïåðàòîðîâ ïî ìàöóáàðîâñêîìó âðåìåíè ø. Ýòà ïðîöåäóðà àíàëîãèœíà îáûœíîìó Tóïîðßäîœåíèþ (ñð. ñ âûðàæåíèåì (2.3)).

Â ìàöóáàðîâñêîì ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèß ñðåäíèå (7.3) ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä: D bA : : : bB E ò = Tr ı bA(fi) : : : bB(fi) bS(fi)e^{�fi b}H 0 ȷ

Tr ı bS(fi)e^{�fi b}H 0 ȷ : (7.13)

Äëß âûâîäà ýòîãî ñîîòíîøåíèß íàäî âîñïîëüçîâàòüñß òåì, œòî îïåðàòîðû ïîä çíàêîì ñëåäà ìîæíî ïåðåñòàâëßòü öèêëèœåñêè. Òàêèì îáðàçîì, D bA : : : bB E ò = D bA(fi) : : : bB(fi) bS(fi) E ò;0 D bS(fi) E ò;0 ; (7.14)

136 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ãäå óñðåäíåíèå h: : :i_{ò;0} îáîçíàœàåò Tr(: : : e^{�fi bH 0} )= Tr(e^{�fi bH 0} ) — ñðåäíåå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà ñ íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì bH_0.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàþùèå ôîðìóëû îòëèœàþòñß îò ñëóœàß T = 0 â îñíîâíîì çàìåíîé âðåìåíè t íà �iø. Äðóãîå îòëèœèå çàêëþœàåòñß â ñëåäóþùåì. Óñðåäíßß ïî îñíîâíîìó ñîñòîßíèþ ïðè T = 0, ìû ïîëàãàëè, œòî âîçìóùåíèå ïðè t = �1 îòñóòñòâóåò, à çàòåì ìåäëåííî âêëþœàåòñß. Ïîýòîìó âî âñåõ âûðàæåíèßõ âîçíèêàëè âåëèœèíû bS(t; �1), bS(1; t) è bS(1; �1). Ïðè êîíåœíîé æå òåìïåðàòóðå âî âñå ôîðìóëû âõîäèò bS(ø) òîëüêî ïðè 0 ¡ ø ¡ fi. Ïîýòîìó â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèß ñèñòåìû âî ìíèìîì âðåìåíè â èíòåðâàëå îò 0 äî fi.

Êðîìå òîãî, â âûðàæåíèå (7.14) âõîäèò ñëåä, ò. å. ñóììà âèäà P nhnj : : : jni. Ýòî îçíàœàåò, œòî íà êâàíòîâîìåõàíèœåñêóþ çàäàœó íàêëàäûâàåòñß äîïîëíèòåëüíîå îãðàíèœåíèå: œåðåç âðåìß fi ñèñòåìà îáßçàíà âåðíóòüñß â èñõîäíîå ñîñòîßíèå. Ïîýòîìó îêàçûâàåòñß óäîáíûì ñœèòàòü, œòî ìàöóáàðîâñêîå âðåìß — ýòî ïåðåìåííàß, ïðèíèìàþùàß çíàœåíèß íà îêðóæíîñòè, à fi — äëèíà ýòîé îêðóæíîñòè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âàæíîìó âûâîäó: âûœèñëåíèå ñðåäíèõ ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà ñâîäèòñß ê êâàíòîâîìåõàíèœåñêîé çàäàœå âî ìíèìîì âðåìåíè 0 ¡ ø ¡ fi ñ ïåðèîäèœåñêèìè ïî âðåìåíè ãðàíèœíûìè óñëîâèßìè.

Òåïåðü ìîæíî ðàçâèòü òåîðèþ âîçìóùåíèé äëß âûœèñëåíèß òåðìîäèíàìèœåñêèõ âåëèœèí. Äëß ýòîãî ââîäèòñß òàê íàçûâàåìàß ìàöóáàðîâñêàß ôóíêöèß Ãðèíà:

G(r; r^0; ø; ø^0) = �hT_ø (r; ø) ^+(r^0 ø^0)i_ò: (7.15)

(Äëß ôåðìè- è áîçå-ñòàòèñòèêè çíàê îäèí è òîò æå.)

Ïîñêîëüêó â íàøåé çàäàœå âñåãäà 0 ¡ ø ¡ fi, òî �fi ¡ ø � ø^0 ¡ fi. Ïîýòîìó ôóíêöèß Ãðèíà (7.15) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [�fi; fi]. Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [1], § 11), œòî

G(ø) = �G(ø + fi); (7.16)

âåðõíèé çíàê îòíîñèòñß ê áîçåâñêèì œàñòèöàì, à íèæíèé — ê ôåðìèåâñêèì.

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî âûœèñëßòü ø-óïîðßäîœåííûå ñðåäíèå. Êàê è â äèàãðàììíîé òåõíèêå ïðè T = 0, â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå âåðíà òåîðåìà Âèêà, ïîýòîìó ø-óïîðßäîœåííîå ïðîèçâåäåíèå -îïåðàòîðîâ âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü œåðåç ïàðíûå ñðåäíèå. Ýòî, â ñâîþ îœåðåäü, îçíàœàåò, œòî ìîæíî ïîñòðîèòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó äëß âûœèñëåíèß òàêèõ ñðåäíèõ. Â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå ïðàâèëà ïðàêòèœåñêè ñîâïàäàþò ñ ïðàâèëàìè äèàãðàììíîé òåõíèêè ïðè T = 0, çà òåì èñêëþœåíèåì, œòî îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß ïî ìàöóáàðîâñêîìó âðåìåíè ø åñòü îòðåçîê [0; fi]. Êðîìå òîãî, êîýôôèöèåíò ïåðåä ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììîé åñòü (�1)^{n+F} (n — ïîðßäîê òåîðèè âîçìóùåíèé, F — œèñëî ôåðìèîííûõ ïåòåëü), à íå i^n(�1)^F , êàê â îáûœíîé òåõíèêå.

7.2 ] Äèñêðåòíûå œàñòîòû 137

7.2. Дискретные частоты

Âûœèñëåíèß â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå ïîœòè âñåãäà ïðîùå ïðîèçâîäèòü íå âî âðåìåííóì, à â œàñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Îïèøåì, êàê âûãëßäèò ñîîòâåòñòâóþùèé ôîðìàëèçì. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ãðèíà îïðåäåëåíû íà îòðåçêå [�fi; fi], èõ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðßä Ôóðüå:

G(ø; r; r^0) = T P !_n

e^{�i!n ø} G(i!_n; r; r^0); (7.17)

ãäå !_n = ßn=fi, à ìíîæèòåëü T â (7.17) ââåäåí äëß óäîáñòâà. Óñëîâèå (àíòè)ïåðèîäèœíîñòè (7.16) îçíàœàåò, œòî G(i!_n) 6= 0 äëß !_n = 2ßnT â ñëóœàå áîçå-œàñòèö, è !_n = (2n + 1)ßT â ñëóœàå ôåðìèîíîâ. Ïîýòîìó â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå œàñòîòà ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíàœåíèß — œåòíûå äëß áîçîíîâ è íåœåòíûå äëß ôåðìèîíîâ. Ðîëü äèñêðåòíîé œàñòîòû !_n â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå — òàêàß æå, êàê ó ýíåðãèè â îáûœíîé òåõíèêå. Ïîýòîìó îñíîâíîå îòëèœèå äèàãðàììíîé òåõíèêè â œàñòîòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîèò â çàìåíå èíòåãðàëîâ ïî ýíåðãèßì â ôóíêöèßõ Ãðèíà íà ñóììû ïî äèñêðåòíûì œàñòîòàì. Ïðè ýòîì ñóììà œàñòîò â âåðøèíå îáßçàòåëüíî ðàâíà íóëþ (¿çàêîí ñîõðàíåíèß ýíåðãèè£).

Ïðèâåäåì âûðàæåíèß äëß ýëåêòðîííîé è ôîíîííîé ôóíêöèé Ãðèíà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè:

G(i”_n; p) = 1 i”n � ¸(p)

; ”_n = (2n + 1)ßT ; (7.18)

D(i!_n; k) = � ! 2 0 (k) !^2_n + !^2_0 (k)

; !_n = 2ßnT: (7.19)

Çàìåòèì, œòî ýòè âûðàæåíèß ìîæíî ïîëóœèòü èç ïðèœèííûõ ôóíêöèé Ãðèíà çàìåíîé ”; ! ! i”_n; i!_n. Ïðèâåäåì òàêæå ïîëíóþ ñâîäêó ïðàâèë äèàãðàììíîé òåõíèêè â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè äëß ñëóœàß äâóõœàñòèœíîãî âçàèìîäåéñòâèß (ñð. ãë. 4).

1. Íà êàæäîé äèàãðàììå íóæíî ðàññòàâèòü èìïóëüñû p è ìàöóáàðîâñêèå œàñòîòû !_n òàê, œòîáû â êàæäîé âåðøèíå âûïîëíßëèñü çàêîíû ñîõðàíåíèß ýíåðãèè è èìïóëüñà. Ïðè ýòîì ëèíèè áîçå-œàñòèö äîëæíû ïåðåíîñèòü œåòíûå œàñòîòû (!_n = 2ßnT ), à ëèíèè ôåðìè-œàñòèö — íåœåòíûå (!_n = (2n + 1)ßT ).

2. Ïîëóœåííîå âûðàæåíèå èíòåãðèðóåòñß ïî âñåì âíóòðåííèì èìïóëüñàì è ñóììèðóåòñß ïî âñåì âíóòðåííèì œàñòîòàì.

3. Íàêîíåö, îòâåò ñëåäóåò óìíîæèòü íà

(�1)^{n+F} T n (2ß)^{3n}

; (7.20)

ãäå n — ïîðßäîê òåîðèè âîçìóùåíèé, à F — œèñëî ôåðìèîííûõ ïåòåëü.

Èòàê, ðåöåïò óœåòà êîíåœíîé òåìïåðàòóðû âûãëßäèò çàìàíœèâî ïðîñòî. Íóæíî çàìåíèòü ýíåðãèè íà i”_n, èíòåãðàëû ïî ýíåðãèßì ∫ : : : d”=2ß íà T P ”_n ::: è ïðîñóììèðîâàòü ïî äèñêðåòíûì œàñòîòàì

”_n. Õîòß íà ïåðâûé âçãëßä êàæåòñß, œòî âûðàæåíèß, ïîëóœåííûå â

138 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå ïðè T ¿ 0, äîëæíû áûòü êàê-òî òðèâèàëüíî ñâßçàíû ñ íóëü-òåìïåðàòóðíûìè âûðàæåíèßìè, â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî íå ñîâñåì òàê (ñì. çàäàœè 40, 41).

7.2.1. Метод аналитического продолжения. Ìàöóáàðîâñêàß òåõíèêà ïîçâîëßåò ëåãêî âûœèñëßòü îäíîâðåìåííûå ñðåäíèå ëþáûõ âåëèœèí. Íà ïåðâûé âçãëßä, ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè â ðåàëüíîì âðåìåíè ìàöóáàðîâñêàß òåõíèêà áåñïîëåçíà. Âåäü ðàçíîâðåìåííûå ñðåäíèå, êîòîðûå ýòà òåõíèêà èñïîëüçóåò, èìåþò âèä h bA(ø) bB(0)i, ãäå ø — ýòî ìàöóáàðîâñêîå âðåìß, à íå íàñòîßùåå. Îäíàêî îêàçûâàåòñß, œòî ïðè ïîìîùè ñïåöèàëüíîãî ïðèåìà, ðàññìîòðåííîãî íèæå, ìàöóáàðîâñêàß òåõíèêà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëß âûœèñëåíèß îïðåäåëåííûõ ðàçíîâðåìåííûõ ñðåäíèõ .

Ñóùåñòâóþò âåñüìà îáùèå ñîîòíîøåíèß ìåæäó ìàöóáàðîâñêèìè ôóíêöèßìè, îïðåäåëåííûìè âî ìíèìîì âðåìåíè, è ôóíêöèßìè Ãðèíà â ðåàëüíîì âðåìåíè, òàêèìè êàê çàïàçäûâàþùèå è îïåðåæàþùèå ãðèíîâñêèå ôóíêöèè. Ýòè ñîîòíîøåíèß ñëåäóþò òîëüêî èç àíàëèòèœåñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé Ãðèíà, è íèêàê íå èñïîëüçóþò êîíêðåòíîãî âèäà ýòèõ ôóíêöèé â òîé èëè èíîé ñèñòåìå. Ïîýòîìó îíè èìåþò ñòîëü æå îáùèé õàðàêòåð, êàê, ñêàæåì, ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííàß òåîðåìà èëè ñîîòíîøåíèß Êðàìåðñà–Êðîíèãà äëß âîñïðèèìœèâîñòè.

Ðàññìîòðèì çàïàçäûâàþùóþ è îïåðåæàþùóþ ôóíêöèè Ãðèíà, îïðåäåëåííûå^1) ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G^R(”; r_1; r_2) =

= �i 1∫ 0 e^{i”t12} h b(r_1; t_1) b^+(r_2; t_2) � b^+(r_2; t_2) b(r_1; t_1)i_ò dt_{12}; (7.21)

G^A(”; r_1; r_2) = = i 0∫ �1 e^{i”t12} h b(r_1; t_1) b^+(r_2; t_2) � b^+(r_2; t_2) b(r_1; t_1)i_ò dt_{12}; (7.22)

ãäå t_{12} = t_1 � t_2, ïðèœåì çíàê ¿+£ ñîîòâåòñòâóåò ôåðìèîíàì, à çíàê ¿�£ — áîçîíàì. Îêàçûâàåòñß, œòî ìàöóáàðîâñêàß ôóíêöèß Ãðèíà G_M (i”_n; r_1; r_2), àíàëèòèœåñêè ïðîäîëæåííàß ñ äèñêðåòíûõ çíàœåíèé œàñòîòû ”_n ¿ 0 íà âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè äàåò G^R(”; r_1; r_2), â òî âðåìß êàê ïðè ïðîäîëæåíèè ñ íèæíåé ïîëóîñè, ”_n ¡ 0, ïîëóœàåòñß G^A(”; r_1; r_2). Ïðèíèìàß âî âíèìàíèå àíàëèòèœíîñòü G^R(”; r_1; r_2) è G^A(”; r_1; r_2) ñîîòâåòñòâåííî â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòßõ êîìïëåêñíîãî ”, ñîîòíîøåíèå ìåæäó G^R, G^A è G_M ìîæíî çàïèñàòü òàê:

G_M (i”_n; r_1; r_2) = æ G^R(i”_n; r_1; r_2) ïðè ”_n ¿ 0; G^A(i”_n; r_1; r_2) ïðè ”_n ¡ 0;

(7.23)

1) Ñì. [1] § 17, ôîðìóëû (17.15) è (17.16).

7.2 ] Äèñêðåòíûå œàñòîòû 139

ãäå ìàöóáàðîâñêèå œàñòîòû ”_n — œåòíûå äëß áîçîíîâ è íåœåòíûå äëß ôåðìèîíîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà (7.23) ïðèâåäåíî â çàäàœå (40à).

Èç ñîîòíîøåíèé (7.23) ìåæäó çàïàçäûâàþùèìè, îïåðåæàþùèìè è ìàöóáàðîâñêèìè ôóíêöèßìè ñëåäóåò âåñüìà ïîëåçíîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå:

G(i”_n; r_1; r_2) = 1 ß 1∫ �1 Im G^R(”; r1; r2) ” � i”n d”; (7.24)

ãäå èíòåãðàë ïî d” áåðåòñß ïî âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ”_n ¿ 0 ýòî ñîîòíîøåíèå åñòü ñëåäñòâèå àíàëèòèœåñêèõ ñâîéñòâ çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Œòîáû ïîëóœèòü G(i”_n) ïðè ”_n ¡ 0, ñëåäóåò çàìåíèòü çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà íà îïåðåæàþùóþ ôóíêöèþ G^A(”) è èçìåíèòü çíàê â (7.24). Íî ïîñêîëüêó íà âåùåñòâåííîé îñè Im G^R(”) = � Im G^A(”), ñîîòíîøåíèå (7.24) îêàçûâàåòñß ñïðàâåäëèâûì è ïðè ”_n ¡ 0.

Âàæíûì ïðèìåíåíèåì ñîîòíîøåíèé (7.23) ßâëßåòñß çàäàœà îá îòûñêàíèè ëèíåéíîãî îòêëèêà ñèñòåìû, âîçìóùàåìîé âíåøíèì ïîëåì. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Êóáî, ôóíêöèß îòêëèêà âûðàæàåòñß œåðåç ñðåäíåå îò êîììóòàòîðà äâóõ îïåðàòîðîâ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè:

Ø_{AB} (!) = i ℏ 1∫ 0 e^{i!t} Dh bA(t); bB(0) iE ò dt: (7.25)

Èìååòñß îœåâèäíîå ñõîäñòâî ìåæäó âûðàæåíèåì (7.25) è çàïàçäûâàþùåé áîçîííîé ôóíêöèåé Ãðèíà (7.21), îçíàœàþùåå, œòî ýòè äâå ôóíêöèè èìåþò ñõîäíûå àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà. Œòîáû ïîëóœèòü äëß ôóíêöèè îòêëèêà (7.25) ñîîòíîøåíèß ïîäîáíûå (7.23), ââîäèòñß ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü, îïðåäåëåííàß ïî îòíîøåíèþ ê ìàöóáàðîâñêîìó âðåìåíè:

Ø^{(M)}_{AB} (i!_n) = 1 2ℏ fi∫ �fi D T_ø bA(ø) bB(0) E ò e^{i!nø} dø: (7.26)

Èìååò ìåñòî^2) òàê íàçûâàåìàß òåîðåìà îá àíàëèòèœåñêîì ïðîäîëæåíèè: ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü Ø^{(M)}_{AB} (i!_n), ïðîäîëæåííàß ñ äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà òîœåê íà ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ïîëóîñè ! = = i!_n (n ¿ 0) íà âåùåñòâåííóþ îñü Im ! = 0, äàåò âîñïðèèìœèâîñòü Êóáî Ø_{AB} (!).

Ýòà òåîðåìà, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ïðèâåäåíî â çàäàœå 37, ïîçâîëßåò íàõîäèòü âîñïðèèìœèâîñòü (7.25) ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ø^{(M)}_{AB} (i!_n), êîòîðóþ, â ñâîþ îœåðåäü, ìîæíî âûœèñëèòü ñ ïîìîùüþ ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè.

2) Ñì. [1], § 17; § 37, ï. 2; [6], § 91

140 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

Â îòñóòñòâèå âçàèìîäåéñòâèß ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü äàåòñß âñåãî îäíîé äèàãðàììîé — ïåòëåé ñ îïåðàòîðàìè bA è bB â âåðøèíàõ. Ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü èìååò òàêèå æå àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà, êàê ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð. Íàïîìíèì (ñì. çàäàœó 24), œòî àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà âîñïðèèìœèâîñòè Êóáî è ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà â íóëü-òåìïåðàòóðíîé òåõíèêå îêàçûâàþòñß ðàçëèœíûìè. À â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå ìåæäó âîñïðèèìœèâîñòüþ è ïîëßðèçàöèîííûì îïåðàòîðîì èìååòñß ïðîñòàß ñâßçü. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìå, äëß ïîëóœåíèß âîñïðèèìœèâîñòè äîñòàòîœíî âûœèñëèòü ïåòëþ ñ ìàöóáàðîâñêèìè ôóíêöèßìè Ãðèíà, è çàòåì îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïðîäîëæèòü åå íà âåùåñòâåííûå œàñòîòû.

Îòìåòèì, œòî èíîãäà è ñëóœàé T = 0 áûâàåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü â ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêå. Äëß ýòîãî íóæíî âåðíóòüñß îò ñóììèðîâàíèß ê èíòåãðèðîâàíèþ, ïîñêîëüêó ïðè T = 0 òîœêè i!_n ñëèâàþòñß â ìíèìóþ îñü â ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé !. Ïðè ýòîì T P !_n

: : :

ïåðåõîäèò ïðîñòî â ∫ : : : (d!=2ß). Ïðè òàêîì ìåòîäå âûœèñëåíèß íå âîçíèêàåò ñëîæíîñòåé ñ îáõîäîì ïîëþñîâ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé, ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå îáõîäà îêàçûâàåòñß ïðàâèëüíûì àâòîìàòèœåñêè.

Äëß èëëþñòðàöèè èñïîëüçîâàíèß ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, äîêàæåì òåîðåìó îá àíàëèòèœåñêîì ïðîäîëæåíèè äëß íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìû. Â ýòîì ñëóœàå âîñïðèèìœèâîñòü äàåòñß ôîðìóëîé (5.4), ïîëóœåííîé èç (7.25) ïî òåîðåìå Âèêà. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (5.4) è çàìåíèì ! ! i!. Òåïåðü çàïèøåì äðîáü â ôîðìóëå (5.4) â âèäå èíòåãðàëà ïî âñïîìîãàòåëüíîé ìíèìîé œàñòîòå:

n(Em) � n(E_k) E_k � Em � i!

= � 1 2ß ∫ d” (i” + ! � E_k)(i” � Em) = = � 1 2ß ∫ G^M_k (i” + i!)G^M_m (i”) d”; (7.27)

Ïîäñòàâëßß ýòî âûðàæåíèå â (5.4), ïîëóœàåì

Ø_{AB} (i!) = � 1 2ß ∫ Tr ı bG^M (i” + i!) bB bG^M (i”) bA ȷ d”: (7.28)

Âîçâðàùàßñü ê âåùåñòâåííîé œàñòîòå, âèäèì, œòî ôèçèœåñêàß âîñïðèèìœèâîñòü (7.25) äåéñòâèòåëüíî ïîëóœàåòñß èç âîñïðèèìœèâîñòè (7.28) íà ìíèìîé œàñòîòå àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì ïî ! ñ ïîëîæèòåëüíîé ìíèìîé ïîëóîñè íà âåùåñòâåííóþ îñü. Âûðàæåíèå (7.28) íå çàâèñèò ßâíî îò âûáîðà áàçèñà. Ïîýòîìó îíî îêàçûâàåòñß âåñüìà óäîáíûì â ñëóœàßõ, êîãäà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåèçâåñòíû, êàê íàïðèìåð â çàäàœå î ôåðìè-ãàçå â ñëóœàéíîì ïîòåíöèàëå (ñì. ãë. 9).

Ïîäâåäåì èòîã. Õîòß ìàöóáàðîâñêàß òåõíèêà è èñïîëüçóåò äèíàìèêó âî ìíèìîì âðåìåíè, èíîãäà èìåþùóþ íå âïîëíå ßñíûé ôèçèœåñêèé ñìûñë, îíà îêàçûâàåòñß ïîëåçíîé ïðè îïèñàíèè äèíàìèêè â ðåàëüíîì âðåìåíè êàê ïðè êîíåœíîé, òàê è ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Ïåðåõîä

7.3 ] Çàäàœè 34 –42 141

îò ìíèìîãî âðåìåíè ê ôèçèœåñêîìó âðåìåíè äîñòèãàåòñß àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì ñ ìíèìûõ äèñêðåòíûõ œàñòîò íà âåùåñòâåííûå. Îòìåòèì åùå ðàç, œòî ìàöóáàðîâñêàß òåõíèêà ïîçâîëßåò èçóœàòü íåðàâíîâåñíûå ßâëåíèß ëèøü íà óðîâíå ëèíåéíîãî îòêëèêà. Áîëåå ñëîæíûå êèíåòèœåñêèå çàäàœè, â êîòîðûõ âíåøíåå ïîëå ìîæåò âîçáóæäàòü ñèñòåìó òàê ñèëüíî, œòî îíà íå óñïåâàåò âîçâðàùàòüñß â ðàâíîâåñíîå ñîñòîßíèå, òàêèì ñïîñîáîì ðåøàòü íåëüçß.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçíîâèäíîñòåé äèàãðàììíîé òåõíèêè, èìåþùåé äåëî ñî ñðåäíèìè, âçßòûìè íå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà, à ïî ïðîèçâîëüíîìó íåðàâíîâåñíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Íàèáîëåå ïîïóëßðíîé èç íèõ ßâëßåòñß äèàãðàììíàß òåõíèêà Êåëäûøà^3) . Ýòà òåõíèêà èñïîëüçóåò çàïàçäûâàþùèå è îïåðåæàþùèå ôóíêöèè Ãðèíà, à òàêæå ìàòðèöó ïëîòíîñòè, è îïèñûâàåò äèíàìèêó ñ ïîìîùüþ êâàíòîâîãî àíàëîãà êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß. Ñ ïîìîùüþ òåõíèêè Êåëäûøà ìîæíî èçóœàòü ëþáûå îòêëèêè, ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå, êàê â ðàâíîâåñíûõ ñèñòåìàõ, òàê è â ñèñòåìàõ, âûâåäåííûõ èç ðàâíîâåñèß.

Îäíàêî èç-çà ñâîåé áîëüøîé îáùíîñòè òåõíèêà Êåëäûøà îêàçûâàåòñß âåñüìà ãðîìîçäêîé, è èñïîëüçîâàòü åå â òàêîé ïðîñòîé çàäàœå, êàê âûœèñëåíèå ëèíåéíîãî îòêëèêà â òåðìîäèíàìèœåñêè ðàâíîâåñíîì ñîñòîßíèè ñèñòåìû, îêàçûâàåòñß íå îœåíü óäîáíûì. Âìåñòî ýòîãî îáûœíî ïðèìåíßþò îïèñàííûé â ýòîì ðàçäåëå ïðèåì, îñíîâàííûé íà àíàëèòèœåñêîì ïðîäîëæåíèè ìàöóáàðîâñêèõ âåëèœèí.

Îòìåòèì çäåñü æå, œòî äëß íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì èìååòñß âîçìîæíîñòü èçáåæàòü èñïîëüçîâàíèß ìàöóáàðîâñêèõ âåëèœèí. Â ýòîì ñëóœàå, êàê ìû âèäåëè â ï. 5.1.1., âûðàæåíèå (7.25) äëß âîñïðèèìœèâîñòè Êóáî ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó (5.10), ñîäåðæàùåìó çàïàçäûâàþùóþ è îïåðåæàþùóþ ôóíêöèè Ãðèíà. Â îòëèœèå îò ìàöóáàðîâñêîé âîñïðèèìœèâîñòè, îäíàêî, ðåçóëüòàò (5.10) íå èìååò ìåñòà äëß âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñèñòåì. Â èçâåñòíîì ñìûñëå, òåõíèêà Êåëäûøà ïîçâîëßåò îáîáùèòü ôîðìóëó (5.10) íà ñëóœàé ïðîèçâîëüíûõ íåðàâíîâåñíûõ ñèñòåì.

Ëèòåðàòóðà: Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèë ìàöóáàðîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêè ïðèâåäåíî â [1], ãë. III è [6], ãë. IV. Îïðåäåëåíèå âðåìåííû́õ (çàïàçäûâàþùèõ è îïåðåæàþùèõ) ôóíêöèé Ãðèíà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ ìîæíî íàéòè â [6], § 36 è [1], § 17. Ñâßçü ìåæäó ìàöóáàðîâñêèìè, çàïàçäûâàþùèìè è îïåðåæàþùèìè ôóíêöèßìè Ãðèíà ðàññìîòðåíà â [6], § 37 è [1], § 17. Èñïîëüçîâàíèå ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé äëß âûœèñëåíèß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà îáñóæäàåòñß â [1], § 16, § 17, ï. 5.

7.3. Задачи 34–42

З ад ача 34. (Çàòóõàíèå îñöèëëßöèé.) Ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå ðàñïðåäåëåíèå ôåðìè-œàñòèö ïî ýíåðãèßì ðàçìûâàåòñß íà âåëèœèíó ïîðßäêà T , œòî ñîîòâåòñòóåò íåîïðåäåëåííîñòè ðàäèóñà ôåðìè-ñôåðû ffip_0 ß T=v_F . Ïðîñòðàíñòâåííûå îñöèëëßöèè ñ k = 2p_0, èìåþùèå ìåñòî äëß íåîäíîðîäíîé ôåðìè-ñèñòåìû â îñíîâíîì ñîñòîßíèè ñîîòâåòñòâåííî âèäîèçìåíßþòñß.

3) Õîðîøåå èçëîæåíèå òåõíèêè Êåëäûøà ìîæíî íàéòè â îáçîðå: J. Rammer, H. Smith// Rev. Mod. Phys. 1986. V. 58(2). P. 323–359; ñì. òàêæå [8], § 92–95.

142 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

Ðàññìîòðèòå îñöèëëßöèè^4) Ôðèäåëß (ñì. çàäàœó 8) (à) è Ðóäåðìàíà–Êèòòåëß (ñì. çàäàœó 22) (á), è ïîëóœèòå äëß íèõ âûðàæåíèß, âåðíûå ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå T ø E_F . Ïîêàæèòå, œòî îñöèëëßöèè ñîõðàíßþòñß íà ðàññòîßíèßõ ìåíüøå òåïëîâîé äëèíû l_ò = ℏv_F =(2ßT ) è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò ïðè r ≳ l_ò.

З ад ача 35. (Òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë è ôóíêöèè Ãðèíà.) Ðàññìîòðèì âçàèìîäåéñòâóþùóþ ôåðìè-ñèñòåìó, â êîòîðîé ñóùåñòâåííûìè ßâëßþòñß äèàãðàììû òèïà ¿ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü£, à áîëåå ñëîæíûå äèàãðàììû, òàêèå íàïðèìåð, êàê ïîïðàâêà ê âåðøèíå âçàèìîäåéñòâèß, íåñóùåñòâåííû. (Ïîäîáíàß ñèòóàöèß èìååò ìåñòî äëß ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëå.) Äëß íàõîæäåíèß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà � â ýòîì ñëóœàå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äèàãðàììû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 7.1. Ñóììà ýòîãî äèàãðàììíîãî ðßäà äàåò èçìåíåíèå òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà � � �_0 â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèß.

Ðèñ. 7.1

а. Ïîêàæèòå, œòî òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë � âûðàæàåòñß œåðåç ôóíêöèþ Ãðèíà

G_ff(i”_n; p) = 1 i”n � ¸ff(p) � �ff(i”n; p)

; (7.29)

ãäå ff — ñïèíîâûé èíäåêñ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� = T P n;p;ff

e^{i”nø} ln G_ff(i”_n; p); ø ! +0: (7.30)

б. (Ýíòðîïèß è òåïëîåìêîñòü.) Œòîáû èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (7.30) äëß âûœèñëåíèß òåðìîäèíàìèœåñêèõ ôóíêöèé, ïîëåçíî ïðèâåñòè åå ê âèäó, ñîäåðæàùåìó âìåñòî ñóììû ïî ìàöóáàðîâñêèì œàñòîòàì èíòåãðàë ïî âåùåñòâåííûì œàñòîòàì. Âîñïîëüçóéòåñü äëß ýòîãî ïðàâèëîì T P n f(”_n) = 1 4ßi ∮ th ” 2T f(”) d” (”_n = ßT (2n + 1)) (7.31)

è ïåðåéäèòå ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî êîíòóðó, îáõîäßùåìó ìíèìóþ îñü, íà êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ïîëþñû ôóíêöèè th(”=2T ).

4) Íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ r Æ p^{�1}_0 óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Ãðèíà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè — ñì. çàäàœó 22 è íàœàëî § 38 [1].

7.3 ] Çàäàœè 34 –42 143

Íàéäèòå ëèíåéíûé ïî T œëåí â òåïëîåìêîñòè^5) ìåòàëëà ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ T ø !_D ñ óœåòîì ýôôåêòîâ ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëóœàå ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü �(”; p) íå çàâèñèò îò p è ïðè ìàëûõ ýíåðãèßõ j”j ø !_D ñ õîðîøåé òîœíîñòüþ äàåòñß âûðàæåíèåì �(”) = �b” (ñì. çàäàœó 29 è [1], § 21, ï. 3).

З ад ача 36. (Òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë ôåðìèîííîé öåïîœêè.) Ðàññìîòðèì ôåðìèîííóþ öåïîœêó (1.20)

H =^1 P i=�1

J_1a^+_i a_{i+1} + J_1a^+_{i+1}a_i + J_2a^+_i a^+_{i+1} + J_2a_{i+1}a_i � Ba^+_i a_i;

(7.32)

îáñóæäàâøóþñß â çàäàœàõ 2 è 20. Ôóíêöèß Ãðèíà äëß ýòîé ñèñòåìû áûëà íàéäåíà â çàäàœå 20. Èñïîëüçóß ôóíêöèþ Ãðèíà, íàéäèòå òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë �.

З ад ача 37. (Ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü.)

а. Äîêàæèòå òåîðåìó îá àíàëèòèœåñêîì ïðîäîëæåíèè, ñôîðìóëèðîâàííóþ â ï. 7.2.1.. Çàïèøèòå ìàöóáàðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü è âîñïðèèìœèâîñòü Êóáî ïðè êîíåœíîé òåìïåðàòóðå â áàçèñå òîœíûõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû è ïîêàæèòå, œòî âòîðîå âûðàæåíèå ïîëóœàåòñß èç ïåðâîãî àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì œàñòîòû ! ñ äèñêðåòíûõ çíàœåíèé 2ßinT íà âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè (n ¿ 0) íà âåùåñòâåííóþ îñü (ñì. [1], § 17, § 37, ï. 2; [6], § 91).

б. Èñïîëüçóß òåîðåìó îá àíàëèòèœåñêîì ïðîäîëæåíèè, ðåøèòå ñíîâà çàäàœó 24 á, â êîòîðîé òðåáóåòñß íàéòè äèíàìèœåñêóþ ñïèíîâóþ âîñïðèèìœèâîñòü èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà.

в. (¿Ïàðàäîêñ£.) Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ñïèí s = 1=2 ïðè òåìïåðàòóðå T è íàéäåì åãî âîñïðèèìœèâîñòü Ø ïî îòíîøåíèþ ê ñëàáîìó âíåøíåìó ïîëþ äâóìß ðàçëèœíûìè ñïîñîáàìè: ïî ôîðìóëå Êóáî è ìåòîäîì àíàëèòèœåñêîãî ïðîäîëæåíèß. Ïîñêîëüêó â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé ãàìèëüòîíèàí H_0 = 0, â äàííîì ñëóœàå îïåðàòîð ñïèíà íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó êîììóòàòîð â ôîðìóëå Êóáî îáðàùàåòñß â íóëü, [bs_ff(t);bs_ff(t^0)] = 0 è, íà ïåðâûé âçãëßä, Ø = 0. Ïîêàæèòå, œòî ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü â äàííîì ñëóœàå äàåò çàêîí Êþðè: Ø = ¯^2=T , ãäå ¯ — ìàãíèòíûé ìîìåíò. Ðàçðåøèòå âîçíèêàþùèé ïàðàäîêñ.

З ад ача 38. (Ôëóêòóàöèè ñìåùåíèé ðåøåòêè.) Ôëóêòóàöèè ñìåùåíèé (6.1) àòîìîâ êðèñòàëëèœåñêîé ðåøåòêè, âîçíèêàþùèå âñëåäñòâèå íóëåâûõ êîëåáàíèé è òåïëîâîãî äâèæåíèß, îïèñûâàþòñß êîððåëßöèîííîé ôóíêöèåé hu_ff(r)u_fi(r^0)i_ò. Âûðàçèòå êîððåëßòîð ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò ñìåùåíèé

C_ò(r) = hu_k(r)u_k(0)i_ò; u_k(r) = P k 1 jkj (ku_k)e^{ikr}; (7.33)

5) Ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå äàåò òàêæå íåëèíåéíûé ïî òåìïåðàòóðå âêëàä â òåïëîåìêîñòü ìåòàëëà: ffiC ß (T=!D)^2 ln (!D=T ) — ñì. [1], § 21, ï. 4.

144 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

œåðåç òåìïåðàòóðíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ D(i!_n; k) (ñì. (7.15), (7.19)), è ïîëóœèòå äëß C_ò(r) îáùóþ ôîðìóëó, ñïðàâåäëèâóþ ïðè ïðîèçâîëüíîì çàêîíå äèñïåðñèè ôîíîíîâ.

Íàéäèòå êîððåëßòîð ñìåùåíèé C_ò(r) äëß îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû â ðàçìåðíîñòßõ D = 1; 2; 3, ñœèòàß çàêîí äèñïåðñèè ôîíîíîâ ëèíåéíûì. Ðàññìîòðèòå C_ò(r) ïðè T 6= 0 è T = 0, âûäåëßß �C_ò(r) = C_ò(r) � C_0(r). Íàéäèòå ïî ïîðßäêó âåëèœèíû çàâèñèìîñòü C_0(r) è �C_ò(r) îò T è r ïðè T ! 0, r ! 1. Îïðåäåëèòå ñïîñîá îáðåçàíèß èíòåãðàëîâ, ðàñõîäßùèõñß èíôðàêðàñíî (íà áîëüøèõ ðàññòîßíèßõ) è óëüòðàôèîëåòîâî (íà ìàëûõ ðàññòîßíèßõ).

З ад ача 39. (Ïåðåõîä Ïàéåðëñà: êðèòèœåñêàß òåìïåðàòóðà è ôëóêòóàöèè.) Âåðíåìñß ê çàäàœå 32, ãäå èçóœàëàñü ïàéåðëñîâñêàß íåóñòîéœèâîñòü îäíîìåðíîãî ôåðìè-ãàçà, âîçíèêàþùàß âñëåäñòâèå ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. Ðàññìîòðèì òåìïåðàòóðíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ D(i!_n; k) ñ óœåòîì ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß.

a. Íàéäèòå ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(i!_n; k) ïðè jkj ß 2p_0 è T øE_F . Ðàññìîòðèòå êîððåëßöèîííóþ ôóíêöèþ ôóðüå-êîìïîíåíò ñìåùåíèé:

C_ò(k) = hu_k(t) u_{�k}(t)i_ò (7.34)

ïðè k áëèçêèõ ê �2p_0. Íàéäèòå òåìïåðàòóðó T_c, ïðè êîòîðîé C_ò(k) ! 1.

б. Âáëèçè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà T = T_c ñïåêòð ôîíîíîâ ¿ñìßãœàåòñß£. Èç-çà ýòîãî âîçðàñòàþò òåïëîâûå ôëóêòóàöèè ãàðìîíèê ïîëß ñìåùåíèé u(r; t) ñ jkj ß 2p_0. Èíòåðåñóþùóþ íàñ œàñòü ïîëß ñ k âáëèçè �2p_0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u(r; t) = Re � Q(r; t) e^{2ip0r} � (7.35)

ãäå Q(r; t) — ïëàâíî çàâèñßùàß îò êîîðäèíàò ôóíêöèß. Ïîêàæèòå, œòî ïðè T íåìíîãî âûøå T_c ñïåêòð ôëóêòóàöèé Q(r; t) èìååò ëîðåíöåâ âèä

hQ_k(t)Q_{�k}(t)i = A ak^2 + ø

; ø ȷ T � T^c Tc ø 1; jkj ø T^c vF : (7.36)

Íàéäèòå ïðîñòðàíñòâåííóþ çàâèñèìîñòü êîððåëßòîðà ñìåùåíèé C_ò(r), îïðåäåëåííîãî âûðàæåíèåì (7.33). Îáðàòèòå âíèìàíèå, œòî ïðè âûäåëåíèè â âûðàæåíèè äëß C_ò(r) ñèëüíî ôëóêòóèðóþùåé œàñòè, èç âñåé ñóììû ïî !_n = 2ßnT îñòàåòñß òîëüêî œëåí ñ n = 0. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê êëàññèœåñêîé òåðìîäèíàìèêå.

Âûðàæåíèå (7.36) íàçûâàþò çàêîíîì Îðíøòåéíà–Öåðíèêå. Îíî îïèñûâàåò êîððåëßöèîííóþ ôóíêöèþ ïàðàìåòðà ïîðßäêà âáëèçè T_c â òåîðèè ñðåäíåãî ïîëß äëß ëþáîãî ôàçîâîãî ïåðåõîäà.

З ад ача 40. (Ñâßçü ìåæäó çàïàçäûâàþùèìè, îïåðåæàþùèìè è ìàöóáàðîâñêèìè ôóíêöèßìè.)

а. Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèß (7.23), ñâßçûâàþùèå ìàöóáàðîâñêóþ ôóíêöèþ íà âåðõíåé (íèæíåé) ìíèìîé ïîëóîñè ñ àíàëèòèœåñêèì ïðî-

7.3 ] Çàäàœè 34 –42 145

äîëæåíèåì çàïàçäûâàþùåé (îïåðåæàþùåé) ôóíêöèè Ãðèíà ñ âåùåñòâåííîé îñè â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîëóïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé œàñòîòû.

б. Ñóùåñòâóåò âåñüìà ïîëåçíûé ìåòîä âûœèñëåíèß ìàöóáàðîâñêèõ äèàãðàìì, îïèðàþùèéñß íà àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèé Ãðèíà^6) . Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ¿àâòîìàòèçèðîâàòü£ ïðîöåäóðó àíàëèòèœåñêîãî ïðîäîëæåíèß, íåîáõîäèìóþ äëß ïåðåõîäà îò ìàöóáàðîâñêèõ ê çàïàçäûâàþùèì è îïåðåæàþùèì ôóíêöèßì. Êðîìå òîãî, îí ïîçâîëßåò âûïîëíèòü â ßâíîì âèäå ñóììèðîâàíèå ïî ìàöóáàðîâñêèì œàñòîòàì â ëþáîé äèàãðàììå.

Â êàœåñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü �(i”_n; p) ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè Ãðèíà ýëåêòðîíà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ôîíîíàìè:

�(i”_n; p) = �g^2T P i”^0_m ∫ G(i”^0_m; p_1)D(i”_n � i”^0_m; p � p_1) dp^1 (2ß)^3

: (7.37)

Ñîîòâåòñòâóþùàß äèàãðàììà èçîáðàæåíà íà ðèñ. 4.10.

Âûïîëíèòå ñóììèðîâàíèå â (7.37) â îáùåì âèäå, ïîëüçóßñü àíàëèòèœåñêèìè ñâîéñòâàìè ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé (7.23), (7.24). Ïîëóœèòå ôîðìóëó^7)

�^R(”; p) = g 2 2ß^2 ∫ d^3p1 (2ß)^3 1∫ �1 d! 1∫ �1 ` th ” 0 2T + cth ! 2T ´ �

� Im G

R(”^0; p1) Im D^R(!; p � p1) ” � ”^0 � ! + i0 d”^0; (7.38)

ãäå èíòåãðàë áåðåòñß ïî âåùåñòâåííûì ”^0 è !. Âûðàæåíèå (7.38) ïî ñâîåé ñòðóêòóðå íàïîìèíàåò ïîëóœåííûå â çàäàœå 24á ôîðìóëû (5.57), (5.53), äàþùèå âîñïðèèìœèâîñòü ïðè T = 0 è ßâíî óœèòûâàþùèå àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà, ñëåäóþùèå èç ïðèíöèïà ïðèœèííîñòè.

З ад ача 41. (Äèíàìèêà âáëèçè ïåðåõîäà.) Ðàññìîòðèì äèíàìèêó ýëåêòðîíîâ è ôîíîíîâ â îäíîìåðíîé ñèñòåìå ïðè òåìïåðàòóðå âáëèçè ïåðåõîäà Ïàéåðëñà. Áóäåì ñœèòàòü, œòî T íåñêîëüêî âûøå T_c. Ïðè ýòîì, êàê ìû âûßñíèëè â çàäàœå 39, â ñèñòåìå èìåþòñß ñèëüíûå ôëóêòóàöèè ïîëß ñìåùåíèé ðåøåòêè ñ k âáëèçè �2p_0. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, œòî äèíàìèêà ôîíîíîâ ñ òàêèìè k ßâëßåòñß ìåäëåííîé.

а. Íàéäèòå çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ, èñïîëüçóß âûðàæåíèå äëß ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè Ãðèíà, íàéäåííîå â çàäàœå 39.

б. Íàéäèòå çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ýëåêòðîíîâ, îïèñûâàþùóþ ýôôåêò ðàññåßíèß ýëåêòðîíîâ íà ôëóêòóàöèßõ ïîëß ñìåùåíèé âáëèçè T_c. Ñœèòàéòå ðàññåßíèå ñëàáûì è íàéäèòå ñîáñòâåííî-

6) Ñì. ðàáîòó: Ã. Ì. Ýëèàøáåðã// ÆÝÒÔ. 1960. Ò. 39. Ñ. 1437, à òàêæå [1], § 21, ï. 3; [6], § 96.

7) Ìíèìàß œàñòü ôóíêöèé Ãðèíà â (7.38) îïðåäåëåíà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Â œàñòíîñòè, äëß ñâîáîäíûõ œàñòèö Im(” � ¸ + i0)^{�1} = �ßffi(” � ¸).

146 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü (7.38) âî âòîðîì ïîðßäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ c ¿ìßãêèìè£ ôîíîíàìè, ôóíêöèß Ãðèíà êîòîðûõ ïîëóœåíà â à.

З ад ача 42*. (Âçàèìîäåéñòâèå âàí-äåð-Âààëüñà ïðè T ¿ 0.) Ðàññìîòðèì äâà àòîìà íà ðàññòîßíèè r äðóã îò äðóãà. Ïðè r ìíîãî áîëüøåì ðàçìåðà àòîìîâ a_B = ℏ^2=me^2 îáìåííîå âçàèìîäåéñòâèå, îáßçàííîå ñâîèì ñóùåñòâîâàíèåì òóííåëèðîâàíèþ ýëåêòðîíîâ, ñòàíîâèòñß ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûì, è îñíîâíûì ßâëßåòñß âàí-äåð-âààëüñîâî âçàèìîäåéñòâèå, âîçíèêàþùåå áëàãîäàðß ôëóêòóàöèßì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß. Ïîòåíöèàë ýòîãî âçàèìîäåéñòâèß, êàê ïðè íóëåâîé, òàê è ïðè êîíåœíîé òàìïåðàòóðå, ìîæíî âûðàçèòü œåðåç ïîëßðèçóåìîñòè àòîìîâ.

Ïðåäïîëîæèì, œòî îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé íàõîäßòñß äâà àòîìà, çàïîëíåíà ðàâíîâåñíûì èçëóœåíèåì ñ òåìïåðàòóðîé T . Íà êàæäûé èç àòîìîâ ñî âñåõ ñòîðîí ïàäàåò ñâåò è, ðàññåèâàßñü, îêàçûâàåò äàâëåíèå. Äëß îäíîãî àòîìà ñèëû äàâëåíèß êîìïåíñèðóþòñß, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå èçëóœåíèß ïî óãëàì èçîòðîïíî. Åñëè æå èìååòñß âòîðîé àòîì, òî îí ýêðàíèðóåò œàñòü èçëóœåíèß, ïàäàþùåãî íà ïåðâûé àòîì, è ïîßâëßåòñß ðåçóëüòèðóþùàß ñèëà ïðèòßæåíèß^8) .

Âûðàçèòå ýòó ñèëó œåðåç ïîëßðèçóåìîñòè àòîìîâ, ñœèòàß èõ îñíîâíûå ñîñòîßíèß èçîòðîïíûìè, ò. å. õàðàêòåðèçóþùèìèñß îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì L = 0. Èñïîëüçóéòå òåìïåðàòóðíûå ãðèíîâñêèå ôóíêöèè ôîòîíîâ D_{fffi}(r_1; r_2; ø_1 � ø_2) = �hT_ø A_ff(r_1; ø_1)A_fi(r_2; ø_2)i_ò â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå A_0 = Φ = 0. Â ìàöóáàðîâñêîì ôóðüåïðåäñòàâëåíèè îíè èìåþò âèä

D_{fffi}(i!_n; k) = � 4ßℏ !^2_n=c^2 + k^2 ` ffi_{fffi} + c

2kffk_fi !^2_n ´ (7.39)

(ñì. [1], § 28, ôîðìóëà (28.27 á); [6], § 79)

Âàí-äåð-âààëüñîâî âçàèìîäåéñòâèå åñòü œàñòíûé ñëóœàé òàê íàçûâàåìîé êîððåëßöèîííîé ýíåðãèè ñèñòåìû, ñîñòîßùåé èç äâóõ èëè áîëüøåãî œèñëà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîäñèñòåì. Êîððåëßöèîííàß ýíåðãèß, íàéäåííàß â íèçøåì íåèñœåçàþùåì ïîðßäêå ïî âçàèìîäåéñòâèþ, âñåãäà îòðèöàòåëüíà, ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïîïðàâêó ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß âòîðîãî ïîðßäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ. Äðóãîé ïðèìåð ñèñòåìû, â êîòîðîé êîððåëßöèîííàß ýíåðãèß èãðàåò âàæíóþ ðîëü — ýëåêòðîííàß ôåðìè-æèäêîñòü (ñì. çàäàœè 48á è 49).

7.4. Решения задач 34–42

34а. Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäàœó ïî àíàëîãèè ñ çàäàœåé 8. Ðàññìîòðèì ìàöóáàðîâñêóþ ôóíêöèþ Ãðèíà G(ø; x; x^0) = �hT_ø (x; 0) ^+(x^0; ø)i_ò (7.40)

8) Åñëè áû âìåñòî àòîìîâ â ïðîñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì èçëóœåíèåì, íàõîäèëèñü äâà îäèíàêîâûõ ìàêðîñêîïèœåñêèõ ïîãëîùàþùèõ øàðà, òî ñèëà ïðèòßæåíèß ìåæäó íèìè ñïàäàëà áû êàê 1=r^2. Ýòî ñïðàâåäëèâî ïðè äèàìåòðå øàðîâ a ø r ø T a^2=cℏ. Â XVIII â. ïîäîáíûé ìåõàíèçì ïðåäëàãàëñß äëß îáúßñíåíèß çàêîíà òßãîòåíèß.

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 147

è çàïèøåì ïëîòíîñòü œàñòèö n(x) â âèäå n(x) = 2 lim_{ø !�0} G(ø; x; x) (7.41)

(ìíîæèòåëü 2 óœèòûâàåò ñïèí). Êàê è â çàäàœå 8, ôóíêöèß Ãðèíà ïðè íàëèœèè ñòåíêè ïîëóœàåòñß ìåòîäîì èçîáðàæåíèé: G(ø; x; x^0) = G_0(ø; x; x^0) � G_0(ø; x; �x^0); (7.42) ãäå G_0(ø; x; x^0) — ãðèíîâñêàß ôóíêöèß ôåðìè-ãàçà íà ïðßìîé �1 ¡ < x ¡ 1. Îòñþäà ïîëóœàåòñß òàêîå âûðàæåíèå äëß ïëîòíîñòè œàñòèö:

n(x) = 2 ı G_0(ø = �0; x = 0) � G_0(ø = �0; 2x) ȷ : (7.43)

Œòîáû íàéòè G_0(ø; x), âñïîìíèì, œòî åå ôóðüå-îáðàç åñòü G_0(i!_n; p) = = 1=(i!_n � ¸_p). Ïîýòîìó

G_0(ø; x) = T P !_n ∫ e^{ipx�i!n ø} i!n � ¸p dp 2ß : (7.44)

Ïåðåéäåì â (7.44) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸, âûäåëßß îáëàñòè èìïóëüñîâ p ß �p_0:

G_0(ø; x) = T 2ßvF P !_n

e^{�i!nø} ` e^{ip0x} ∫ e^{i¸x=vF} i!n �¸ d¸ + e^{�ip0x} ∫ e^{�i¸x=vF} i!n �¸ d¸ ´

(7.45) Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

I(ø; x) = P !_n

e^{�i!nø} ∫ e^{i¸x=vF} i!n �¸ d¸: (7.46)

Âûœèñëèì I(ø; x) ïðè x ¿ 0. Çàìûêàß êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß ïî ¸ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, ïîëóœàåì

I(ø; x) = �2ßi P !_n¿0

e^{�!n(x+ivF ø )=vF} = �ßi sh(ßT (x=vF + iø ))

: (7.47)

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî âûðàæåíèå (7.47) ñïðàâåäëèâî è ïðè x ¡ 0. Â ðåçóëüòàòå

G_0(ø; x) = �i T 2vF ` e^{ip0x} sh (ßT (x=vF + iø )) � e �ip0x

sh (ßT (x=vF � iø )) ´ ; (7.48)

îòêóäà G_0(ø ! �0; x) = T sin p^0x vF sh (ßT x=vF )

: (7.49)

Òåïåðü, ïîëüçóßñü (7.43), ìîæíî íàéòè ïëîòíîñòü œàñòèö:

n(x) = 2T vF ` vF p0 ßT � sin (2p^0x) sh (2ßT x=vF ) ´ = n_0 ` 1 � ßT sin (2p^0x) vF p0 sh (2ßT x=vF ) ´ ; (7.50)

148 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ãäå n_0 = 2p_0=ß — ïëîòíîñòü ãàçà âäàëè îò ñòåíêè. Ïðè T ! 0 ýòî âûðàæåíèå, îœåâèäíî, âîñïðîèçâîäèò îòâåò çàäàœè 8. Çàìåòèì òàêæå, œòî ïðè x Æ v_F =2ßT îñöèëëßöèè ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò. Õàðàêòåðíîå œèñëî îñöèëëßöèé N ß p_0v_F =ßT âåëèêî ïðè òåìïåðàòóðàõ, ìíîãî ìåíüøèõ ýíåðãèè Ôåðìè.

34б. Ýôôåêò Ðóäåðìàíà–Êèòòåëß ðàññìîòðèì ïî àíàëîãèè ñ çàäàœåé 23. Â ïåðâóþ îœåðåäü íàì ïîíàäîáèòñß ìàöóáàðîâñêàß ôóíêöèß Ãðèíà â êîîðäèíàòíî-ýíåðãåòèœåñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Âûœèñëèì åå, êàê â çàäàœå 22:

G(i!_n; r) = ∫ d^3p (2ß)^3 e^{ipr} i!n � ¸p

= ˚^0 pr ∫ sin[(p0 + ¸=vF )r] i!n �¸ d¸ =

= ˚^0 2ipr ∫ e^{i(p0+¸=vF )r} � e^{�i(p0+¸=vF )r} i!n �¸ d¸ = � m 2ßr e^{ir(p0+i!n=vF )sgn !n} :

(7.51) Òîœíî òàê æå, êàê è â çàäàœå 23, âûðàçèì ïëîòíîñòü ñïèíà œåðåç ôóíêöèþ Ãðèíà. Âñå âûêëàäêè îòëèœàþòñß ëèøü çàìåíîé �i íà �1 â îïðåäåëåíèßõ ôóíêöèé Ãðèíà è â îïåðàòîðå âîçìóùåíèß. Ïîýòîìó

œ^i(r) = 2JS^i T P !_n

G^2_0(i!_n; r); (7.52)

œòî ïðèâîäèò ê

œ_i(r) = 2JS_iT ı m 2ßr ȷ_2 ı P

!_n¿0

e^{2ip0r�2!nr=vF} + P !_n¡0

e^{�2ip0r+2!nr=vF} ȷ : (7.53) Âûïîëíßß ñóììèðîâàíèå ïî !_n, ïîëóœàåì

œ^i(r) = JS^i m 2T 2ß^2r^2 cos(2p0r) sh(2ßT r=vF )

: (7.54)

Ïðè T ! 0 ýòî âûðàæåíèå ïåðåõîäèò â ïîëóœåííîå ðàíåå. Äëèíà, íà êîòîðîé çàòóõàþò îñöèëëßöèè, îêàçûâàåòñß ðàâíîé v_F =(2ßT ), êàê è äëß ôðèäåëåâñêèõ îñöèëëßöèé (7.50).

35а. Êàê èçâåñòíî, ñóììèðîâàíèå ðßäà äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà îñëîæíßåòñß òåì, œòî ïî ñðàâíåíèþ ñ ðßäîì äëß ôóíêöèè Ãðèíà êàæäàß èç äèàãðàìì ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 1=n, ãäå n — ïîðßäîê äèàãðàììû ïî âçàèìîäåéñòâèþ. Êàíîíèœåñêèé ñïîñîá ïðåîäîëåíèß ýòîé òðóäíîñòè — äèôôåðåíöèðîâàíèå äèàãðàìì ïî êîíñòàíòå ñâßçè, óñòðàíßþùåå ìíîæèòåëè 1=n. Â ñëóœàå æå äèàãðàìì, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 7.1, â èñïîëüçîâàíèè ïîäîáíîãî ïðèåìà íåò íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó èìåþùèéñß ðßä ëåãêî ñóììèðóåòñß. Äåéñòâèòåëüíî, n-é œëåí ðßäà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé çàìêíóòóþ ïåòëþ èç n ôóíêöèé G_{0;ff}(i”_n; p) è n ôóíêöèé �_ff(i”_n; p). Åãî âêëàä â òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë åñòü

ffi�_n = 1 n T P m;p;ff

(G_{0;ff}(i”_m; p)�_ff(i”_m; p))^n : (7.55)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 149

Ñóììà ýòèõ âêëàäîâ åñòü íå œòî èíîå êàê

� � �_0 = �T P m;p;ff

ln (1 � G_{0;ff}(i”_m; p)�_ff(i”_m; p)) = = T P m;p;ff

ln G^ff(i”^m; p) G0;ff(i”m; p)

: (7.56)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïðîâåðèòü, œòî äëß ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ

�_0 = T P m;p;ff

e^{i”m ø} ln (G_{0;ff}(i”_m; p)) ; ø ! +0: (7.57)

Œòîáû äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå (7.57), ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

F (a) = �T^1 P m=�1

e^{i”m ø} ln (i”_m � a) ; (7.58)

ãäå ”_m = ßT (2m + 1), ø ! +0. Äèôôåðåíöèðóß ýòî âûðàæåíèå ïî a, ïîëóœàåì

F^0(a) = �T^1 P m=�1

e^{i”m ø} a � i”m = 1 e^{fia} + 1

: (7.59)

Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî óáåäèòüñß, çàìåòèâ, œòî ïîëþñû âûðàæåíèß 1=(e^{fia} + 1) è âûœåòû â íèõ ñîâïàäàþò ñ ïîëþñàìè è âûœåòàìè âûðàæåíèß ïîä çíàêîì ñóììû â (7.59). Ýòî óñëîâèå îïðåäåëßåò çàâèñèìîñòü F^0 îò a ñ òîœíîñòüþ äî íåèçâåñòíîé öåëîé ôóíêöèè a. Œòîáû íàéòè ýòó öåëóþ ôóíêöèþ (è óáåäèòüñß â òîì, œòî îíà ðàâíà íóëþ) ìîæíî ðàññìîòðåòü âûðàæåíèå (7.59) ïðè áîëüøèõ Re a. Â ïðåäåëå j Re aj Æ T ñóììó â (7.59) ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì 1 2ßi i1∫ �i1 e^{zø} z � a dz = æ 1 ïðè Re a ¡ 0; 0 ïðè Re a ¿ 0:

(7.60)

Ïîëóœàþùàßñß çàâèñèìîñòü îò a ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé âûðàæåíèß �(e^{fia} + 1)^{�1}.

Çíàß F^0(a), íåòðóäíî íàéòè F (a) ïðßìûì èíòåãðèðîâàíèåì:

F (a) = � 1∫ ¸ 1 e^{fia} + 1 da = T 0∫ e^{�fi¸} 1 1 + e^{�fia} de^{�fia} = �T ln(1 + e^{�fi¸}): (7.61)

Äàííîå âûðàæåíèå åñòü íå œòî èíîå, êàê òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë îäíîãî ôåðìèîíà ñ ýíåðãèåé ¸. Îòñþäà òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (7.57) ïîëóœàåòñß ñóììèðîâàíèåì ïî ñîñòîßíèßì âñåõ ôåðìèîíîâ ñèñòåìû.

35б. Ðàññìîòðèì îáùåå âûðàæåíèå (7.30) äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà è, íå êîíêðåòèçèðóß ïîêà âèä ôóíêöèè Ãðèíà, ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå ê ôîðìå, óäîáíîé äëß âûœèñëåíèß òåðìîäèíàìèœåñêèõ

150 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ôóíêöèé. Ïðåäñòàâèì ñóììó ïî ”_m = ßT (2m + 1) â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà: � = P p;ff ` ∫ C_1 + ∫ C_2 ´ th z 2T ln G_ff(z; p)e^{zø} dz 4ßi ; (7.62)

ãäå êîíòóðû C_1 è C_2 îõâàòûâàþò âåðõíþþ è íèæíþþ ìíèìûå ïîëóîñè Im z ¿ 0 è Im z ¡ 0, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.2.

Íàéäåì ýíòðîïèþ S = �@�=@T , äèôôåðåíöèðóß èíòåãðàë (7.62) ïî ïàðàìåòðó T : S = P p;ff ` ∫ C_1 + ∫ C_2 ´ z 2T^2 ch^2(z=2T ) ln G_ff(z; p)e^{zø} dz 4ßi ; (7.63)

ãäå G_ff(z; p) åñòü àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè Ãðèíà ñ ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ïîëóîñè ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòè Im z ¿ 0 è Im z ¡ 0.

Âûðàæåíèå (7.63) âåñüìà óäîáíî äëß âûœèñëåíèé, ïîñêîëüêó ôóíêöèß 1= ch^2(z=2T ) ýñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàåò ïðè óäàëåíèè z îò

Ðèñ. 7.2 ìíèìîé îñè. Ýòî îáñòîßòåëüñòâî ïîçâîëßåò ðàçâåðíóòü êîíòóðû, íàïðàâèâ èõ âäîëü âåùåñòâåííîé îñè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.2. Â ïîëóœèâøåìñß âûðàæåíèè ìîæíî ïðåíåáðåœü ìíîæèòåëåì e^{zø} , ïîñêîëüêó ôóíêöèß 1= ch^2(z=2T ) îáåñïåœèâàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïî z.

Çàìåòèì òåïåðü, œòî àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè â îáëàñòè Im z ¿ 0 äàåò çàïàçäûâàþùóþ ôóíêöèþ G^R(z; p), à â îáëàñòè Im z ¡ 0 — îïåðåæàþùóþ ôóíêöèþ G^A(z; p) (ñì. çàäàœó 40). Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî êîíòóðàì eC_1 è eC_2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà ïî âåùåñòâåííûì z îò âûðàæåíèß, ñîäåðæàùåãî ðàçíîñòü ln G^R(z; p) � ln G^A(z; p). Ýòî äàåò ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ ôîðìóëó: S = P p;ff 1∫ �1 ” 2T^2 ch^2(”=2T ) ln G R ff (”; p) G^A_ff (”; p) d” 4ßi : (7.64)

Îòìåòèì, œòî ïðè âåùåñòâåííîì ” âåëèœèíû G^R_ff (”; p) è G^A_ff (”; p) êîìïëåêñíî ñîïðßæåíû, è çíàœèò âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â (7.64) åñòü íå œòî èíîå, êàê 2i arg G^R_ff (”; p). Ïîýòîìó âûðàæåíèå (7.64) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: S = P p;ff 1∫ �1 ” 2T^2 ch^2(”=2T ) arg G^R_ff (”; p) d” 2ß : (7.65)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 151

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ Ãðèíà ýëåêòðîíîâ, â êîòîðóþ âêëþœåíà ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü, îïèñûâàþùàß âçàèìîäåéñòâèå ñ ôîíîíàìè. Êàê áûëî âûßñíåíî â çàäàœå 29, â äàííîì ñëóœàå ñîáñòâåííîýíåðãåòèœåñêàß œàñòü ïðàêòèœåñêè íå çàâèñèò îò èìïóëüñà, ßâëßßñü ôóíêöèåé îäíîé ëèøü ýíåðãèè. Çàïàçäûâàþùàß ôóíêöèß Ãðèíà â ýòîì ñëóœàå åñòü G^R(”; p) = (” � �(”) � ¸(p) + i0)^{�1}. Ñœèòàß äëß ïðîñòîòû �(”) âåùåñòâåííûì, ïîëóœàåì

arg G^R(”; p) = æ �ß ïðè ¸(p) ¿ ” � �(”); 0 ïðè ¸(p) ¡ ” � �(”):

(7.66)

Ïðîñóììèðóåì òåïåðü (7.66) ïî èïóëüñàì è ïðîåêöèßì ñïèíà. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò âêëàä îò ñîñòîßíèé ñ ýíåðãèßìè âáëèçè E_F , ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸ â êîíåœíûõ ïðåäåëàõ �¸_0 ¡ ¸ ¡ ¸_0, ãäå ¸_0 ß E_F . Âûœèñëßåì èíòåãðàë: P p;ff arg G^R(”; p) = �2ß˚_0

¸_0∫

�¸_0

` (¸ � ” + �(”)) d¸ =

= 2ß˚_0 (” � �(”) � ¸_0) : (7.67)

Ìíîæèòåëü 2 âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ñóììèðîâàíèß ïî ñïèíàì. Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (7.65) è çàìåòèì, œòî ñëàãàåìîå �2ß˚_0¸_0 ïðèâîäèò ê èíòåãðàëó ïî ” îò íåœåòíîé ôóíêöèè, ðàâíîìó íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì íåçàâèñßùåå îò ïàðàìåòðà îáðåçêè ¸_0 îêîíœàòåëüíîå âûðàæåíèå:

S = ˚_0 1∫ �1 ” (” � �(”)) 2T^2 ch^2(”=2T ) d”: (7.68)

Ïîäñòàâëßß â (7.68) ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü â âèäå �(”) = = �b”, íàõîäèì

S = (1 + b)˚_0T 1∫ �1 x^2 2 ch^2(x=2) dx = 4ı(2)(1 + b)˚_0T; (7.69)

ãäå ı(2) = ß^2=6. Îòñþäà òåïëîåìêîñòü C = T @S=@T = (1 + b)C_0(T ), ãäå C_0 = (2ß^2=3)˚_0T — òåïëîåìêîñòü èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà.

Ïðèâåäåííîå âûœèñëåíèå íåòðóäíî îáîáùèòü íà ñëóœàé ôåðìèñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì âçàèìîäåéñòâèåì, íå ðàçðóøàþùèì ôåðìèæèäêîñòíóþ êàðòèíó. Â ýòîì ñëóœàå ïðè ìàëûõ ” è ¸ ñîáñòâåííîýíåðãåòèœåñêàß œàñòü èìååò âèä �(”; ¸) = a¸ � b”. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðè ýòîì ôîðìóëà (7.65) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé ïî T ýíòðîïèè è ðàâíîé åé òåïëîåìêîñòè C(T ) = [(1 + b)=(1 + a)]C_0(T ). Îòìåòèì, œòî òà æå ñàìàß êîíñòàíòà äàåò ïåðåíîðìèðîâêó ýôôåêòèâíîé ìàññû: m_�=m = = (1 + b)=(1 + a).

36. Êàê è â çàäàœå 20, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå ãàìèëüòîíèàíà ôåðìèîííîé öåïîœêè (1.20)) â âèäå ñóììû H_0 è H_{int}, ãäå

152 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

H_0 ñîäåðæèò âñå œëåíû, ñîõðàíßþùèå œèñëî ôåðìèîíîâ, à H_{int} — âñå

œëåíû, ìåíßþùèå œèñëî ôåðìèíîâ íà �2. Ãðàôèœåñêîå ïðåäñòàâëåíèå

Ðèñ. 7.3 ôóíêöèé Ãðèíà, ïîëóœàþùèõñß â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè, áûëî íàéäåíî â çàäàœå 20. Ñîîòâåòñòâóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà ïîêàçàíà íà ðèñ. 7.3.

Âûðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå n-ìó œëåíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòü

ffi�_n = 1 n T P ”_m ß∫ 0 � (2iJ_2 sin q)^2G_0(i”_m; p)G_0(�i”_m; �p)

�_n dp 2ß : (7.70)

Ñóììèðóß ïî n = 1; 2; : : : , ïîëóœàåì èçìåíåíèå ïîòåíöèàëà âñëåäñòâèå ïðèñóòñòâèß ¿âçàèìîäåéñòâèß£ H_{int}:

� � �_0 = �T P ”_m ß∫ 0 ln � 1 � (2iJ_2 sin q)^2G_0(i”_m; p)G_0(�i”_m; �p)

� dp 2ß =

= �T P ”_m ß∫ 0 ln ` ”^2_m + 4(J1 cos p � B)^2 + 4J^2_2 sin^2 p ”^2_m + 4(J1 cos p � B)^2 ´ dp 2ß : (7.71)

Ïîëüçóßñü ñîîòíîøåíèßìè (7.57) è (7.61), ïîëóœåííûìè â çàäàœå 35, íàõîäèì

� � �_0 = �2T ß∫ 0 ln 0 @ ch fi q (J1 cos p � B)^2 + J^2_2 sin^2 p

ch fi(J1 cos p � B) 1 A dp 2ß : (7.72)

Îòäåëßß âêëàä �_0, ïîëóœàåì èñêîìîå âûðàæåíèå äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà:

� = � T ß ß∫ 0 ln ` 2 ch fi q (J_1 cos p � B)^2 + J^2_2 sin^2 p ´ dp: (7.73)

37а. Äîêàæåì, œòî àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ìàöóáàðîâñêîé âîñïðèèìœèâîñòè (7.26) äàåò âîñïðèèìœèâîñòü Êóáî (7.25). Çàïèøåì ôîðìàëüíûå âûðàæåíèß äëß îáåèõ âîñïðèèìœèâîñòåé â áàçèñå òîœíûõ ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé jni ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû: bH jni = E_njni. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé çàìåòèì, œòî ðåœü èäåò î ìíîãîœàñòèœíûõ, à íå îá îäíîœàñòèœíûõ ñîñòîßíèßõ.

Ðàññìîòðèì ñíàœàëà âîñïðèèìœèâîñòü Êóáî:

Ø_{AB} (!) = i 1∫ 0 e^{i!t}h[ bA(t) bB(0)]i_òdt; (7.74)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 153

ãäå h: : : i_ò = Tr(e^{�fi bH} : : : )=Tr e^{�fi bH} — óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ãèááñà, à bX(t) = e^{�it bH} bX e^{it bH} — îïåðàòîð â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà. Ïåðåõîäß ê áàçèñó ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé ãàìèëüòîíèàíà H, ïîëóœàåì

Ø_{AB} (!) = i Z 1∫ 0 e^{i!t} P m;n e^{�fiEn} ı e^{�i!nm t}hnj bAjmihmj bBjni �

� e^{i!nm t}hnj bBjmihmj bAjni ȷ dt; (7.75)

ãäå !_{nm} = E_n � E_m — œàñòîòà ïåðåõîäà, a Z = Tr exp(�fi bH ) — ñòàòèñòèœåñêàß ñóììà. Ìåíßß èíäåêñû m è n âî âòîðîì œëåíå ñóììû ìåñòàìè è èíòåãðèðóß ïî t, íàõîäèì

Ø_{AB} (!) = P m;n e^{�fiEn} � e^{�fiEm} ! � !nm + i0 hnj bAjmihmj bBjni: (7.76)

Ìíèìàß œàñòü i0 âîçíèêàåò èç-çà ìíîæèòåëß exp (�ffit), êîòîðûé íàäî äîáàâèòü â ôîðìàëüíî ðàñõîäßùèéñß èíòåãðàë ïî t äëß îáåñïåœåíèß åãî ñõîäèìîñòè.

Òåïåðü ïðîäåëàåì àíàëîãèœíîå âûœèñëåíèå äëß ìàöóáàðîâñêîé êîððåëßöèîííîé ôóíêöèè

Ø^M_{AB} (i!_n) = 1 2 fi∫ �fi e^{i!n ø} hT_ø bA^M (ø) bB^M (0)i_ò dø: (7.77)

Çäåñü bX^M (ø) = e^{�ø bH} bX e^{ø bH} — ìàöóáàðîâñêèé îïåðàòîð. Â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé ïîëóœàåì

Ø^M_{AB} (i!_n) = 1 2Z fi∫ 0 e^{i!n ø} Õ P m;n e^{�fiEn} e^{�!nmø} hnj bAjmihmj bBjni dø +

+ 1 2Z 0∫ �fi e^{i!nø} P m;n e^{�fiEn} e^{!nm ø} hnj bBjmihmj bAjni dø: (7.78)

Ñíîâà ïåðåñòàâëßåì èíäåêñû âî âòîðîé ñóììå è âûœèñëßåì èíòåãðàë ïî ø (ïðè ýòîì ïîëåçíî óœåñòü, œòî !_nfi = 2ßn):

Ø^M_{AB} (i!_n) = P m;n e^{�fiEn} � e^{�fiEm}

i!n � !nm hnj bAjmihmj bBjni: (7.79)

Äîêàçàòåëüñòâî èíòåðåñóþùåãî íàñ óòâåðæäåíèß ïîëóœàåòñß èç ñðàâíåíèß (7.76) è (7.79). Âñïîìíèì, œòî âîñïðèèìœèâîñòü Ø_{AB} (!) — àíàëèòèœåñêàß â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèß ! (ýòî ñëåäóåò èç òîãî, œòî îíà åñòü ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè, îòëèœíîé îò 0 ëèøü ïðè t ¿ 0). Çíàœèò, åå ìîæíî ïðîäîëæèòü ñ âåùåñòâåííîé îñè íà

154 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ïîëóîñü Im ! ¿ 0. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (7.76) è (7.79), â òîœêàõ i!_n = 2ßinT , n ¿ 0, îáà âûðàæåíèß ñîâïàäàþò.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, œòî ñóùåñòâóåò àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå Ø^M_{AB} (i!_n) ñ âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè íà âñþ âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü !. Òîãäà ýòî àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå äîëæíî ñîâïàñòü ñ Ø_{AB} (!), ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî òåîðåìå òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, äâå ôóíêöèè, àíàëèòèœåñêèå â íåêîòîðîé îáëàñòè è ñîâïàäàþùèå íà áåñêîíåœíîì ìíîæåñòâå òîœåê, èìåþùåì ïðåäåëüíóþ òîœêó, ñîâïàäàþò âî âñåé îáëàñòè.

37б. Íàéäåì äèíàìèœåñêóþ ñïèíîâóþ âîñïðèèìœèâîñòü ôåðìèãàçà ïðè T ø E_F . Â çàäàœå 24á ýòà âåëèœèíà áûëà íàéäåíà íåïîñðåäñòâåííûì óñðåäíåíèåì îïåðàòîðîâ â ôîðìóëå Êóáî. Œòîáû ðåøèòü çàäàœó ñ ïîìîùüþ ìàöóáàðîâñêîé òåõíèêè ìû âûœèñëèì ìàöóáàðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü. Ïîñêîëüêó Ø^M_{fffi} (i!_n; k) — õðîíîëîãèœåñêè óïîðßäîœåííàß âåëèœèíà (ïî îòíîøåíèþ ê ìíèìîìó âðåìåíè), åå ìîæíî âûœèñëßòü êàê ïåòëþ, ñîñòàâëåííóþ èç ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà:

Ø^M_{fffi} (i!_n; k) = �2¯^2_Bffi_{fffi} T P !_m ∫ G(i!_m; p) G(i!_m + i!_n; p + k) d 3p (2ß)^3 : (7.80) Âûœèñëèì ìàöóáàðîâñêóþ ñóììó T P !_m;p 1 (i!m + i!n � ¸_{p+k}) (i!m � ¸p)

; (7.81)

ðàçëàãàß ïðîèçâåäåíèå íà ïðîñòåéøèå äðîáè: P !_m 1 (i!m + i!n � ¸_{p+k}) (i!m � ¸p) = = P !_m 1 i!n � ¸_{p+k} + ¸p ` 1 i!m � ¸p � 1 i!m + i!n � ¸_{p+k} ´ : Çàìåòèì, œòî ïîñêîëüêó !_m = (2m + 1)ßT è !_n = 2ßnT , âî âòîðîì œëåíå â ñêîáêàõ ìîæíî ñäåëàòü ñäâèã ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèß m ! ! m � n, ïðè êîòîðîì èç íåãî èñœåçàåò !_n. Â êàæäîì èç ñëàãàåìûõ â ñêîáêàõ âåùåñòâåííàß œàñòü ñóììû ñõîäèòñß, à ìíèìàß ôîðìàëüíî ðàñõîäèòñß. Îäíàêî îíà íåœåòíà ïî m, è ïîòîìó ñîêðàùàåòñß ïðè ïðèâåäåíèè œëåíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè m. Îñòàåòñß íàéòè ñóììó âèäà S(¸) = T P !_m ¸ !^2_m + ¸^2

; (7.82)

œòî íåòðóäíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèß 1P n=�1 1 (2n + 1)^2 + a^2 = ß 2a th ßa 2 : (7.83)

Ïîýòîìó èíòåðåñóþùàß íàñ ñóììà åñòü

S(¸) = 1 2 th fi¸ 2 = 1 2 � 1 e^{fi¸} + 1 ȷ 1 2 � n_F (¸); (7.84)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 155

ãäå n_F (¸) — ôåðìè-ðàñïðåäåëåíèå. Âîçâðàùàßñü ê âûðàæåíèþ (7.81), ìû ïîëóœàåì âåñüìà ïîëåçíîå òîæäåñòâî T P !_m 1 (i!m + i!n � ¸_{p+k}) (i!m � ¸p)

= n^F (¸^{p+k}) � n^F (¸^p) i!n � ¸_{p+k} + ¸p

; (7.85)

êîòîðîå œàñòî èñïîëüçóåòñß ïðè âûœèñëåíèè ïîëßðèçàöèîííûõ îïåðàòîðîâ è âîñïðèèìœèâîñòåé ôåðìè-ãàçà.

Èñïîëüçóß ñîîòíîøåíèå (7.85), çàïèøåì ìàöóáàðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü òàê:

Ø^M (i!; k) = 2¯^2_B ffi_{fffi} ∫ nF (¸p) � nF (¸_{p+k}) i!n � ¸_{p+k} + ¸p d^3p (2ß)^3

: (7.86)

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò äîñòàòîœíî ìàëûå T ø E_F è jkj ø p_0, ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸. Òàê êàê ∫ (n_F (¸) � n_F (¸ + vk))d¸ = = vk (íåçàâèñèìî îò âåëèœèíû T ), ïîëóœàåì

Ø^M (i!_n; k) = 2¯^2_B ˚_0 ∫ kvF i!n � kvF do 4ß : (7.87)

Âûœèñëßß èíòåãðàë ïî òåëåñíîìó óãëó òàê æå, êàê â çàäàœå 24 á, íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Ø^M_{fffi} (i!_n; k) = 2¯^2_B ˚_0ffi_{fffi} ı 1 + i!^n 2kvF ln i!^n � kv^F

i!n + kvF ȷ : (7.88)

Äëß òîãî œòîáû àíàëèòèœåñêè ïðîäîëæèòü (7.88) íà âåùåñòâåííóþ îñü, äîñòàòîœíî ñäåëàòü çàìåíó i!_n ! ! + i0. Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåòñß

Ø(!; k) = 2¯^2_B ˚_0 ı 1 + !

2kvF ln ! � kv^F + i0 ! + kvF + i0 ȷ : (7.89)

Îòäåëßß âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ œàñòè, íàõîäèì

Re Ø(!; k) = 2¯^2_B ˚_0 ı 1 + !

2kvF ln fi fi ! � kvF ! + kvF fi fiȷ ; (7.90)

Im Ø(!; k) = ß¯^2_B˚_0 ! kvF ` (kv_F � j!j) : (7.91)

Çàìåòèì, œòî ýòè âûðàæåíèß, âåðíûå ïðè ïðîèçâîëüíîé òåìïåðàòóðå 0 ⩽ T ø E_F , â òîœíîñòè ñîâïàäàþò ñ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé œàñòßìè âîñïðèèìœèâîñòè, íàéäåííîé â çàäàœå 24 á ïðè T = 0.

37в. Ñíàœàëà ðàññìîòðèì ìàöóáàðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü (7.26) ñïèíà âî âíåøíåì ïîëå:

Ø(!_n) =¯ 2 2 fi∫ �fi hT_ø bs_z (ø)bs_z(0)ie^{i!nø} dø; (7.92)

ãäå ¯ — ìàãíèòíûé ìîìåíò ñïèíà. Ïîñêîëüêó ãàìèëüòîíèàí bH_0 ñâîáîäíîãî ñïèíà â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëß ðàâåí íóëþ, äèíàìèêà îòñóò-

156 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ñòâóåò. Ïîýòîìó bs_z (ø)bs_z(0) = bs^2_z (ø) = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

Ø(!_n) = æ fi¯^2 ïðè !_n = 0 0 ïðè !_n 6= 0 œ = fi¯ 2 1 + ø0!n

; ø_0T Æ 1: (7.93)

Ìû çàïèñàëè ðåçóëüòàò â âèäå, ïîçâîëßþùåì ïðîäîëæèòü Ø(!_n) ñ ìíèìûõ çíàœåíèé œàñòîòû íà âåùåñòâåííûå (ø_0 — âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð). Àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå äàåò Ø(!) = fi¯^2=(1 � iø_0!). Ïåðåõîäß ê ñòàòèœåñêîìó ïðåäåëó ! ! 0, óáåæäàåìñß â òîì, œòî ìàöóáàðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü äàåò çàêîí Êþðè.

Òåïåðü íàéäåì âîñïðèèìœèâîñòü, èñïîëüçóß äèíàìèêó â ðåàëüíîì âðåìåíè. Ñëåäóß ëîãèêå, îáûœíî ïðèâîäßùåé ê ôîðìóëå Êóáî, ðàññìîòðèì ñðåäíåå çíàœåíèå íàìàãíèœåííîñòè â êàêîé-òî ìîìåíò âðåìåíè:

h¯bs_z(t)i = ¯ Tr ı e^{i bH (t�t0)}bs_z(t_0)e^{�i bH (t�t0)} bæ ȷ ; bH = �¯bs_zB_{ext};

(7.94)

ãäå bæ = Z^{�1} exp ı �fi bH ȷ . Œòîáû ïîëóœèòü ëèíåéíûé îòêëèê, íàäî ðàç-

ëîæèòü âûðàæåíèå (7.94) ïî B_{ext}, âûäåëèâ ëèíåéíûé âêëàä. Â ñòàíäàðòíîì âûâîäå ôîðìóëû Êóáî ïî ñòåïåíßì B_{ext} ðàçëàãàþòñß îïåðàòîðû ýâîëþöèè e^{�i bH (t�t0)}, œòî äàåò ñðåäíåå îò êîììóòàòîðà îïåðàòîðîâ ñïèíà â ðàçëèœíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòüþ ìàòðèöû ïëîòíîñòè bæ îò B_{ext} ïðåíåáðåãàþò íà òîì îñíîâàíèè, œòî â ïðåäåëå t � t_0 ! 1 çàâèñèìîñòü îò íàœàëüíûõ óñëîâèé â ìîìåíò t_0 îòñóòñòâóåò. Îäíàêî ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî â òîì ñëóœàå, êîãäà ýâîëþöèß ñèñòåìû õàðàêòåðèçóåòñß ¿ïîòåðåé ïàìßòè£ î íàœàëüíîì ñîñòîßíèè, ëèáî â ñèëó ýðãîäèœíîñòè, ëèáî èç-çà ðåëàêñàöèîííîãî õàðàêòåðà äèíàìèêè. Â íàøåì æå ñëóœàå, ïîñêîëüêó bH_0 = 0, ýâîëþöèß íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû âîîáùå îòñóòñòâóåò, â ðåçóëüòàòå œåãî ñèñòåìà áåñêîíåœíî äîëãî ïîìíèò íàœàëüíîå ñîñòîßíèå. Ïîýòîìó ïðè íàõîæäåíèè ëèíåéíîãî îòêëèêà ñëåäóåò ðàçëîæèòü ïî B_{ext} íå òîëüêî îïåðàòîðû ýâîëþöèè, íî è ìàòðèöó ïëîòíîñòè bæ íàœàëüíîãî ñîñòîßíèß. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ýòî ïðèâîäèò ê çàêîíó Êþðè Ø = fi¯^2.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà Êóáî â ñâîåé îáûœíîé ôîðìå äàåò ïðàâèëüíûé îòâåò äëß âîñïðèèìœèâîñòè òîëüêî â òîì ñëóœàå, êîãäà ïðè ýâîëþöèè ñèñòåìà ¿çàáûâàåò£ î íàœàëüíîì ñîñòîßíèè. Åñëè æå ýòî íå òàê, ñëåäóåò ëèáî ïîïðàâëßòü ôîðìóëó Êóáî, ââîäß â íåå œëåíû, çàâèñßùèå îò íàœàëüíîãî ñîñòîßíèß, ëèáî èñïîëüçîâàòü ìàöóáàðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü.

38. Ãðèíîâñêàß ôóíêöèß ôîíîíîâ îïðåäåëßåòñß œåðåç ïîëå äåôîðìàöèè b’(r; t) (ñì. (6.5)). Ñðàâíèâàß âûðàæåíèå (6.5) ñ îïåðàòîðîì (6.1) ïîëß ñìåùåíèé ðåøåòêè bu(r; t), óáåæäàåìñß â òîì, œòî äëß äåáàåâñêèõ ôîíîíîâ ñ ëèíåéíûì çàêîíîì äèñïåðñèè !(k) = cjkj ïîëå äåôîðìàöèè b’ åñòü ñ p æ div bu. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèß Ãðèíà ôîíîíîâ

D(r; ø) = � c 2 æ hT_ø b’(r; ø) b’(0; 0)i_ò =

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 157

= �T P !_n ∫ !(k)^2 !^2_n + !(k)^2 e^{�i!nø +ikr} d Dk (2ß)^D

(7.95)

ïðåäñòàâëßåò ñîáîé êîððåëßòîð div u, óìíîæåííûé íà æc^2. Ïîýòîìó êîððåëßòîð ñàìèõ ñìåùåíèé^9) ïîëóœàåòñß äåëåíèåì ôîíîííîãî ïðîïàãàòîðà íà æ!^2_k: C_ò(r) = T æ P !_n ∫ e^{ikr} !^2_n + !^2_k d^D k (2ß)^D

: (7.96)

Âûïîëíèì ñóììèðîâàíèå ïî ìàöóáàðîâñêèì œàñòîòàì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû:_1P

n=�1 1 n^2 + a^2 = ß a cth(ßa): (7.97)

Ïîëóœàåì C_ò(r) = 1 2æ ∫ e^{ikr} !(k) cth !(k) 2T d^Dk (2ß)^D

: (7.98)

Óäîáíî ðàçäåëèòü âêëàäû òåïëîâûõ è êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé â âûðàæåíèè (7.98), âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì 1 2 cth ! 2T = 1 2 + 1 e^{fi!} � 1 ȷ 1 2 + n_B (!); (7.99)

ãäå n_B (!) — ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß Áîçå. Îœåâèäíî, œòî 1=2 åñòü âêëàä íóëåâûõ êîëåáàíèé, à n_B (!) — òåïëîâûå ôëóêòóàöèè. Ôîðìóëó (7.98) â òàêèõ îáîçíàœåíèßõ ìîæíî ïîëóœèòü, íå ïîëüçóßñü ìàöóáàðîâñêèìè ôóíêöèßìè Ãðèíà, à ïðîñòî óñðåäíßß âòîðèœíî êâàíòîâàííûå îïåðàòîðû ñìåùåíèé (6.1) ïî ãèááñîâñêîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè.

Èñïîëüçóß (7.99), ïðåäñòàâèì (7.98) â âèäå C_ò(r) = C_0(r) + �C_ò(r), ãäå C_0(r) = 1 2æ ∫ e^{ikr} !(k) d^Dk (2ß)^D

; (7.100)

�C_ò(r) = 1 æ ∫ e^{ikr} !(k) n_B (!(k)) d Dk (2ß)^D

: (7.101)

Êîððåëßòîð �C_ò(r) áóäåò èíòåðåñîâàòü íàñ ïðè r Æ c=T . Â ýòîì ñëóœàå âàæåí âêëàä ëèøü îò äîñòàòîœíî ìàëûõ k ß 1=r, òàêèõ œòî !(k) ø T . Ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëàãàß áîçåâñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß â (7.99) ïðè ìàëîì !, ïîëóœàåì �C_ò(r) ß T æ ∫ e^{ikr} !^2(k) d^D k (2ß)^D

: (7.102)

Îòìåòèì, œòî (7.102) åñòü ïðßìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè èç êëàññèœåñêîé ñòàòèñòèœåñêîé ôèçèêè.

9) Ñòðîãî ãîâîðß, ýòî äàåò êîððåëßòîð ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò ñìåùåíèé u_k k k. Îäíàêî, ïîñêîëüêó êîððåëßòîðû âñåõ êîìïîíåíò ñìåùåíèé îäèíàêîâû ïî ïîðßäêó âåëèœèíû, ìû îãðàíèœèìñß ðàññìîòðåíèåì ëèøü ïðîäîëüíûõ êîìïîíåíò.

158 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

Ïîñëå ïðîâåäåííîé ïîäãîòîâêè ïðèñòóïèì ê âûœèñëåíèþ C_0(r) è �C_ò(r) â ðàçíûõ ðàçìåðíîñòßõ. Âíàœàëå âûœèñëèì C_0(r).

А. D = 3:

C^{(3)}_0 (r) = 4ß (2ß)^3æ 1∫ 0 sin(kr) kr k^2dk ck = 1 4ß^2æcr^2

: (7.103)

Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà∫

e^{ian}do_n = 4ß(sin a)=a: (7.104)

Б. D = 2:

C^{(2)}_0 (r) = 1 4ßæc 1∫ 0 2ß∫ 0 d` 2ß e^{ikr cos `}dk = 1 4ßæc 1∫ 0 J_0(kr) dk = 1 4ßæcr : (7.105) В. D = 1:

C^{(1)}_0 (r) = 1 4ßæc 1∫ �1 e^{ikr} dk jkj = 1 2ßæc 1∫ 0 cos kr dk k = 1 2ßæc^2 ln L r : (7.106)

Ïðè âûœèñëåíèè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà, êîòîðûé ôîðìàëüíî ðàñõîäèòñß, íåîáõîäèìî îáðåçàòü ëîãàðèôìèœåñêóþ ðàñõîäèìîñòü. Êàê îáûœíî, îáðåæåì èíòåãðàë ñâåðõó íà k ß 1=r (ïðè áî́ëüøèõ k îñöèëëßöèè cos kr îáåñïåœèâàþò ñõîäèìîñòü), à ñíèçó — íà k ß 1=L, ãäå L — ðàçìåð ñèñòåìû (ãàðìîíèê ñ ìåíüøèìè k íå ñóùåñòâóåò).

Òåïåðü ðàññìîòðèì òåïëîâûå ôëóêòóàöèè. А. D = 3:

�C^{(3)}_ò (r) = T 2ß^2æcR 1∫ 0 sin(kr) dk k = T 4ßæcr

: (7.107)

Б. D = 2:

�C^{(2)}_ò (r) = T (2ß)^2æc^2 1∫ 0 2ß∫ 0 e^{ikr cos `} dkd` k : (7.108)

Ýòîò ðàñõîäßùèéñß èíòåãðàë âûœèñëßåòñß òàê æå, êàê è èíòåãðàë äëß C^{(1)}_0 (r):

�C^{(2)}_ò (r) = T 2ßæc^2 ln L r : (7.109)

В. D = 1:

�C^{(1)}_ò (r) = T ßæc^2 1∫ ßL^{�1}

cos(kr) dk k^2

= ff T L

æc^2

: (7.110)

Â ýòîì ñëóœàå èíòåãðàë ïðè ìàëûõ k ðàñõîäèòñß íå ëîãàðèôìèœåñêè, à ñòåïåííûì îáðàçîì. Ïîýòîìó îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà ff â ýòîì ñîîòíîøåíèè â îáùåì âèäå íåâîçìîæíî: â œàñòíîñòè, âåëèœèíà ff çàâèñèò îò ãðàíèœíûõ óñëîâèé, à òàêæå îò ðàñïîëîæåíèß òîœåê, â êîòîðûõ èçìåðßþòñß ñìåùåíèß, ïî îòíîøåíèþ ê ãðàíèöå ñèñòåìû.

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 159

Ïîëóœåííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëßþò èññëåäîâàòü âîïðîñ î ðàçðóøåíèè äàëüíåãî ïîðßäêà êâàíòîâûìè è òåïëîâûìè ôëóêòóàöèßìè. Äëß ýòîãî íåîáõîäèìî èçóœèòü ïîâåäåíèå C_ò(r) ïðè r ! 1. Åñëè ïðè ýòîì C_ò(r) ! 0, òî äàëüíèé ïîðßäîê ôëóêòóàöèßìè íå ðàçðóøàåòñß — äàæå çíàœèòåëüíîå îòêëîíåíèå u(r) îò ñðåäíåãî çíàœåíèß íå îêàçûâàåò ñóùóñòâåííîãî âëèßíèß íà u(r^0) â äàëåêèõ òîœêàõ r^0. À âîò åñëè C_ò(r) ! ! 1, òî ýòî îçíàœàåò, œòî äàëüíèé ïîðßäîê èñœåçàåò. Êàê âèäíî èç ïðîäåëàííûõ âûœèñëåíèé, òàêàß ñèòóàöèß èìååò ìåñòî äëß êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé ïðè D = 1, à äëß òåïëîâûõ — ïðè D = 1; 2.

Èçóœàß ðåçóëüòàòû, ñâåäåííûå â òàáë. 7.1, ìîæíî òàêæå ñäåëàòü íàáëþäåíèå, œòî ñ ïîíèæåíèåì ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû D ñìåùåíèß u â

Òàáëèöà 7.1

Âêëàä òåïëîâûõ è êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé â êîððåëßöèîííóþ ôóíêöèþ

D C_0(r) �Cò(r)

3 ïîðßäêà 1=r^2 ïîðßäêà T=r

2 ïîðßäêà 1=r ïîðßäêà T ln(L=r)

1 ïîðßäêà ln(L=r) ïîðßäêà T L

äàëåêèõ òîœêàõ ñòàíîâßòñß áîëåå ñêîððåëèðîâàííûìè. Îáúßñíèòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåäñòàâèì ñåáå îäíîìåðíûé êðèñòàëë, â êîòîðîì âçàèìîäåéñòâóþò ëèøü áëèæàéøèå ñîñåäè. Ïðåäïîëîæèì, œòî çà ñœåò ôëóêòóàöèé îäèí èç àòîìîâ ñëåãêà ñìåñòèëñß. Òîãäà ñîñåäíèå ñ íèì àòîìû íàœíóò ïîäñòðàèâàòüñß ïîä ýòî íîâîå ¿íåïðàâèëüíîå£ ïîëîæåíèå. Çàòåì ïåðåñòðîßòñß àòîìû, ñîñåäíèå ñ óæå ñìåñòèâøèìèñß, è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ñìåùåíèå îäíîãî àòîìà âûçûâàåò ïåðåñòðîéêó âñåé öåïîœêè. Ïîýòîìó íåñêîëüêèõ ëîêàëüíûõ ôëóêòóàöèé îêàçûâàåòñß äîñòàòîœíî, œòîáû äàëüíèé ïîðßäîê ¿çàáûëñß£. Îäíàêî, ñ ïîâûøåíèåì ðàçìåðíîñòè ðîëü ôëóêòóàöèé óìåíüøàåòñß, ïîòîìó œòî êàæäûé àòîì ¿ñëûøèò ïîäñêàçêó£ î òîì, êàêîå ïîëîæåíèß îí äîëæåí áûë áû çàíßòü â èäåàëüíîé ðåøåòêå, îò âñå áîëüøåãî œèñëà ñîñåäåé è áîëåå äàëåêèõ àòîìîâ. Ïîýòîìó œåì âûøå ðàçìåðíîñòü, òåì òðóäíåå ïåðåñòðîèòü ñèñòåìó, ñìåùàß îäèí àòîì.

39a. Çàïèøåì âûðàæåíèå äëß ìàöóáàðîâñêîãî ïîëßðèçàöèîííîãî îïåðàòîðà

�(i!_n; k) = 2T 2ß P !_m ∫ dp (i!m + i!n � ¸_{p+k}) (i!m � ¸p)

(7.111)

è íàéäåì ñóììó ïî !_m ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (7.85), ïîëóœåííîãî â çàäàœå 37á:

�(i!_n; k) = 1 ß ∫ nF (¸_{p+k}) � nF (¸p) i!n � ¸_{p+k} + ¸p dp: (7.112)

160 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

Íàñ èíòåðåñóþò çíàœåíèß k âáëèçè �2p_0. Ïîëüçóßñü œåòíîñòüþ �(i!_n; k) ïî k, ðàññìîòðèì k ß 2p_0 è ââåäåì îáîçíàœåíèß:

k ȷ 2p_0 + q; p ȷ �p_0 + x � q 2 ; p + k ȷ p_0 + x + q 2 : (7.113)

Ïðè ìàëûõ jxj; jqj ø p_0 ìîæíî ëèíåàðèçîâàòü çàêîí äèñïåðñèè. Ïðè ýòîì

�(i!_n; k = 2p_0 + q) = 1 ß 1∫ �1 nF (vF (x + q=2)) � nF (�vF (x � q=2)) i!n � 2vF x dx: (7.114) Óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: ˚1D 2 1∫ �1 th fi¸ 2 � ` 1 i!n � vF q � 2¸ + 1 i!n + vF q � 2¸ ´ d¸; (7.115)

ãäå ¸ = v_F x, ˚_{1D} = 1=(ßv_F ). Èíòåãðàë ïî ¸ â (7.115) íåòðóäíî âûœèñëèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì

th z =^1 P m=�1 1 z � ßi(m + 1=2)

; z = fi¸ 2 : (7.116)

Ïîëóœàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

� ˚^{1D} 2 m_�P m=0 ` 1 m + 1=2 + w+ + 1 m + 1=2 + w� ´ ; w_� = j!^nj � iv^F q 4ßT : (7.117)

Ëîãàðèôìèœåñêàß ðàñõîäèìîñòü ñóììû ïî m äîëæíà áûòü îáðåçàíà òàê, œòîáû ìàêñèìàëüíàß ýíåðãèß E_0 = 2ßT (2m_� + 1) áûëà ïîðßäêà E_F . (Ïðè ýíåðãèßõ E ¿ E_0 ëèíåàðèçîâàííûé çàêîí äèñïåðñèè ïåðåñòàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì.) Ïðåîáðàçóåì ñóììó (7.117), ïðèáàâëßß è âûœèòàß çíàœåíèå âûðàæåíèß (7.117) ïðè w_� = 0:

� ˚_{1D}^{m�} P m=0 1 m + 1=2 � � ˚^{1D} 2 m_�P m=0 ı 1 m + 1=2 + w+ + 1 m + 1=2 + w� � 2 m + 1=2 ȷ ; (7.118)

Óäîáñòâî äàííîãî ïðåäñòàâëåíèß â òîì, œòî ïåðâàß ñóììà íå çàâèñèò îò w_�, à âòîðàß — ñõîäèòñß, è ïîýòîìó â íåé ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ñóììèðîâàíèå íà ïðîèçâîëüíî áîëüøèå m. Âûœèñëßß ïåðâóþ ñóììó ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ, ïîëóœàåì îêîíœàòåëüíîå âûðàæåíèå

�(i!_n; k) = �˚_{1D} ln E^0 4ßT + ˚^{1D} 2 ı ı 1 2 + w_+ ȷ + ı 1 2 + w_� ȷ � 2 ı 1 2 ȷȷ ; (7.119)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 161 ãäå (z) = �

0(z) �(z)

= �fl �^1 P k=0 ı 1 k + z � 1 k + 1 ȷ ; (7.120)

fl = 0; 5772157 : : : — ïîñòîßííàß Ýéëåðà.

Òåïåðü íàéäåì ìàöóáàðîâñêóþ ôóíêöèþ Ãðèíà ôîíîíîâ. Çàïèøåì äëß ýòîãî óðàâíåíèå Äàéñîíà:

D^{�1}(i!_n; k) = D^{�1}_0 (i!_n; k) � g^2�(i!_n; k) =

= � ! 2 n + !^2_0 (k) !^2_0 (k)

� g^2�(i!_n; k): (7.121)

Ïîëóœàåì

D(i!_n; k) = � 1 � 1 + !^2_n=!^2_0 (k) + g^2�(i!n; k)

� : (7.122)

Èíòåðåñóþùàß íàñ êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß ñìåùåíèé hu_k(t)u_{�k}(t)i_ò åñòü íå œòî èíîå, êàê

hu_k(t)u_{�k}(t)i_ò = �T P n 1 æ!^2_0 (k)

D(i!; k) = = P n T æ!^2_0 (k) � 1 + !^2_n=!^2_0 (k) + g^2�(i!n; k)

� (7.123)

(ñì. ðåøåíèå çàäàœè 38). Ïðè äîñòàòîœíî âûñîêîé òåìïåðàòóðå T â ñóììå (7.123) ïðè âñåõ n çíàìåíàòåëü äðîáè íå îáðàùàåòñß â íóëü. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ïðè óìåíüøåíèè T ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(i!_n; k) ñòàíîâèòñß âñå áîëåå è áîëåå îòðèöàòåëüíûì, ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî çíàœåíèß T = T_c îäèí èç œëåíîâ â ñóììå ïî n ìîæåò íàœàòü ðàñõîäèòüñß. Ðàñõîäèìîñòü ôëóêòóàöèé hu_k(t)u_{�k}(t)i_ò ñâèäåòåëüñòâóåò î íåóñòîéœèâîñòè ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê âîçíèêíîâåíèþ ìîäóëßöèè ñ äàííûì k.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî œåì ìåíüøå j!_nj, òåì âûøå òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé çíàìåíàòåëü âûðàæåíèß (7.123) îáðàùàåòñß â íóëü. Àíàëîãèœíî, ìàêñèìàëüíîå çíàœåíèå òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé ðàñõîäßòñß ôëóêòóàöèè, äîñòèãàåòñß ïðè k = 2p_0. Ïîýòîìó âîëíîâîé âåêòîð ìîäóëßöèè, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå íåóñòîéœèâîñòè, åñòü k = 2p_0.

Èíûìè ñëîâàìè, òåìïåðàòóðà ôàçîâîãî ïåðåõîäà îïðåäåëßåòñß èç óñëîâèß îáðàùåíèß â íóëü œàñòîòû ôîíîíîâ ñ k = 2p_0. Ïîäñòàâëßß !_n = = 0 â (7.122), ïîëóœàåì óñëîâèå íà òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà: g^2�_0 + 1 = 0, ãäå �_0 = �(!_n = 0; k = 2p_0). Ðåøàß óðàâíåíèå g^2˚_{1D} ln(E_0=T_c) = 1, íàõîäèì T_c ß E_0e^{�1=g2˚1D} : (7.124)

Çàìåòèì, œòî òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà T_c ïî ïîðßäêó âåëèœèíû ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (6.81) äëß ùåëè �_0 ïðè T = 0.

39б. Íàñ èíòåðåñóåò îêðåñòíîñòü òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà T_c, ïðè êîòîðîé â ñóììå (7.123) ðàñõîäèòñß œëåí ñ n = 0. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî òî, œòî ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü œàñòîò !_n = 2ßT n äèñêðåòíà,

6 Ë. Ñ. Ëåâèòîâ, À. Â. Øèòîâ

162 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ñëàãàåìûå ñ n 6= 0 èìåþò ðåãóëßðíîå ïîâåäåíèå â îêðåñòíîñòè k = � �2p_0. Ïîýòîìó èìè ìîæíî ïðåíåáðåœü ïî ñðàâíåíèþ ñ îñîáûì âêëàäîì ñ n = 0.

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîëßðèçàöèîííûé îïåðàòîð �(i!_n; k) ïðè !_n = 0 è k â îêðåñòíîñòè 2p_0. Ðàçëàãàß âûðàæåíèå (7.119) ïðè ìàëîì q = k � 2p_0, ïîëóœàåì

�(q) ȷ �(!_n = 0; k = 2p_0 + q) =

= �˚_{1D} ı ln E^0 4ßT � aq^2 ȷ ; a = � v 2 F ^{00}(1=2) (4ßT )^2

; (7.125)

ïðèœåì, ñîãëàñíî (7.120), âåëèœèíà ^{00}(1=2) åñòü

^{00} ı 1 2 ȷ = �2^1 P k=0 1 (k + 1=2)^3

= �2(2^3 � 1)ı(3) = �14ı(3): (7.126)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå �(q) â êîððåëßòîð ñìåùåíèé (7.123), îñòàâëßß òîëüêî œëåí ñóììû ñ n = 0, è ïðèìåì âî âíèìàíèå, œòî ïðè T = = T_c âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî 1 + g^2�(q = 0) = 0. Ïîëóœàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

hu_k(t)u_{�k}(t)i_ò = T g^2˚1D æ!^2_0 (2p0) � ln(T=Tc) + aq^2 � : (7.127)

Ïðè T âáëèçè T_c ðàçëàãàåì ø ȷ ln(T=T_c) = (T � T_c)=T_c. Ïîëóœàåì èñêîìûé ëîðåíöåâ ñïåêòð (7.36) ôëóêòóàöèé (7.33) ïîëß Q(r; t):

hQ_q(t)Q_{�q}(t)i_ò = A ø + aq^2

; A = T^c g^2˚1D æ!^2_0 (2p0)

: (7.128)

Œòîáû ïîëóœèòü êîððåëßòîð ïîëß ñìåùåíèé u(x; t), çàìåòèì, œòî çàâèñèìîñòü (7.128) èìååò ìåñòî êàê â îêðåñòíîñòè k ß 2p_0, òàê è â îêðåñòíîñòè k ß �2p_0. Ïîýòîìó

C_ò(r) = ∫ A ø + aq^2 ı e^{i(q+2p0)r} + e^{i(q�2p0)r} ȷ dq 2ß = A ø bò e^{�jrj=bò} cos(2p_0r);

(7.129) ãäå b_ò = (a=ø)^{1=2} — òàê íàçûâàåìàß êîððåëßöèîííàß äëèíà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî êîððåëßöèîííàß äëèíà b_ò îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü ïðè ïðèáëèæåíèè ê T_c è êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß C_ò(r) ïåðåñòàåò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü. Ýòî òèïèœíîå äëß ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà ïðîßâëåíèå âîçíèêíîâåíèß äàëüíåãî ïîðßäêà â ñèñòåìå.

Ðàññìîòðåííàß çàäàœà èëëþñòðèðóåò îáùèé ìåòîä èññëåäîâàíèß ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ âòîðîãî ðîäà ñ ïîìîùüþ äèàãðàììíîé òåõíèêè. Âíàœàëå íóæíî èññëåäîâàòü ôëóêòóàöèè ïàðàìåòðà ïîðßäêà â êâàäðàòèœíîì ïðèáëèæåíèè. (Â äàííîì ñëóœàå ïàðàìåòðîì ïîðßäêà ßâëßåòñß ôóðüå-êîìïîíåíòà ñìåùåíèß ðåøåòêè ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k = 2p_0.) Åñëè ôàçîâûé ïåðåõîä äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî, òî äîëæíà ñóùåñòâîâàòü òåìïåðàòóðà, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà ¿ðàçìßãœàåòñß£ íàñòîëüêî,

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 163

œòî êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü. Ýòî è åñòü òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà, ïîëóœåííàß â ðàìêàõ òåîðèè ñðåäíåãî ïîëß.

Ñëåäóþùèì øàãîì (êîòîðûé ìû çäåñü íå ñäåëàëè) äîëæíî áûòü èçóœåíèå äëèííîâîëíîâûõ ôëóêòóàöèé ïàðàìåòðà ïîðßäêà. Âçàèìîäåéñòâèå ôëóêòóàöèé äðóã ñ äðóãîì îïèñûâàåòñß äèàãðàììîé, ïîêàçàííîé

Ðèñ. 7.4 íà ðèñ. 7.4 (èíäåêñû � îáîçíàœàþò ýëåêòðîíû ñ èìïóëüñàìè �p_0), à òàêæå ïîäîáíûìè åé áîëåå ñëîæíûìè äèàãðàììàìè. Ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèß ôëóêòóàöèé âàæíû äëß ïðàâèëüíîãî ïîíèìàíèß òåðìîäèíàìèêè ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ôàçîâîãî ïåðåõîäà.

40a. Ïîêàæåì, œòî àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè Ãðèíà G(i!_n; p) ñ âåðõíåé (íèæíåé) ìíèìîé ïîëóîñè äàåò çàïàçäûâàþùóþ (îïåðåæàþùóþ) ôóíêöèþ Ãðèíà G^{R(A)}(!; p). Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî òîé æå ñõåìå, œòî è â çàäàœå 37. Ìû ðàññìîòðèì ëèøü ñëóœàé ôåðìèîíîâ, èáî äëß ñëóœàß áîçå-œàñòèö äîêàçàòåëüñòâî ïîëóœàåòñß àíàëîãèœíî.

Âûðàçèì çàïàçäûâàþùóþ è îïåðåæàþùóþ ôóíêöèè Ãðèíà (7.21), (7.22) œåðåç ìàòðèœíûå ýëåìåíòû hnj bjmi â áàçèñå ñîáñòâåííûõ ñîñòîßíèé. Âûðàæàß ñðåäíèå â (7.21), (7.22) œåðåç ñëåä è ïðîèçâîäß òîœíî òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèß, êàê â çàäàœå 37, ïîëóœèì

G^{R(A)}(!; r; r^0) = 1 Z P m;n e^{�fiEn} + e^{�fiEm} ! � !nm � i0 hnj b^+(r^0)jmihmj b(r)jni; (7.130)

ãäå !_{nm} = E_n � E_m. Âûœèñëåíèå ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè Ãðèíà

G(i!_n; r; r^0) = � 1 2 fi∫ �fi e^{i!nø} hT_ø b_M (r; ø) b^+_M (r^0; 0)i_ò dø (7.131)

òàêæå ñîâåðøåííî àíàëîãèœíî òîìó, êîòîðîå áûëî ïðîäåëàíî â çàäàœå 37. Ðåçóëüòàò òàêîâ:

G(i!_n; r; r^0) = 1 Z P m;n e^{�fiEn} + e^{�fiEm} i!n � !nm hnj b^+(r^0)jmihmj b(r)jni: (7.132)

Ñðàâíèâàß ýòî âûðàæåíèå ñ (7.130) è ðàññóæäàß òàê æå, êàê â çàäàœå 37, óáåæäàåìñß â òîì, œòî àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå G(i!_n; r; r^0) ñ âåðõíåé ìíèìîé ïîëóîñè äàåò G^R(!; r; r^0), à ñ íèæíåé — G^A(!; r; r^0).

40б. (Ïåðâîå ðåøåíèå.) Ïåðåïèøåì ìàöóáàðîâñêóþ ñîáñòâåííî– ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü (7.37), âûðàçèâ ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèß (7.24) ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèè Ãðèíà œåðåç ñîîòâåòñòâóþ- 6*

164 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

ùèå çàïàçäûâàþùèå ôóíêöèè. Ïîëóœàåì

�(i”_n; p) = �g^2T P ”^0_m ∫ Im G^R_n (x; p1) x � i”^0_m

Im D^R(!; p � p1) ! � i”n + i”^0_m dxd!

ß^2 d^3p1 (2ß)^3 ; (7.133) ãäå îáà èíòåãðàëà ïî dx d! áåðóòñß ïî âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Ìàöóáàðîâñêóþ ñóììó ïî ”^0_m ìîæíî âûœèñëèòü ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèß íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

F = T P ”^0_m 1 x � i”^0_m 1 ! � i”n + i”^0_m = = T ! + x � i”n P ”^0_m ` 1 x � i”^0_m + 1 ! � i”n + i”^0_m ´ : (7.134)

Èñõîäíàß ìàöóáàðîâñêàß ñóììà ñõîäèòñß, íî êàæäàß èç ñóìì â (7.134) ðàñõîäèòñß. Ïîýòîìó äîáàâèì â (7.134) ìíîæèòåëü ñõîäèìîñòè exp(i”^0_mø), ãäå ø ! +0. Òîãäà âåëèœèíó i”_n âî âòîðîì ñëàãàåìîì ìîæíî èñêëþœèòü, ñäâèíóâ ïåðåìåííóþ ñóììèðîâàíèß. Ïîñëå ýòîãî ñäâèãà ñóììèðîâàíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü óæå íå ïî ôåðìèåâñêèì, à ïî áîçåâñêèì œàñòîòàì, òàê êàê îáå ìàöóáàðîâñêèå œàñòîòû ”_n è ”^0_m íåœåòíû. Êðîìå òîãî, êàæäûé èç œëåíîâ â (7.134) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê çíàœåíèå ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè Ãðèíà â ñîâïàäàþùèå ìîìåíòû âðåìåíè äëß ñèñòåìû ñ îäíèì óðîâíåì (â ïåðâîì ñëàãàåìîì ýíåðãèß óðîâíß ðàâíà (�x), à âî âòîðîì — !). Ïîýòîìó ñóììà (7.134) âûðàæàåòñß œåðåç œèñëà çàïîëíåíèß:

F =^{nF (�x) + nB (!)}

! + x � i”n = 1 2(! + x � i”n) ı th x 2T + cth ! 2T ȷ : (7.135)

Ïðîäîëæåíèå ïîëóœåííîãî âûðàæåíèß íà âåùåñòâåííóþ îñü âûïîëíßåòñß ñ ïîìîùüþ çàìåíû i”_n ! ” + i0. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóœàåì òðåáóåìîå âûðàæåíèå äëß çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè:

�^R(”; p) = g^2 � � ∫ Im G^R_n (x; p1) Im D^R(!; p � p1) ” � ! � x + i0 ı th x 2T + cth ! 2T ȷ d3p_1 d!dx

ß(2ß)^4 : (7.136)

40б. (Âòîðîå ðåøåíèå.) Œòîáû èñïîëüçîâàòü àíàëèòèœåñêèå ñâîéñòâà ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé, ïðèìåíèì ñòàíäàðòíûé ïðèåì, ïîçâîëßþùèé ïðåîáðàçîâàòü ñóììó (7.37) â êîíòóðíûé èíòåãðàë. Ðàññìîòðèì ñóììó S = T P ”_1

G(”_1; p_1)D(” � ”_1; p � p_1); (7.137)

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî ”_1 = (2n + 1) ißT . Äëß îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñœèòàòü, œòî ” ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Îäíîâðåìåí-

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 165

íî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f(z) = G(z; p_1) D(” � z; p � p_1) th z 2T ; (7.138)

èìåþùóþ ïîëþñû ïðè z = ßT (2n + 1)i. Âûœèñëèì èíòåãðàë I = ∮ C f(z) dz; (7.139)

âçßòûé ïî êîíòóðó C, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 7.5.

Çàìåòèì, œòî â êàæäîé èç òðåõ îáëàñòåé Im z ¡ 0, 0 ¡ Im z ¡ Im ”, Im ” ¡ Im z ôóíêöèß f(z) äîïóñêàåò àíàëèòèœåñêîå ïðîäîëæåíèå ñ äèñêðåòíûõ òîœåê íà ìíèìîé îñè âî âñþ îáëàñòü. Ýòî ïîçâîëßåò âûœèñëèòü êîíòóðíûé èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ òåîðèè âûœåòîâ. Âûœåò f(z) â ïîëþñå z_n = ßT i(2n + 1) ðàâåí

Res_{z=zn} f(z) = 2 T G(z_n; p_1) D(” � z_n; p � p_1): (7.140)

Ïîýòîìó I = 4ßiS.

Â òî æå âðåìß àíàëèòèœíîñòü f(z) ïîçâîëßåò äåôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.6. Ïðè ýòîì èíòåãðàë ïî

Ðèñ. 7.5 Ðèñ. 7.6

êîíòóðó C ñâîäèòñß ê äâóì èíòåãðàëàì âïåðåä è íàçàä ïî ãîðèçîíòàëüíûì ïðßìûì z = x è z = ” + x, �1 ¡ x ¡ 1, è ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó: I = 1∫ �1 hı G^R(x) � G^A(x) ȷ D^R(” � x) th x 2T + + G^R(x + ”) � D^A(�x) � D^R(�x) � th ” + x 2T i dx: (7.141)

Çàâèñèìîñòü ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé îò èìïóëüñîâ, îïóùåííàß â (7.141) äëß êðàòêîñòè, áóäåò âîññòàíîâëåíà íèæå. Çàìåòèì, œòî ïîñêîëüêó ” =

166 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

= ißT (2n + 1), â âûðàæåíèè (7.141) ìîæíî çàìåíèòü th[(” + x)=2T ] íà cth[x=2T ].

Âûðàçèì òåïåðü âñå ñòîßùèå çäåñü âåëèœèíû œåðåç ìíèìûå œàñòè ôóíêöèé Ãðèíà. Èç (7.130) âèäíî, œòî îïåðåæàþùàß è çàïàçäûâàþùàß ôóíêöèè Ãðèíà îòëèœàþòñß ëèøü çíàêîì ïåðåä i0, ïîýòîìó

G^R(”; p) � G^A(”; p) = 2i Im G^R(”; p): (7.142)

Êðîìå òîãî, èç àíàëèòèœåñêèõ ñâîéñòâ ôóíêöèé Ãðèíà ñëåäóåò, œòî îíè óäîâëåòâîðßþò ñîîòíîøåíèßì òèïà Êðàìåðñà–Êðîíèãà:

G^R(”; p) = 1 ß 1∫ �1 Im G^R(!; p) ! � ” � i0 d!; G^A(”; p) = 1 ß 1∫ �1 Im G^R(!; p) ! � ” + i0 d!: (7.143)

Ïîäñòàâëßß ýòè âûðàæåíèß â (7.141), ïîëóœàåì

I = 2i ß � � 1∫ �1 1∫ �1 ı Im GR(x) Im DR(!)

! � ” + x � i0 th x 2T + Im G

R(!) Im D^R(x) ! � ” � x � i0 cth x 2T ȷ dxd!:

(7.144)

Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì Im D^R(�x) = � Im D^R(x), ñäåëàåì âî âòîðîì ñëàãàåìîì çàìåíó x ! �x, ïîñëå œåãî ïîìåíßåì ìåñòàìè â ýòîì ñëàãàåìîì ïåðåìåííûå x è !. Ïîëóœàåì îêîíœàòåëüíûé ðåçóëüòàò:

I = 2i ß 1∫ �1 1∫ �1 Im G^R(x) Im D^R(!)

! � ” + x � i0 ı th x 2T + cth ! 2T ȷ dxd!: (7.145)

Òåïåðü, ïîëüçóßñü ñîîòíîøåíèåì I = 4ßiS, íàõîäèì S. Âîññòàíàâëèâàß çàâèñèìîñòü îò èìïóëüñîâ p è p_1 è èíòåãðèðóß ïî d^3p_1, ïîëóœàåì èñêîìîå ñîòíîøåíèå (7.38).

Êàê óæå áûëî îòìåœåíî, ðàâåíñòâî (7.38) èìååò ñîâåðøåííî îáùèé õàðàêòåð è íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèé Ãðèíà G^R(”; p) è D^R(!; p). Ïðèìåíåíèå ñîîòíîøåíèß (7.38), îäíàêî, îêàçûâàåòñß îñîáåííî óäîáíûì â ñëóœàå ñâîáîäíûõ œàñòèö, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ìíèìûå œàñòè çàòðàâîœíûõ ôóíêöèé G^R(”; p) è D^R(!; p) ïðîïîðöèîíàëüíû ffiôóíêöèßì — ñì. çàäàœó 41á.

41а. Çàïàçäûâàþùàß ôóíêöèß Ãðèíà ìîæåò áûòü ïîëóœåíà èç ìàöóáàðîâñêîé ôóíêöèè (7.122) àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì ñ äèñêðåòíûõ œàñòîò !_n ⩾ 0. Âûïîëíßß çàìåíó i!_n ! ! â ïîëßðèçàöèîííîì îïåðàòîðå (7.119) è ðàçëàãàß ïî ìàëûì ! è q = k � 2p_0, ïîëóœàåì^{10})

10) Ñîãëàñíî (7.120) ^0(1=2) = 3ı(2), ^{00}(1=2) = �14ı(3).

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 167

�(i!_n; k) = �˚_{1D} ı ln E^0 4ßT � aq^2 + ib! ȷ ; b =

0(1=2) 4ßT ; a = � v 2 F ^{00}(1=2) (4ßT )^2 : (7.146)

Ïîäñòàâëßß ýòî ðàçëîæåíèå â (7.122) è óœèòûâàß, œòî ïðè T = T_c èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 1 + g^2�_0 = 0, ïîëóœàåì âûðàæåíèå äëß çàïàçäûâàþùåé ôóíêöèè Ãðèíà:

D(!; k = 2p_0 + q) = � � g^2˚_{1D} � ln(T=T_c) + aq^2 � ib! � � !^2=!^2_0 (k)

�_{�1} : (7.147) Ïðè T ! T_c ðàçëàãàåì ln(T=T_c) = (T � T_c)=T_c ȷ ø. Ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè õàðàêòåðíûå ! ìàëû, âòîðîå ñëàãàåìîå â çíàìåíàòåëå âûðàæåíèß (7.147) íåñóùåñòâåííî, è â ðåçóëüòàòå ôóíêöèß Ãðèíà åñòü

D(!; k = 2p_0 + q) = 1 g^2˚1D b (i! � fl(q))

; fl(q) = ø + aq 2 b : (7.148)

Ïîëþñû ýòîãî âûðàæåíèß îïðåäåëßþò çàêîí äèñïåðñèè âáëèçè T_c. Êàê âèäíî, œàñòîòà îêàçûâàåòñß œèñòî ìíèìîé: !(q) = �ifl(q). Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåëàêñàöèîííîé äèíàìèêå: âîçìóùåíèå ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k = 2p_0 + q çàòóõàåò ïî çàêîíó e^{�fl(q)t}.

41б. Íàéäåì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü (7.38) ôóíêöèè Ãðèíà îäíîìåðíûõ ôåðìèîíîâ. Äëß îïðåäåëåííîñòè áóäåì ãîâîðèòü î äâèæóùèõñß íàïðàâî œàñòèöàõ ñ ëèíåàðèçîâàííûì çàêîíîì äèñïåðñèè ” = = v_F p. Ðàññåèâàßñü íà ìßãêèõ ôîíîíàõ ñ ïåðåäàœåé èìïóëüñà áëèçêîãî ê �2p_0, ïðàâûå ¿œàñòèöû£ ñòàíîâßòñß ¿ëåâûìè£ ñ çàêîíîì äèñïåðñèè ” = �v_F p. Ñîîòâåòñòâåííî â âûðàæåíèè (7.38) ìíèìàß œàñòü ôóíêöèè Ãðèíà ýëåêòðîíîâ åñòü �ßffi(”_1 + v_F p_1). Èíòåãðèðóß ffi-ôóíêöèþ ïî ”_1, ïîëóœàåì

�^R(”; p) = � g 2 2ß ∫ dp1 2ß 1∫ �1 Im D^R(!; p � p1) ” + vF p1 � ! + i0 ı cth ! 2T � th v^F p^1 2T ȷ d!: (7.149) Ìíèìàß œàñòü ôóíêöèè Ãðèíà ôîíîíîâ, ñîãëàñíî (7.148), åñòü

Im D^R(!; q) =

= � 1

2bg^2˚1D ` 1 ! + ifl(q) + 1 ! � ifl(q) ´ = � !

bg^2˚1D (!^2 + fl^2(q))

: (7.150)

Ïîñêîëüêó fl(q = 0) = ø=b ø T , îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë (7.149) äàåò îáëàñòü j!j ø T . Ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü cth !=2T íà 2T=!, œòî ôèçèœåñêè ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò ðàññåßíèß íà êâàíòîâîìåõàíèœåñêèõ ôîíîíàõ ê ðàññåßíèþ íà êëàññèœåñêîì ïîëå. Ïîëóœàþùèéñß â ðåçóëüòàòå ñäåëàííîãî ïðèáëèæåíèß èíòåãðàë ïî ! íàõîäèòñß ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

168 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

âûœåòîâ:

�^R(”; p) = 2ßi bg^2˚1D g^2 2ß ∫ 1 e” + vF q + ifl(q) ` 2T ifl(q)

+ th v^F (q + p) 2T ´ dq 2ß ; (7.151) ãäå e” = ” + v_F p, q = p_1 � p. Èíòåãðàë ïî q â (7.151) îïðåäåëßåòñß îáëàñòüþ jqj ⩽ (ø=a)^{1=2} ø v_F =T . Ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðåœü ñëàãàåìûì th(v_F (q + p)=2T ) ïî ñðàâíåíèþ ñ œëåíîì 2T=fl(q), à òàêæå — çàìåíèòü ifl(q) â çíàìåíàòåëå ïåðâîãî ñîìíîæèòåëß (7.151) íà i0. Â ðåçóëüòàòå

�^R(”; p) = 2T ß˚1D ∫ dq (e” + vF q + i0)(ø + aq^2)

= � 2T

a˚1D ˘(e” + ivF ˘) ; (7.152) ãäå ˘ = (ø=a)^{1=2}.

Ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ ìíèìàß œàñòü âûðàæåíèß (7.152), îïèñûâàþùàß çàáûâàíèå ýëåêòðîíàìè ñâîåãî èìïóëüñà èç-çà ðàññåßíèß íà ìßãêèõ ôîíîíàõ:

Im �^R(”; p) = � 2ßT (a(p + ”=vF )^2 + ø )

; (7.153)

Âðåìß æèçíè êâàçèœàñòèöû ñ ìàëîé ýíåðãèåé ” = v_F p ! 0, ñîãëàñíî (7.153), îêàçûâàåòñß âåñüìà êîðîòêèì, ïîðßäêà ø=T = (T � T_c)=T^2_c .

Âîîáùå, êàê ñëåäóåò èç (7.153), ðàññåßíèå íà ìßãêèõ ôîíîíàõ ñóùåñòâåííî ìåíßåò ôóíêöèþ Ãðèíà â îáëàñòè j”j ⩽ T_c, jpj ⩽ T_c=v_F , ïîñêîëüêó ïðè òàêèõ ” è p âåëèœèíà �^R(”; p) îêàçûâàåòñß áîëüøå õàðàêòåðíîé ýíåðãèè êâàçèœàñòèö. Ïîýòîìó íàøè âûâîäû î ïîâåäåíèè G^R(”; p) è �^R(”; p) â ýòîé îáëàñòè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè â âûðàæåíèè (7.38) ôóíêöèè Ãðèíà ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ, âîîáùå ãîâîðß, íå èìåþò êîëèœåñòâåííîãî ñìûñëà. Œòîáû ïîëóœèòü áîëåå íàäåæíûå ðåçóëüòàòû, ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïåðåíîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ Ãðèíà, â êîòîðóþ âêëþœåíà ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêàß œàñòü. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (7.38) ñòàíîâèòñß óðàâíåíèåì ñàìîñîãëàñîâàíèß äëß �^R(”; p).

42. Íàñ èíòåðåñóåò âçàèìîäåéñòâèå àòîìîâ, íàõîäßùèõñß â ðàâíîâåñèè ñ òåïëîâûì ðàñïðåäåëåíèåì ôîòîíîâ. Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèß àòîìîâ ñ âíåøíèì ýëåêòðèœåñêèì ïîëåì åñòü

bV = �bE(r_1) bd^{(1)} � bE(r_2) bd^{(2)} = P

i=1;2; ff=x;y;z

bE_ff(r_i) bd^{(i)}_ff ; (7.154)

ãäå d^{(1;2)} — îïåðàòîðû äèïîëüíîãî ìîìåíòà àòîìîâ, à E(r) — îïåðàòîð ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß â òîœêå r.

Èçìåíåíèå òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû, âûçâàííîå âçàèìîäåéñòâèåì (7.154), ìîæíî çàïèñàòü òàê:

U ȷ � � �_0 = �T^1 P n=1 (�1)^n n! fi∫ 0 : : : fi∫ 0 hT_ø bV (ø_1) : : : bV (ø_n)i_ò dø_1 : : : dø_n;

(7.155)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 169

ïðèœåì óñðåäíåíèå ïðîèñõîäèò êàê ïî ôëóêòóàöèßì äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, òàê è ïî ôëóêòóàöèßì ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß. Íàñ èíòåðåñóåò ñëàãàåìîå â (7.155), îòâåœàþùåå âçàèìîäåéñòâèþ äâóõ àòîìîâ. Ïîñêîëüêó ñðåäíèé äèïîëüíûé ìîìåíò àòîìà ðàâåí íóëþ, îœåâèäíî, œòî èíòåðåñóþùèå íàñ œëåíû äîëæíû ñîäåðæàòü êàæäûé èç äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ d^{(1)} è d^{(2)} œåòíîå œèñëî ðàç. Ïîýòîìó íàèìåíüøèì ïîðßäêîì òåîðèè âîçìóùåíèé, äàþùèì îòëèœíûé îò íóëß âêëàä, îêàçûâàåòñß œåòâåðòûé:

U = � T 4! fi∫ 0 : : : fi∫ 0 hT_ø bV (ø_1) : : : bV (ø_4)i_ò dø_1 : : : dø_4: (7.156)

Äëß âêëàäà â � � �_0 ïîðßäêà n èìååòñß (n � 1)! êîìáèíàòîðíûõ âîçìîæíîñòåé äëß îáðàçîâàíèß íåïðèâîäèìîãî ñðåäíåãî. Â íàøåì ñëóœàå n = 4, è êîìáèíàòîðíûé ìíîæèòåëü ðàâåí 3! = 6. Êðîìå òîãî, œòîáû èñêëþœèòü ýôôåêòû ñàìîäåéñòâèß àòîìîâ, ìû äîëæíû âûäåëèòü ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùåå êàæäûé èç äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ d^{(1)} è d^{(2)} ïî äâà ðàçà. Ýòî äàåò åùå äâå âîçìîæíîñòè äëß êàæäîãî èç óœòåííûõ íåïðèâîäèìûõ ñðåäíèõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëíîå œèñëî âêëàäîâ èíòåðåñóþùåãî íàñ âèäà ðàâíî 3! � 2 = 12. Êðîìå òîãî, óñðåäíåíèß ïî ôëóêòóàöèßì äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ðàçëèœíûõ àòîìîâ ñòàòèñòèœåñêè íåçàâèñèìû, à óñðåäíåíèå ïî ôëóêòóàöèßì ýëåêòðèœåñêîãî ïîëß ìîæíî âûïîëíèòü ïî òåîðåìå Âèêà. Òàêèì îáðàçîì,

U_{12} = � T 2 fi∫ 0 : : : fi∫ 0 hT_ø bd^{(1)}_ff (ø_1) bd^{(1)}_fi (ø_2)i_ò hT_ø bd^{(2)}_fl (ø_3) bd^{(2)}_ffi (ø_4)i_ò �

� hT_ø bE_ff(r_1; ø_1) bE_fl (r_2; ø_3)i_ò hT_ø bE_fi (r_1; ø_2) bE_ffi(r_2; ø_4)i_òdø_1 : : : dø_4:

Ââåäåì îáîçíàœåíèß äëß êîððåëßòîðà äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ:

ff^{(j)}_{fffi} (ø) = hT_ø bd^{(j)}_ff (0) bd^{(j)}_fi (ø)i_ò; j = 1; 2; (7.157)

è ýëåêòðèœåñêèõ ïîëåé:

D^E_{fffi} (r; ø) = hT_ø bE_ff(0; 0) bE_fi(r; ø)i_ò: (7.158)

Äëß ïðîñòîòû áóäåì ñœèòàòü, œòî àòîìû íàõîäßòñß â ñèíãëåòíîì ñîñòîßíèè. Òîãäà

ff^{(j)}_{fffi} (ø) = ff_j (ø) ffi_{fffi}; (7.159)

è âçàèìîäåéñòâèå U_{12} ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:

U_{12} = � T 2 fi∫ 0 � � � fi∫ 0 ff_1(ø_1 � ø_2) ff_2(ø_3 � ø_4) D^E_{fffi}(r; ø_1 � ø_3) �

� D^E_{fffi} (r; ø_4 � ø_2) dø_4 : : : dø_1: (7.160)

170 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

Ïåðåéäåì ê ìàöóáàðîâñêîìó œàñòîòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ: ff(ø) = T P !_n

e^{�i!n ø} ff(i!_n): (7.161)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ø äåëàåò âñå œàñòîòû â âûðàæåíèè (7.160) ðàâíûìè, è ìû ïîëóœàåì

U_{12} = � T 2 P !_n

ff_1(i!_n) ff_2(i!_n) � D^E_{fffi}(i!_n; r)

�_2

: (7.162)

(Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü œåòíîñòüþ ìàöóáàðîâñêèõ êîððåëßöèîííûõ ôóíêöèé ïî œàñòîòå.)

Ôóíêöèþ D^E_{fffi}(i!_n; r) ìîæíî ëåãêî ñâßçàòü ñ ôóíêöèåé Ãðèíà (7.39), ïðèâåäåííîé â óñëîâèè. Ïîñêîëüêó â âûáðàííîé íàìè êàëèáðîâêå Φ = 0, òî E = �Ȧ=c. Ïîýòîìó

D^E_{fffi} (i!_n; r) = ! 2 n c^2

D_{fffi}(i!_n; r) (7.163)

è âûðàæåíèå äëß ýíåðãèè ïåðåïèøåòñß êàê

U_{12} = � T 2 P !_n

!^4_n c^4 ff_1(i!_n) ff_2(i!_n) [D_{fffi}(i!_n; r_{12})]^2 : (7.164)

Œòîáû íàéòè ôóíêöèþ D_{fffi} (i!_n; r), ïåðåéäåì èç èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåíèß â êîîðäèíàòíîå, çàìåíßß â âûðàæåíèè (7.39) êîìïîíåíòû âåêòîðà k íà ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðàâèëó: k_ff ! ! �i@=@x_ff. Ïîëóœàåì

D_{fffi}(i!_n; r) = �4ß ˇ ffi_{fffi} � c 2 !^2_n

@^2 @xff@x_fi ˘ ∫ e^{ikr} k^2 + !^2_n=c^2 d^3k (2ß)^3

: (7.165)

Âûœèñëèì èíòåãðàë I = ∫ e^{ikr} k^2 + a^2 d^3k (2ß)^3 = 1 2ß^2 1∫ 0 sin kr kr k^2 dk k^2 + a^2 =

= � 1

2ß^2r @ @r 1∫ 0 cos kr k^2 + a^2 dk = � 1

2ß^2r @ @r ß 2a e^{�ar} = 1 4ßr e^{�ar}: (7.166)

Íàêîíåö, äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò

D_{fffi} (i!_n; r) = e

�knr

k^2_nr^3 � ffi_{fffi} � 1 + k_nr + k^2_nr^2 � � n_ff n_fi � 3 + 3k_nr + k^2_nr^2 � ; (7.167) ãäå k_n = j!_nj=c. Ïîëóœàåì, œòî âåëèœèíà, âõîäßùàß â âûðàæåíèå (7.164) äëß U_{12} åñòü K(!_n; r) = k^4_n [D_{fffi}(i!_n; r)]^2 =

= 2e

�2knr

r^6 � 3 + 6k_nr + 5k^2_nr^2 + 2k^3_nr^3 + k^4_nr^4 � : (7.168)

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 171

Ïåðåä òåì, êàê íåïîñðåäñòâåííî ïðèñòóïèòü ê âûœèñëåíèþ U_{12}, ñâßæåì ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèè ff_{(1;2)}(i!_n) ñ ïîëßðèçóåìîñòüþ àòîìîâ. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó îïðåäåëßåìàß ïî ôîðìóëå Êóáî ïîëßðèçóåìîñòü åñòü

ff_{fffi} (!) = i 1∫ 0 e^{i!t}h[d_ff(t); d_fi (0)]i_ò dt: (7.169)

Âûðàæåíèå (7.169) ïðè àíàëèòèœåñêîì ïðîäîëæåíèè íà âåðõíþþ ìíèìóþ ïîëóîñü äàåò êàê ðàç ìàöóáàðîâñêóþ ôóíêöèþ ff(i!_n). Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì, âûðàçèì ff(i!_n) œåðåç ff(!). Ïðè !_n ¿ 0 ïî ôîðìóëå Êðàìåðñà–Êðîíèãà èìååì

ff(i!_n) = 1 ß 1∫ �1 ff^{00}(!) ! � i!n d! � 2 ß 1∫ 0 !ff^{00}(!) !^2_n + !^2 d!; (7.170)

ãäå ff^{00}(!) — ìíèìàß œàñòü ïîëßðèçóåìîñòè (ìû âîñïîëüçîâàëèñü çäåñü åå íåœåòíîñòüþ). Òàêèì îáðàçîì, ïîëóœàåì îêîíœàòåëüíûé ðåçóëüòàò:

U_{12} = � 2T

ß^2 P !_n 1∫ 0 1∫ 0 K(!_n; r) !^1 !^2 ff^1(!^1) ff^2(!^2) � !^2_n + !^2_1 � � !^2_n + !^2

� d!_1 d!_2: (7.171)

Îáùåå âûðàæåíèå (7.171) ñïðàâåäëèâî ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàññòîßíèè ìåæäó àòîìàìè. Ýòî âûðàæåíèå óïðîùàåòñß â íåñêîëüêèõ èíòåðåñíûõ ïðåäåëüíûõ ñëóœàßõ. Îïðåäåëèì õàðàêòåðíûå äëèíû

˘_0 = c !0 ; ˘_T = c T ; (7.172)

ãäå !_0 — œàñòîòà, îïðåäåëßåìàß œàñòîòíîé äèñïåðñèåé ïîëßðèçóåìîñòè (ôàêòèœåñêè, â àòîìíûõ åäèíèöàõ âñåãäà !_0 ¸ 1). Ïîñêîëüêó ˘_0 ìíîãî áîëüøå ðàäèóñà àòîìîâ, à ˘_T , â ñâîþ îœåðåäü, ìíîãî áîëüøå ˘_0, èìååòñß òðè ðàçëèœíûå îáëàñòè,

А: r ø ˘_0; Б: ˘_0 ø r ø ˘_T ; В: ˘_T ø r:

Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè êàæäûé èç ýòèõ ñëóœàåâ. А: Â ýòîì ñëóœàå k_nr ø 1, ò. å. çàïàçäûâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèß ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Ñîãëàñíî (7.168) ïðè ýòîì K(!_n; r) = 6=r^6.

Ïîñêîëüêó â ýòîé îáëàñòè k_n˘_T ø 1, ìàöóáàðîâñêóþ ñóììó ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî !:

U(r) = � 12ℏ ß^3 r^6 1∫ 0 1∫ 0 1∫ 0 !1 !2 ff^{00}(!1) ff^{00}(!2) � !^2 + !^2_1 � � !^2 + !^2

� d!_1 d!_2 d!: (7.173)

Èíòåãðèðóß ïî !, ïîëóœàåì^{11}) :

11) Ñîîòíîøåíèß (7.174) è (7.179) áûëè ïîëóœåíû Ëîíäîíîì (1930) è Ïîëüäåðîì è Êàçèìèðîì (1948) — ïîäðîáíåå ñì. [1], ãë. VI; [9], § 85.

172 Äèàãðàììíàß òåõíèêà ïðè êîíåœíûõ òåìïåðàòóðàõ [ Ãë. 7

U(r) = � 6ℏ ß^2 r^6 1∫ 0 1∫ 0 ff^{00}(!1) ff^{00}(!2)

!1 + !2 d!_1 d!_2: (7.174)

Â îáëàñòè r ø ˘_0 âàí-äåð-âààëüñîâî âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî âûâåñòè è áåç èñïîëüçîâàíèß äèàãðàììíîé òåõíèêè. Œòîáû ïîëóœèòü âûðàæåíèå (7.174), íàäî íàéòè ñäâèã ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîßíèß äâóõ àòîìîâ ïî êâàíòîâîìåõàíèœåñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé:

ffiE_0 = � P m6=0

hmj bH 12j0ij^2 Em � E0

; (7.175) ãäå bH_{12} =^1_{r312} [bp_1 bp_2 � 3(bp_1n)(bp_2n)] (7.176)

— ãàìèëüòîíèàí äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèß äâóõ àòîìîâ â ïðåíåáðåæåíèè çàïàçäûâàíèåì.

Б: Â ýòîì ñëóœàå k_n˘_0 Æ 1 è, çíàœèò, íåîáõîäèìî óœèòûâàòü çàïàçäûâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèß. Â òî æå âðåìß, ïîñêîëüêó k_n˘_T ø 1, òåìïåðàòóðà ïî-ïðåæíåìó ýôôåêòèâíî ìàëà, è ìàöóáàðîâñêóþ ñóììó â (7.171) ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë. Ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëßåòñß îáëàñòüþ œàñòîò !_n ß c=r ø !_0 (èç-çà ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëß â K(!; r)), âñëåäñòâèå œåãî ìîæíî ïðåíåáðåœü !_n â çíàìåíàòåëßõ (7.171). Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèå ïî !_{1;2} äàñò ff_{1;2}(0) â ñèëó ñîîòíîøåíèé Êðàìåðñà–Êðîíèãà. Îñòàþùèéñß èíòåãðàë ïî ! â âûðàæåíèè äëß âçàèìîäåéñòâèß,

U(r) = � ff^1(0) ff^2(0) 2ß 1∫ 0 K(!; r) d!; (7.177)

âûœèñëßåòñß ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû 1∫ 0 x^m e^{�ax} dx = m! a^{m+1}

: (7.178)

Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåì òàê íàçûâàåìîå âçàèìîäåéñòâèå Êàçèìèðà:

U(r) = � 23ℏc ff^1(0) ff^2(0) 4ßr^7

: (7.179)

Îòìåòèì, œòî â îáëàñòè r Æ ˘_0 ñóùåñòâåííî çàïàçäûâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèß è êâàíòîâîìåõàíèœíîñòü ôîòîíîâ. Ôîðìàëüíî ýòî ïðîßâëßåòñß â òîì, œòî âçàèìîäåéñòâèå (7.179) ßâíî çàâèñèò îò ñêîðîñòè ñâåòà è ïîñòîßííîé Ïëàíêà. Ôèçèœåñêè ñèëà Êàçèìèðà (7.179) âîçíèêàåò èç-çà êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé ýëåêòðîìàãíèòîãî èçëóœåíèß â âàêóóìå ïðè T = 0.

В: Ïðè r Æ ˘_T âñå œëåíû â âûðàæåíèè (7.168) ñ !_n 6= 0 îêàçûâàþòñß ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè. Ïîýòîìó â ìàöóáàðîâñêîé ñóììå â (7.171) äîñòàòîœíî îñòàâèòü ëèøü œëåí ñ n = 0. Òîãäà èíòåãðèðîâàíèå ïî !_{1;2} äàñò, êàê è ðàíüøå, ñòàòèœåñêóþ ïîëßðèçóåìîñòü, à â K(r)_{!n=0}

7.4 ] Ðåøåíèß çàäàœ 34 –42 173

äîñòàòîœíî óäåðæàòü ëèøü ïåðâûé œëåí 6=r^6. Ïîëóœàåì

U(r) = �3 T ff^1(0) ff^2(0) r^6

: (7.180)

Âûðàæåíèå (7.180), ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäåëó ¿âûñîêîé£ òåìïåðàòóðû T Æ c=r, ïî ñóùåñòâó ýëåìåíòàðíî. Åãî ìîæíî ïîëóœèòü â ðàìêàõ êëàññèœåñêîé ñòàòèñòèœåñêîé ôèçèêè, ðàññìàòðèâàß âçàèìîäåéñòèå êëàññèœåñêèõ äèïîëåé (7.176). Òåðìîäèíàìèœåñêîå ñðåäíåå âûðàæåíèß (7.176) ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâèß äàåòñß âòîðûì ïîðßäêîì òåðìîäèíàìèœåñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé:

U(r) = � 1 2T hH^2_{12}i_ò: (7.181)

Ñðåäíåêâàäðàòèœíûå ôëóêòóàöèè äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ ôëóêòóàöèîííî-äèññèïàöèîííîé òåîðåìû (èëè äàæå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î ðàâíîðàñïðåäåëåíèè):

hd_ff d_fi i_ò = T ff(0) ffi_{fffi}: (7.182)

Â ðåçóëüòàòå ïîëóœàåòñß êëàññèœåñêîå âûðàæåíèå (7.180).