Г л а в а 10

СВЕРХПРОВОДИМОСТЬ

10.1. Микроскопическая теория сверхпроводимости

10.1.1. Образование куперовских пар. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü â ìåòàëëàõ âîçíèêàåò èç-çà ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß, ïðèâîäßùåãî ê ïðèòßæåíèþ ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Êàœåñòâåííî ýòî ìîæíî ïîíßòü òàê. Äâèãàßñü â ìåòàëëå, ýëåêòðîí ïðèòßãèâàåò èîíû. Çà ñœåò ýòîãî êðèñòàëëèœåñêàß ðåøåòêà ñëåãêà äåôîðìèðóåòñß. Ïîýòîìó â îáëàñòè, œåðåç êîòîðóþ ïðîøåë ýëåêòðîí, íà íåêîòîðîå âðåìß îñòàåòñß íåñêîìïåíñèðîâàííûì ïîëîæèòåëüíûé çàðßä èîíîâ, êîòîðûé, â ñâîþ îœåðåäü, ïðèòßãèâàåò äðóãèå ýëåêòðîíû.

Íà ïåðâûé âçãëßä, ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå íå äîëæíî ñóùåñòâåííî âëèßòü íà ôèçèêó ýëåêòðîííîé ñèñòåìû. Âåäü ßäðà ðåøåòêè òßæåëûå, è ýëåêòðîíàì òðóäíî ñäâèíóòü èõ ñ ìåñòà. Êàê ìû âûßñíèëè â ãë. 6, ãäå îáñóæäàëàñü òåîðèß Ìèãäàëà, ïðèíèìàþùàß âî âíèìàíèå áîëüøóþ ðàçíèöó ìàññ ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, ýòî â êàêîìòî ñìûñëå ñïðàâåäëèâî. Äåéñòâèòåëüíî, äàæå ïðè âåëèœèíå ýëåêòðîíôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ïîðßäêà åäèíèöû, ïîïðàâêè ê ðàçëèœíûì ôèçèœåñêèì âåëèœèíàì îêàçûâàþòñß ëèáî ìàëûìè, ëèáî ñîñðåäîòîœåííûìè â èíòåðâàëå ýíåðãèé ïîðßäêà äåáàåâñêîé, ò. å. ìíîãî ìåíüøå ýíåðãèè Ôåðìè.

Îäíàêî îêàçûâàåòñß, œòî ýëåêòðîí-ôîíîííîå ïðèòßæåíèå âåñüìà ýôôåêòèâíî, åñëè èìïóëüñû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Îäèí ýëåêòðîí, äâèãàßñü ñêâîçü êðèñòàëë, âñòðßõèâàåò ðåøåòêó âäîëü ëèíèè ñâîåãî äâèæåíèß. Êîëåáàíèß ðåøåòêè — ýòî ìåäëåííûé ïðîöåññ, ïîýòîìó ýëåêòðîí îñòàâëßåò çà ñîáîé ñðàâíèòåëüíî äîëãîæèâóùèé ñëåä. Õàðàêòåðíàß œàñòîòà êîëåáàíèé ðåøåòêè ïîðßäêà äåáàåâñêîé œàñòîòû !_D¸ p m=M ”_F , ãäå m=M – îòíîøåíèå ìàññû ýëåêòðîíà ê ìàññå èîíà. Ïîýòîìó âðåìß ðàññàñûâàíèß âîçìóùåíèß ðåøåòêè îêàçûâàåòñß ïðèìåðíî â p M=m ðàç áîëüøå, œåì âðåìß, çà êîòîðîå ýëåêòðîí ïðîõîäèò ðàññòîßíèå ìåæäó ñîñåäíèìè èîíàìè. Ýòî îçíàœàåò, œòî âîçìóùåíèå ðåøåòêè, ñîçäàííîå äâèæóùèìñß ýëåêòðîíîì, îáðàçóåò ñëåä, âûòßíóòûé âäîëü òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà ïðèìåðíî íà p M=m ìåæàòîìíûõ ðàññòîßíèé. Âòîðîé ýëåêòðîí, åñëè îí äâèæåòñß òîœíî íàâñòðåœó ïåðâîìó, ïðîõîäèò œåðåç òå æå ñàìûå òîœêè ïðîñòðàíñòâà, íî â îáðàòíîì ïîðßäêå. Âñå òî âðåìß, ïîêà ðàññàñûâàåòñß âîçìóùåíèå, ýòîò ýëåêòðîí íàõîäèòñß âíóòðè

10.1 ] Ìèêðîñêîïèœåñêàß òåîðèß ñâåðõïðîâîäèìîñòè 269

ñëåäà, îñòàâëåííîãî ïåðâûì ýëåêòðîíîì. Ïîýòîìó ïðèòßæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè îêàçûâàåòñß ãîðàçäî

Ðèñ. 10.1 ñèëüíåå, œåì ìåæäó ýëåêòðîíàìè, äâèæóùèìèñß ïîä óãëîì.

Áîëåå ôîðìàëüíî ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîå ïðèòßæåíèå ïîëóœàåòñß òàê. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè çà ñœåò îáìåíà âèðòóàëüíûì ôîíîíîì îïèñûâàåòñß äèàãðàììîé íà ðèñ. 10.1. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ïðîöåññ, êàê ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ýëåêòðîíîâ ñ ïåðåäàœåé èìïóëüñà k. Ïî ïðàâèëàì äèàãðàììíîé òåõíèêè, îïèñàííûì â ãëàâàõ 4 è 6, ëèíèè âçàèìîäåéñòâèß ñîîòâåòñòâóåò òàêîå âûðàæåíèå:

g^2_{e�ph}D(!; k) = g^2_{e�ph}!^2_k !^2 � !^2_k

: (10.1)

Èíòåðåñ äëß íàñ ïðåäñòàâëßþò ïðîöåññû, â êîòîðûõ ïåðåäàííûé èìïóëüñ k ïîðßäêà ôåðìèåâñêîãî, à ïåðåäàííàß ýíåðãèß ìàëà: ! ø !_D. Ïîñêîëüêó !_k ß !_D, âûðàæåíèå (10.1) îêàçûâàåòñß ðàâíûì ïðîñòî �g^2_{e�ph}. Îòðèöàòåëüíûé çíàê àìïëèòóäû ðàññåßíèß îçíàœàåò, œòî ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ßâëßåòñß ïðèòßæåíèåì. Çàìåòèì, œòî ïåðåäàœà èìïóëüñà ïîðßäêà p_0 âîçìîæíà ëèøü åñëè ñóììàðíûé èìïóëüñ ìàë. Â ïðîòèâíîì ñëóœàå, ïîñêîëüêó âñå ñîñòîßíèß ïîä ôåðìèïîâåðõíîñòüþ çàíßòû, à ñóììàðíûé èìïóëüñ ñîõðàíßåòñß, ïåðåäàœà èìïóëüñà îò îäíîé œàñòèöû ê äðóãîé ïðè âçàèìîäåéñòâèè îêàçûâàåòñß ìàëîé. (Ýòî íàèáîëåå îœåâèäíî, åñëè ñóììàðíûé èìïóëüñ áëèçîê ê 2p_0, ò. å. âçàèìîäåéñòâóþùèå ýëåêòðîíû íàõîäßòñß â áëèçêèõ òîœêàõ ôåðìèïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëóœàå âîçìîæíàß âåëèœèíà ïåðåäàííîãî èìïóëüñà ìíîãî ìåíüøå p_0.) Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå (10.1) íàèáîëåå ýôôåêòèâíî äëß ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè.

Îêàçûâàåòñß, œòî ýôôåêòèâíîå ïðèòßæåíèå ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ñâßçàííîãî ñîñòîßíèß. Ýëåêòðîíû ãðóïïèðóþòñß â òàê íàçûâàåìûå êóïåðîâñêèå ïàðû ñ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè èìïóëüñàìè. Ñïèíû ýëåêòðîíîâ â ïàðå îêàçûâàþòñß ïðè ýòîì íàïðàâëåííûìè â ðàçíûå ñòîðîíû, òàê œòîáû ñïèíîâàß œàñòü âîëíîâîé ôóíêöèè ïàðû áûëà íåœåòíîé, à êîîðäèíàòíàß — œåòíîé. Ïðè ýòîì âûèãðûø â ýíåðãèè ïàðû èç-çà ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ìàêñèìàëåí. Ïîýòîìó êóïåðîâñêàß ïàðà ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñïèíîâûé ñèíãëåò, à åå îðáèòàëüíûé ìîìåíò ðàâåí íóëþ.

Òàêîå ñïàðèâàíèå íàçûâàåòñß s-ñïàðèâàíèåì. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå âèäû ñâåðõïðîâîäßùåãî ñïàðèâàíèß áîëåå îáùåãî âèäà, õàðàêòåðèçóþùèåñß îòëèœíûì îò íóëß îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì ïàðû èëè ñïèíîì ïàðû ðàâíûì åäèíèöå. Ïîäîáíîå ñïàðèâàíèå ðåàëèçóåòñß, íàïðèìåð, â^3He, à òàêæå â íåêîòîðûõ ñâåðõïðîâîäßùèõ ìàòåðèàëàõ, îòíîñßùèõñß ê êëàññàì òàê íàçûâàåìûõ ¿êóïðàòíûõ£ è ¿òßæåëîôåðìèîííûõ£ ñâåðõïðîâîäíèêîâ.

270 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Íàêîíåö, îñòàíîâèìñß íà ñâßçè ýôôåêòà ñïàðèâàíèß ñ ßâëåíèåì ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Çàìåòèì, œòî êóïåðîâñêèå ïàðû ïîäœèíßþòñß áîçåñòàòèñòèêå, è ïîýòîìó ïðè íèçêîé òåìïåðàòóðå îíè ôîðìèðóþò áîçåêîíäåíñàò. Â òàêîé áîçå-æèäêîñòè èç êóïåðîâñêèõ ïàð âñå ìåõàíèçìû ðàññåßíèß ýëåêòðîíîâ ñòàíîâßòñß íåýôôåêòèâíûìè, ïîòîìó œòî ïðè ðàññåßíèè îäíîãî èç ñïàðåííûõ ýëåêòðîíîâ ïàðà ðàçðóøèëàñü áû. Íî ðàçðóøåíèå ïàðû òðåáóåò çàòðàòû ýíåðãèè ïîðßäêà ýíåðãèè ñâßçè ýëåêòðîíîâ â ïàðå. Ïîýòîìó ïðè òåìïåðàòóðå ìåíüøå ýíåðãèè ñâßçè ïàðû ðàññåßíèå îòäåëüíûõ ýëåêòðîíîâ îêàçûâàåòñß ýíåðãåòèœåñêè íåâûãîäíûì. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ýëåêòðèœåñêèé òîê ìîæåò òåœü áåç äèññèïàöèè.

Îáñóäèì òåïåðü âëèßíèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß íà ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Ìîæíî áûëî áû îæèäàòü, œòî ñâåðõïðîâîäèìîñòü äîëæíà ïîäàâëßòüñß ïðßìûì ýëåêòðîí-ýëåêòðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ýôôåêòû êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß îáûœíî ïîðßäêà åäèíèöû. Ïðè ýòîì ôîíîííîå ïðèòßæåíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè êîðîòêîäåéñòâóþùåå, à êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå — äàëüíîäåéñòâóþùåå. Ïîýòîìó, êàçàëîñü áû, îòòàëêèâàíèå äîëæíî ïåðåâåñèòü. Îäíàêî âñå íå òàê ïðîñòî. Äåëî â òîì, œòî êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå çàïàçäûâàåò íà âðåìß ïîðßäêà îáðàòíîé ïëàçìåííîé œàñòîòû, à ýëåêòðîí-ôîíîííîå — íà âðåìß ïîðßäêà !^{�1}_D . Èíûìè ñëîâàìè, ýëåêòðîí îñòàâëßåò âäîëü ñâîåé òðàåêòîðèè ôîíîííûé ñëåä, êîòîðûé íå ðàññàñûâàåòñß îòíîñèòåëüíî äîëãî (ñì. çàäàœó 64). Ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè çà ñœåò îáìåíà ôîíîíàìè ïðîèñõîäèò ãîðàçäî äîëüøå, œåì êóëîíîâñêîå îòòàëêèâàíèå. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ßâëßåòñß îòíîñèòåëüíàß ìàëîñòü ýôôåêòà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß (ñì. çàäàœó 61). Â ðåçóëüòàòå ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå îêàçûâàåòñß áîëåå ñóùåñòâåííûì äëß ñâåðõïðîâîäèìîñòè, œåì êóëîíîâñêîå.

Œòîáû ëóœøå ïîíßòü ìåõàíèçì îáðàçîâàíèß ïàð, ìû óïðîñòèì çàäàœó è, ñëåäóß ïåðâîíàœàëüíîé èäåå Êóïåðà, ðàññìîòðèì âñåãî äâà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíà, äâèæóùèõñß íà ôîíå ôåðìè-ìîðß. Ïðè ýòîì ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü ýôôåêòîì ðîæäåíèß äðóãèõ ýëåêòðîíäûðîœíûõ ïàð, è óœòåì âëèßíèå îñòàëüíûõ ýëåêòðîíîâ òîëüêî â òîì ñìûñëå, œòî èìïóëüñû âûáðàííûõ íàìè äâóõ ýëåêòðîíîâ áóäóò îáßçàíû ëåæàòü âîâíå ôåðìè-ñôåðû.

Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîßíèß ïàðû ýëåêòðîíîâ îïèñûâàþòñß âîëíîâîé ôóíêöèåé �_{fffi} (p; p^0), ãäå p è p^0 — èìïóëüñû, à ff è fi — ñïèíîâûå èíäåêñû. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè ñîõðàíßåò ñïèí, ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèíãëåòíûå ñîñòîßíèß �_{fffi} (p; p^0) = �(p; p^0) � j ”#i � j #”i � . Îðáèòàëüíàß œàñòü âîëíîâîé ôóíêöèè �(p; p^0) óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå:

E �(p; p^0) = (E_p + E_p0 )�(p; p^0) + P p+p^0 =q+q^0

V_{pp}0_{qq}0 �(q; q^0): (10.2)

Çäåñü E_p = p^2=2m � ¯ — îäíîœàñòèœíàß ýíåðãèß, à V_{pp}0_{qq}0 — ýôôåêòèâíîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Êàê óêàçàíî âûøå, ìû

10.1 ] Ìèêðîñêîïèœåñêàß òåîðèß ñâåðõïðîâîäèìîñòè 271

ïðåäïîëàãàåì, œòî èìïóëüñû p è p^0 íàõîäßòñß ñíàðóæè ôåðìè-ñôåðû: jpj ¿ p_0, jp^0j ¿ p_0.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, œòî õàðàêòåðíàß ýíåðãèß, ïåðåäàííàß ïðè ýëåêòðîí-ôîíîííîì âçàèìîäåéñòâèè, íå ìîæåò áûòü áîëüøå äåáàåâñêîé œàñòîòû !_D. Ïîýòîìó áóäåì ñœèòàòü, œòî âçàèìîäåéñòâèå V_{pp}0_{qq}0 îòëèœíî îò íóëß òîëüêî â óçêîì èíòåðâàëå ýíåðãèé ïîðßäêà !_D:

V_{pp}0_{qq}0 = æ �˘ ïðè jE_sj ¡ !_D; 0 â ïðîòèâíîì ñëóœàå,

(10.3)

ãäå s = p; p^0; q; q^0. Çäåñü ìû ââåëè îáîçíàœåíèå äëß ýôôåêòèâíîé êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèß: ˘ ȷ g^2_{e�ph}.

Ðàññìîòðèì âíàœàëå ñëóœàé íóëåâîãî ñóììàðíîãî èìïóëüñà ïàðû P = p + p^0 = 0. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (10.2) ïðèíèìàåò âèä

(E � 2E_p)�(p; �p) = �˘ P 0¡E_q ¡!_D

�(q; �q): (10.4)

Ïîñêîëüêó ïðàâàß œàñòü ýòîãî óðàâíåíèß íå çàâèñèò îò p â îáëàñòè jE_pj ¡ !_D, ðåøåíèå óðàâíåíèß åñòü

�(p; �p) = a E � 2Ep

: (10.5)

Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åñëè �˘ P 0¡E_q ¡!_D 1 2Eq � E

= 1: (10.6)

Íàïîìíèì, œòî óñëîâèå E_q ¿ 0 â (10.6) âîçíèêàåò, ïîñêîëüêó â çàäàœå ïðèñóòñòâóåò ôåðìè-ìîðå, èç-çà œåãî ðàññìàòðèâàåìûå äâà ýëåêòðîíà íå ìîãóò ïåðåõîäèòü â ñîñòîßíèß ïîä ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ. Óñëîâèå æå E_q ¡ !_D â (10.6) îòðàæàåò òîò ôàêò, œòî ýëåêòðîíû îáìåíèâàþòñß ôîíîíàìè, è ïîýòîìó ïåðåäàííàß ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýíåðãèß íå ìîæåò áûòü áîëüøå !_D.

Íàñ èíòåðåñóåò ñâßçàííîå ñîñòîßíèå ýëåêòðîíîâ ïàðû, ïîýòîìó ýíåðãèß E äîëæíà áûòü îòðèöàòåëüíîé. Ïåðåõîäß â (10.6) ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸ = E_q, èìååì

1 = ˘˚_0

!_D∫

0 d¸ 2¸ + jEj = 1 2 ˘˚_0 ln ı 1 + 2!^D jEj ȷ ; (10.7)

ãäå ˚_0 = mp_0=(2ß^2ℏ^3) — îäíîœàñòèœíàß ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé íà óðîâíå Ôåðìè. Ðåøàß óðàâíåíèå (10.7), ïîëóœàåì ýíåðãèþ ñâßçè ïàðû:

E_� = � 2!^D e^{2=˘˚0} + 1

: (10.8)

Ïðè ìàëîé êîíñòàíòå ñâßçè ˘˚_0 ø 1 âûðàæåíèå (10.8) ïðåâðàùàåòñß â E_� = �2!_De^{�2=˘˚0} . Èòàê, ñâßçàííîå ñîñòîßíèå äâóõ ýëåêòðîíîâ äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñóùåñòâåííóþ ðîëü ôåðìè-ñòàòèñòèêè. Ýëåêòðîíû íå ìîãóò ïåðåéòè â çàíßòûå ñîñòîßíèß

272 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

ïîä ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ, ïîýòîìó â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå îíè âñåãäà íàõîäßòñß â òîíêîì äâóìåðíîì ñôåðèœåñêîì ñëîå ìåæäó jpj = p_0 è jpj ß p_0 + !_D=v_F . Àíàëîãèœíî ìîæíî ðàññìîòðåòü îáðàçîâàíèå ïàðû ñ ñóììàðíûì èìïóëüñîì k, îòëèœíûì îò íóëß. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, œòî â ýòîì ñëóœàå ìèíèìàëüíàß ýíåðãèß ñâßçè äîñòèãàåòñß ïðè k = 0.

Îòìåòèì èíòåðåñíóþ àíàëîãèþ ìåæäó ðàññìîòðåííîé çàäàœåé îá îäíîé êóïåðîâñêîé ïàðå è çàäàœàìè 12 è 13, â êîòîðûõ îáñóæäàåòñß îáðàçîâàíèå ñâßçàííîãî ñîñòîßíèß ïðè äâèæåíèè œàñòèöû â ïîëå ìåëêîé ßìû. Ñâßçàííîå ñîñòîßíèå èìååòñß òîëüêî â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè D ⩽ 2, ïðèœåì ïðè D = 2 ñèòóàöèß ëîãàðèôìèœåñêàß, êàê â (10.6), è ýíåðãèß ñâßçè îêàçûâàåòñß ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé ïî ãëóáèíå ßìû. Îñîáàß ðîëü ðàçìåðíîñòè D = 2 ñâßçàíà ñ òåì, œòî ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ˚(”) ïðè D ¡ 2 ðàñõîäèòñß ïðè ýíåðãèè ” ! 0, â òî âðåìß êàê ïðè D = 2 ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé ˚(”) îñòàåòñß êîíåœíîé ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëîì ”. Â òî æå âðåìß ïðè D ¿ 2 ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé îáðàùàåòñß â íóëü ïðè ” ! 0, œåì è îáúßñíßåòñß îòñóòñòâèå ñâßçàííûõ ñîñòîßíèé â ìåëêîé ßìå. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ïðè D = 2 çàäàœà î ìåëêîé ßìå ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäàœå î êóïåðîâñêîé ïàðå. Ïîýòîìó èíîãäà ãîâîðßò, œòî äèíàìèêà êóïåðîâñêîé ïàðû ýôôåêòèâíî äâóìåðíà.

Èíòåðåñíî îöåíèòü ðàçìåð êóïåðîâñêîé ïàðû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, èç ñîîòíîøåíèß íåîïðåäåëåííîñòè. Ýíåðãèß êàæäîãî èç ýëåêòðîíîâ â ïàðå èìååò íåîïðåäåëåííîñòü ïîðßäêà E_� (ïîòîìó œòî ôèêñèðîâàíà ëèøü ñóììàðíàß ýíåðãèß). Ñîîòâåòñòâóþùàß íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà åñòü ffip ß E_�=v_F è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæåíèå êàæäîãî èç ýëåêòðîíîâ îïðåäåëåíî ñ òîœíîñòüþ äî

¸ = ℏ ffip ß ℏv^F E� : (10.9)

Ýòî è åñòü ðàçìåð ïàðû. Ïîñêîëüêó ïðè ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè ˘˚_0 ø ø 1 ýíåðãèß ñâßçè E_� ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà, ðàññòîßíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè â ïàðå îêàçûâàåòñß ãîðàçäî áîëüøå, œåì ñðåäíåå ðàññòîßíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ýòî îçíàœàåò, œòî ïðåíåáðåæåíèå âçàèìîäåéñòâèåì ýëåêòðîíîâ ïàðû ñ ýëåêòðîíàìè ôåðìè-ìîðß, âîîáùå ãîâîðß, íåêîððåêòíî. Ïîýòîìó ðàññìîòðåííàß íàìè çàäàœà îá îäíîé êóïåðîâñêîé ïàðå ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ëèøü íàâîäßùåå ñîîáðàæåíèå. Òåì íå ìåíåå, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïîëóœåííàß îöåíêà ýíåðãèè ñâßçè (10.8) íå îœåíü äàëåêà îò çíàœåíèß, ïðåäñêàçûâàåìîãî òîœíîé òåîðèåé. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå î êóïåðîâñêèõ ïàðàõ îêàçûâàåòñß âåñüìà ïîëåçíûì ïðè êàœåñòâåííûõ ðàññóæäåíèßõ.

10.1.2. Квазичастицы в сверхпроводнике. Ïåðåéäåì ê áîëåå ôîðìàëüíîìó àíàëèçó çàäàœè î ñâåðõïðîâîäßùåì ñïàðèâàíèè. Çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñ ïðèòßæåíèåì:

bH_{ÁÊØ} = P p ¸_p a^+_p a_p � 1 2 P p+p^0=q+q^0

V_{p p}0_{q q}0 a^+_{pff}a^+_p0_fi a_{qfi} a_q0_ff: (10.10)

Êàê è ðàíüøå, áóäåì ñœèòàòü, œòî âçàèìîäåéñòâèå îòëèœíî îò íóëß òîëüêî âáëèçè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè:

10.1 ] Ìèêðîñêîïèœåñêàß òåîðèß ñâåðõïðîâîäèìîñòè 273

V_{p p}0_{q q}0 = æ ˘ ïðè ¸_{max} ¡ !_D; 0 ïðè ¸_{max} ¿ !_D;

(10.11)

ãäå ¸_{max} = maxfj¸_pj; j¸_p0 j; j¸_qj; j¸_q0 jg. Âûðàæåíèå (10.10) íàçûâàåòñß ãàìèëüòîíèàíîì òåîðèè Áàðäèíà–Êóïåðà–Øðèôôåðà (ÁÊØ).

Ïðè ñëàáîì âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó ýëåêòðîíàìè, êîíñòàíòó ˘ ìîæíî âûðàçèòü œåðåç áåçðàçìåðíóþ êîíñòàíòó ı ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß: ˘ = g^2_{e�ph} = ı=˚_0 (ñì. ñ. 111). Ñëåäóåò îòìåòèòü, œòî â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ (ò. å. ïðè ı ß 1) ñâßçü ìåæäó ˘ è ı íå òàêàß ïðîñòàß. Â ýòîì ñëóœàå èç-çà ñèëüíîé ïåðåíîðìèðîâêè ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà òåîðèß ñâåðõïðîâîäèìîñòè äîëæíà ñàìîñîãëàñîâàííî óœèòûâàòü âñå ýôôåêòû ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß, îáñóæäàâøèåñß â ãë. 6. Òåì íå ìåíåå, ãàìèëüòîíèàí ÁÊØ ñ ˘ ß g^2_{e�ph} îêàçûâàåòñß âïîëíå ðàçóìíûì ïðèáëèæåíèåì äàæå ïðè ı ß 1.

Óïðîñòèì ãàìèëüòîíèàí ÁÊØ, îñòàâèâ â íåì ëèøü œëåíû, îòâåœàþùèå çà âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè:

bH = P p ¸_pa^+_p a_p �˘ 2 P p q a^+_{p ff}a^+_{�p fi} a_{q fi} a_{�q ff}: (10.12)

Ïîëóœèâøèéñß ãàìèëüòîíèàí âñå åùå äîâîëüíî ñëîæåí. Ïîýòîìó äëß åãî àíàëèçà ìû âîñïîëüçóåìñß òåîðèåé ñðåäíåãî ïîëß.

Â çàäàœå î ñâåðõïðîâîäßùåì ñïàðèâàíèè òåîðèß ñðåäíåãî ïîëß îêàçûâàåòñß âåñüìà íåòðèâèàëüíîé. Ââåäåì îïåðàòîðû bB_{fffi} = = P p a^+_{p ff}a^+_{�p fi} , îïèñûâàþùèå ðîæäåíèå êóïåðîâñêîé ïàðû ñ êîíôèãóðàöèåé ñïèíîâ jff fii. Âçàèìîäåéñòâèå â ãàìèëüòîíèàíå (10.12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �(˘=2) P fffi bB^+_{fffi} bB_{fffi} . Äàëåå, íåòðóäíî ïîêàçàòü,

œòî bB_{””} = bB_{##} = 0, à bB_{”#} = � bB_{#”}. (Äëß ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü òîæäåñòâà ^+_ff (r)^+_ff (r) = 0 è f^+_” (r); ^+_# (r)g_+ = 0, è ïåðåéòè â ôóðüåïðåäñòàâëåíèå.) Ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå â (10.12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �˘B^+_{”#} bB_{”#}.

Ïðè áîçå-êîíäåíñàöèè ïàð âñå îíè îêàçûâàþòñß â îäíîì è òîì æå êâàíòîâîì ñîñòîßíèè, ïîýòîìó ìû ïðåäïîëàãàåì, œòî â ñâåðõïðîâîäßùåì ñîñòîßíèè ñðåäíåå îò îïåðàòîðà ðîæäåíèß ïàðû îòëèœíî îò íóëß: h bBi 6= 0. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñß ïðîòèâîðåœèâûì, âåäü îïåðàòîð bB íå ñîõðàíßåò œèñëî œàñòèö, à ñîñòîßíèß ñ ðàçëèœíûì œèñëîì œàñòèö äîëæíû áûòü îðòîãîíàëüíûìè. Äåëî, îäíàêî, çàêëþœàåòñß â òîì, œòî ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó ñ îœåíü áîëüøèì œèñëîì œàñòèö N, è èçìåíåíèå N íà âåëèœèíó ïîðßäêà åäèíèöû åñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ¿ìàëàß ïîïðàâêà£. Ïîýòîìó ìîæíî ñœèòàòü, œòî îñíîâíûå ñîñòîßíèß ñ N è ñ N + 2 œàñòèöàìè ïðàêòèœåñêè òîæäåñòâåííû. Áîëåå ïîäðîáíî ñìûñë òàê íàçûâàåìûõ ¿àíîìàëüíûõ ñðåäíèõ£ ìû îáñóäèì íèæå (ñì. ïóíêòû 10.2.1.è 10.2.2.), à ïîêà ïðîñòî çàìåíèì â ãàìèëüòîíèàíå (10.12) îïåðàòîðû B^+_{”#} = P p a^+_{p”}a^+_{�p#} è bB_{”#} = P p a_{p#}a_{�p”} íà èõ ñðåäíèå. Ïðè ýòîì ïîëóœàåòñß òàê íàçûâàåìûé ãàìèëüòîíèàí Áîãîëþáîâà:

274 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

bH = P p ı ¸_p � a^+_{p”}a_{p”} + a^+_{p#}a_{p#} � + �a^+_{p#}a^+_{�p”} + �^�a_{p”}a_{�p#} ȷ ; (10.13) ãäå � =˘ P q ha_{q#}a_{�q”}i; �^� =˘ P q ha^+_{q”}a^+_{�q#}i: (10.14)

(Â âûðàæåíèè (10.13) ìû ïðåíåáðåãëè íåñóùåñòâåííîé êîíñòàíòîé �˘j�j^2.) Ãàìèëüòîíèàí (10.13) êâàäðàòèœåí ïî îïåðàòîðàì a_{p ff}, a^+_{p fi} , è ïîýòîìó åãî ìîæíî ëåãêî äèàãîíàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ êàíîíèœåñêîãî ïðåîáðàçîâàíèß. Ââåäåì äëß ýòîãî íîâûå ôåðìèîííûå îïåðàòîðû:

c_{p”} = u_pa_{p”} + v_pa^+_{�p#}; c_{p#} = �v_pa^+_{p#} + u_pa_{�p”}: (10.15)

Ïîñòàðàåìñß ïîäîáðàòü u_p è v_p òàê, œòîáû ãàìèëüòîíèàí (10.10) ïåðåøåë â ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ œàñòèö

bH = E_0 + P p ”_pc^+_p c_p: (10.16)

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ëþáûì èç ìåòîäîâ, ðàññìîòðåííûõ â çàäàœàõ ãë. 1. Ïîëóœàåì

u^2_p = 1 2 ` 1 + ¸^p ”p ´ ; v^2_p = 1 2 ` 1 � ¸^p ”p ´ ; (10.17)

ãäå ”_p = q ¸^2_p + j�j^2 (ñì., íàïðèìåð, çàäàœó 2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè êâàçèœàñòèöû ãàìèëüòîíèàíà ÁÊØ, óïðîùåííîãî ìåòîäîì Áîãîëþáîâà. Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (10.15) è (10.17), êâàçèœàñòèöû îœåíü ñèëüíî îòëèœàþòñß îò èñõîäíûõ ýëåêòðîíîâ â èíòåðâàëå ýíåðãèé ¸_p ¸ � âáëèçè ôåðìè-ïîâåðõíîñòè, à çà ïðåäåëàìè ýòîãî èíòåðâàëà îòëèœèå íåâåëèêî. Íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè ¸_p = 0, è ïîýòîìó ýíåðãèß êâàçèœàñòèöû åñòü �, à ýíåðãèß êâàçèäûðêè ðàâíà �. Òàêèì îáðàçîì, â ñïåêòðå êâàçèœàñòèö îòêðûâàåòñß ùåëü øèðèíû 2�.

Œòîáû îïðåäåëèòü âåëèœèíó �, íóæíî óœåñòü óñëîâèå ñàìîñîãëàñîâàíèß (10.14). Âûœèñëßß ñðåäíåå ha_{q#}a_{�q”}i ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèß (10.15), ïîëóœàåì

� =˘ P q � 2 q ¸^2_q + �^2

: (10.18)

Â ýòîì âûðàæåíèè ìîæíî ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸:

� =˘ 2 � ˚_0

!_D∫

�!_D d¸ p ¸^2 + �^2

: (10.19)

Ïðè � ø !_D èíòåãðàë â ïðàâîé œàñòè (10.19), ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ, åñòü ln(2!_D=�). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (10.19) ïðèíèìàåò âèä

10.2 ] Äèàãðàììíàß òåõíèêà äëß òåîðèè ÁÊØ 275

� = ˘� ln � 2!_D=� � è ñîîòâåòñòâåííî èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

� = 2!_De^{�1=˘˚0} : (10.20)

Èòàê, ñ ïîìîùüþ êàíîíèœåñêîãî ïðåîáðàçîâàíèß ìû äèàãîíàëèçîâàëè ãàìèëüòîíèàí ÁÊØ è ïîêàçàëè, œòî â ñïåêòðå êâàçèœàñòèö îòêðûâàåòñß ùåëü. Ïðè ýòîì áûëè óœòåíû âñå ýôôåêòû âçàèìîäåéñòâèß, êàê íàä, òàê è ïîä ôåðìè-ïîâåðõíîñòüþ. Èíòåðåñíî, œòî ïðè òàêîì áîëåå ñòðîãîì ðàññìîòðåíèè îòâåò äëß øèðèíû ùåëè â ñïåêòðå ñèñòåìû íå ñëèøêîì ñèëüíî îòëèœàåòñß îò ðåçóëüòàòà (10.8) çàäàœè îá îäíîé ïàðå.

Îòìåòèì èíòåðåñíóþ àíàëîãèþ ìåæäó òåîðèåé ÁÊØ è òåîðèåé ïàéåðëñîâñêîãî äèýëåêòðèêà â îäíîìåðíîé ñèñòåìå ýëåêòðîíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ôîíîíàìè (ñì. ðàçä. 6.4). Ìîæíî ïðîñëåäèòü ñõîäñòâî ìåæäó ãàìèëüòîíèàíàìè, ïðîöåäóðîé èõ äèàãîíàëèçàöèè, ñïåêòðàìè ïîëóœàþùèõñß êâàçèœàñòèö, è óðàâíåíèßìè ñàìîñîãëàñîâàíèå äëß ùåëè â ñïåêòðå. Íåñìîòðß íà ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî, ôèçèêà âîçíèêàþùåãî èç-çà âçàèìîäåéñòâèß îñíîâíîãî ñîñòîßíèß â ýòèõ ñèñòåìàõ ñîâåðøåííî ðàçíàß. Â òåîðèè ÁÊØ ñïàðèâàþòñß ýëåêòðîíû íà ïðîòèâîïîëîæíûõ óœàñòêàõ ôåðìè ïîâåðõíîñòè, à â òåîðèè Ïàéåðëñà ñïàðèâàþòñß ýëåêòðîíû è äûðêè. Â ïåðâîì ñëóœàå ïîëóœàåòñß ñâåðõïðîâîäíèê, à âî âòîðîì — äèýëåêòðèê. Ñâåðõïðîâîäßùåå ñîñòîßíèå ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíî, à â ïàéåðëñîâñêîì ñîñòîßíèè èìååòñß âîëíà ïëîòíîñòè.

10.2. Диаграммная техника для теории Бардина–Купера–Шриффера

10.2.1. Рассеяние в куперовском канале. Îáðàçîâàíèå ïàð — ßâëåíèå ñóùåñòâåííî êâàíòîâîå. Ïîýòîìó â çàäàœå î ñâåðõïðîâîäèìîñòè ôîðìàëèçì ôóíêöèé Ãðèíà îêàçûâàåòñß âåñüìà ïîäõîäßùèì ñðåäñòâîì. Ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ââåäåííûõ ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé òåîðèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè ìîæíî ðàçâèòü âåñüìà äàëåêî è ðàññìîòðåòü òàêèå âîïðîñû, êàê òåðìîäèíàìèêà ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ðîëü êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß â ñïàðèâàíèè, îòêëèê ñâåðõïðîâîäíèêîâ íà âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, è ò. ä. Êðîìå òîãî, áîëüøîå çíàœåíèå èìååò îáîáùåíèå òåîðèè ÁÊØ íà ñëóœàé òàê íàçûâàåìûõ ¿ãðßçíûõ£ ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ò. å. ìåòàëëîâ ñ ïðèìåñßìè. Â ïîñëåäíåì ñëóœàå, êàê ìû óâèäèì, ïðåèìóùåñòâà ôóíêöèé Ãðèíà îñîáåííî çíàœèòåëüíû.

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ëèáî íåâçàèìîäåéñòâóþùèå, ëèáî ñëàáî âçàèìîäåéñòâóþùèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ êâàíòîâûå ýôôåêòû, â îñíîâíîì, âîçíèêàëè èç-çà êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè (êàê, íàïðèìåð, â ôåðìèãàçå). Ïî ýòîé ïðèœèíå ìíîãèå èç ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùèõ ãëàâ ìîæíî ïîëóœèòü, èñïîëüçóß âìåñòî ôóíêöèé Ãðèíà êàêîé-íèáóäü îáõîäíîé ïðèåì. (Íàïðèìåð, îòêëèê ôåðìè-ãàçà íà âíåøíåå ïîëå ìîæíî íàéòè ëèáî ñ ïîìîùüþ êèíåòèœåñêîãî óðàâíåíèß, ëèáî âûïèñûâàß ßâíî âòîðîé ïîðßäîê òåîðèè âîçìóùåíèé.) Òåîðèß æå ñâåðõïðîâîäèìîñòè èìååò äåëî ñ ñèëüíî âçàèìîäåéñòâóþùåé ñèñòåìîé, â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê êàœåñòâåííîé

276 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

ïåðåñòðîéêå îñíîâíîãî ñîñòîßíèß. Ïîýòîìó ôóíêöèè Ãðèíà îêàçûâàþòñß íå òîëüêî íàèáîëåå åñòåñòâåííûì, íî è âî ìíîãèõ ñëóœàßõ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì èíñòðóìåíòîì.

Ðàññìîòðèì òåïåðü, êàê çàäàœà î ñâåðõïðîâîäßùåì ñïàðèâàíèè ïåðåâîäèòñß íà ßçûê äèàãðàììíîé òåõíèêè. Ñíàœàëà ðàçáåðåìñß, œòî íà ßçûêå äèàãðàìì îçíàœàåò óòâåðæäåíèå îá îáðàçîâàíèè ñâßçàííîãî

Ðèñ. 10.2 ñîñòîßíèß äëß ïàðû ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè. Êàê èçâåñòíî, ñâßçàííîìó ñîñòîßíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïîëþñ â àìïëèòóäå ðàññåßíèß (ñì. çàäàœè 12, 13 â ãë. 3), ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âåðøèííóþ œàñòü ðàññåßíèß ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè äðóã íà äðóãå. Âêëàäû ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðßäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ èìåþò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10.2. Ïåðâîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò

�^0_{ff ff}0_{fi fi}0 =˘ 2 (ffi_{ffff}0 ffi_{fifi}0 � ffi_{fffi}0 ffi_{fiff}0 ): (10.21)

Âòîðàß äèàãðàììà íà ðèñ. 10.2, ïðåäñòàâëßþùàß ñîáîé ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðßäêà òåîðèè âîçìóùåíèé, ëîãàðèôìèœåñêè ðàñõîäèòñß:

˘ ˚_0 ln 2!^D ! �^0_{ff ff}0_{fi fi}0 : (10.22)

Çäåñü ! — ñóììàðíàß ýíåðãèß âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàß äèàãðàììà áóäåò âûœèñëåíà â çàäàœå 58 (ñì. òàêæå [1], § 33).

Äèàãðàììû áîëåå âûñîêèõ ïîðßäêîâ, íàèáîëåå ñèíãóëßðíûå ïðè ! ! 0, îáðàçóþò òàêîé ðßä (ðèñ. 10.3):

Ðèñ. 10.3

Â ýòîì ðßäå äèàãðàììà n-ãî ïîðßäêà èìååò n � 1 ¿îïàñíûõ£ ñåœåíèé, èìïóëüñû œàñòèö â êîòîðûõ ïîïàðíî ïðîòèâîïîëîæíû. Êàæäîå òàêîå ñåœåíèå ïðèâîäèò ê ëîãàðèôìèœåñêîé ðàñõîäèìîñòè, ïîýòîìó n-é œëåí ðßäà (10.3) âåäåò ñåáß êàê � � ˘˚_0 ln(2!_D=!)

�_{n�1} �^0_{ff ff}0_{fi fi}0 . Ñóììèðóß ãåîìåòðèœåñêóþ ïðîãðåññèþ, ïîëóœàåì

�^C_{ff ff}0_{fi fi}0 (!) = 1 1 � ˘˚0 ln(2!D=!)

�^0_{ff ff}0_{fi fi}0 : (10.23)

Àìïëèòóäà ðàññåßíèß ýëåêòðîíîâ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè, äàâàåìàß ñóììîé ðßäà (10.3), íàçûâàåòñß àìïëèòóäîé ðàññåßíèß â êóïåðîâñêîì êàíàëå. Ïîëþñ â âûðàæåíèè (10.23) ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü,

10.2 ] Äèàãðàììíàß òåõíèêà äëß òåîðèè ÁÊØ 277

êàê íåóñòîéœèâîñòü ôåðìè-ãàçà, ñâßçàííóþ ñ îáðàçîâàíèåì êóïåðîâñêèõ ïàð.

Îêàçûâàåòñß, íåóñòîéœèâîñòü âîçíèêàåò òîëüêî ïðè äîñòàòîœíî íèçêîé òåìïåðàòóðå. Œòîáû â ýòîì óáåäèòüñß, ðàññìîòðèì ôåðìè-ãàç ñ ïðèòßæåíèåì (10.10) è íàéäåì ¿êóïåðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü£. Ââåäåì â ãàìèëüòîíèàí (10.10) âîçìóùåíèå

H_{pert} = ∫ n ^+_” (r)^+_# (r)�(r) + _#(r)_”(r)�^�(r) o d^3r; (10.24)

è îïðåäåëèì ëèíåéíûé îòêëèê

Ø_C = � @h^”(r)^#(r)i @� (10.25)

ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèþ (10.24). Ñðåäíåå h_”(r)_#(r)i ïðåäñòàâëßåò ñîáîé, êàê îáñóæäàëîñü âûøå, àìïëèòóäó êóïåðîâñêèõ ïàð, à � èãðàåò ðîëü âñïîìîãàòåëüíîãî âíåøíåãî ïîëß.

Îïåðàòîðû _”(r)_#(r) è ^+_” (r)^+_# (r) âûãëßäßò íåñêîëüêî íåïðèâûœíî, ïîñêîëüêó îíè íå ñîõðàíßþò œèñëî œàñòèö. Ñðåäíåå îò òàêîãî îïåðàòîðà, âçßòîå ïî ñîñòîßíèþ ñ ôèêñèðîâàííûì œèñëîì œàñòèö, îáðàùàåòñß â íóëü. Òåì íå ìåíåå, ïîäœåðêíåì, œòî êóïåðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü åñòü êîððåêòíî îïðåäåëåííàß âåëèœèíà: â ïðèñóòñòâèè âîçìóùåíèß (10.24), íå ñîõðàíßþùåãî œèñëî œàñòèö, ñðåäíåå h_”(r)_#(r)i îòëèœíî îò íóëß.

Ïåðåä òåì, êàê âûœèñëßòü âîñïðèèìœèâîñòü Ø_C , îòìåòèì, œòî îíà îòëèœàåòñß îò îòêëèêà íà âîçäåéñòâèå êàêîãî-ëèáî ðåàëüíîãî ïîëß òåì, œòî ïîëå � íåëüçß ïðèëîæèòü. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóåò íà ñàìîì äåëå ëèøü, óñòîéœèâà ëè ñèñòåìà ïî îòíîøåíèþ ê òàêîìó âîçìóùåíèþ. Íåóñòîéœèâîñòü, åñëè îíà èìååòñß, îçíàœàåò, œòî ñèñòåìà ñàìà ïåðåñòðàèâàåòñß òàê, œòîáû ïîßâèëñß êîíäåíñàò êóïåðîâñêèõ ïàð h_”(r)_#(r)i 6= 6= 0 (à âìåñòå ñ íèì è îòëèœíàß îò íóëß �).

Ïîêàæåì, œòî êóïåðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü Ø_C êîíåœíà ïðè T ¿ > T_c è îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü ïðè T = T_c, ãäå T_c ß � — òåìïåðàòóðà ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäßùåå ñîñòîßíèå. Èíòåðåñóþùàß íàñ âîñïðèèìœèâîñòü åñòü òåðìîäèíàìèœåñêàß âåëèœèíà, ïîýòîìó åå ñëåäóåò âûœèñëßòü ñ ïîìîùüþ ìàöóáàðîâñêèõ ôóíêöèé Ãðèíà. Ñîîòâåòñòâóþùàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì îáðàçóåò òàê íàçûâàåìóþ êóïåðîâñêóþ ëåñòíèöó (ðèñ. 10.4):

Ðèñ. 10.4

Íåòðóäíî âèäåòü, œòî ýòè äèàãðàììû ïîëóœàþòñß èç äèàãðàìì äëß àìïëèòóäû ðàññåßíèß çàìûêàíèåì âíåøíèõ êîíöîâ. Ïîýòîìó âîñïðè-

278 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

èìœèâîñòü Ø_C ðàâíà

Ø_C (i!_n) = �_C (i!_n) + ˘�^2_C (i!_n) + : : : = �^C (i!^n) 1 � ˘�C (i!n)

; (10.26)

ãäå îäíà ñòóïåíü êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû åñòü

�_C (i!_n) = T P m ∫ d^3p (i”m + i!n � ¸p)(�i”m � ¸p)

: (10.27)

Íàñ èíòåðåñóåò ñòàòèœåñêàß âîñïðèèìœèâîñòü, ïîýòîìó ïîëîæèì !_n = = 0. Ñóììèðóß ïî m ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (7.85) (ñì. òàêæå (7.83)) è ïåðåõîäß ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸, ïîëóœàåì

�_C (0) = ˚^0 2 !_D∫

�!_D th¸ 2T d¸ ¸ ; (10.28)

œòî ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ ðàâíî ˚_0 ln !_D=T (ñì. çàäàœó 58, à òàêæå [1], § 33).

Èòàê, óñëîâèå ˘�_C (0) = 1, îïðåäåëßþùåå òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé êóïåðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü (10.26) ðàñõîäèòñß, ïðèíèìàåò âèä

˘˚_0 ln !^D T = 1: (10.29)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß äàåò òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà â ñâåðõïðîâîäßùåå ñîñòîßíèå:

T_c = 2fl ß !_D e^{�1=˘˚0} : (10.30)

Çäåñü fl = e^C , ãäå C = 0; 577: : : — ïîñòîßííàß Ýéëåðà. Êîýôôèöèåíò 2fl=ß â ýòîé ôîðìóëå ïîëóœàåòñß â ðåçóëüòàòå áîëåå àêêóðàòíîãî âûœèñëåíèß (ñì. çàäàœó 58). Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, òåìïåðàòóðà T_c îêàçûâàåòñß ïîðßäêà âåëèœèíû ýíåðãåòèœåñêîé ùåëè (10.20), îòäåëßþùåé îñíîâíîå ñîñòîßíèå êîíäåíñàòà êóïåðîâñêèõ ïàð îò âîçáóæäåííûõ ñîñòîßíèé, à òàêæå ïîðßäêà œàñòîòû, ïðè êîòîðîé êóïåðîâñêàß àìïëèòóäà ðàññåßíèß (10.23) èìååò ïîëþñ.

10.2.2. Функции Грина в сверхпроводнике. Ñ ôîðìàëüíîé òîœêè çðåíèß, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèàãðàìì íà ðèñ. 10.3 ñèëüíî íàïîìèíàåò ðßä, ñîîòâåòñòâóþùèé óðàâíåíèþ Áåòå–Ñîëïèòåðà (4.20) äëß äâóõœàñòèœíîé àìïëèòóäû ðàññåßíèß (ñì. ãë. 4). Âàæíîå îòëèœèå, îäíàêî, ñîñòîèò â òîì, œòî òåïåðü çàäàœà ìíîãîœàñòèœíàß, à íå äâóõœàñòèœíàß. (Ôóíêöèè Ãðèíà íà ðèñóíêàõ 10.2,10.3 óœèòûâàþò ýôôåêòû ôåðìè-ñòàòèñòèêè.) Ìíîãîœàñòèœíîñòü çàäàœè îçíàœàåò, œòî â äåéñòâèòåëüíîñòè ñïàðèâàíèå åñòü íå äâóõœàñòèœíîå, à êîëëåêòèâíîå ßâëåíèå. Ïîýòîìó äëß åãî îïèñàíèß áûëî áû íåäîñòàòîœíî ïðîñòî çàìåíèòü çàòðàâîœíóþ àìïëèòóäó ðàññåßíèß íà ïîëíóþ, êàê ìû ïîñòóïàëè â îäíî- è äâóõœàñòèœíûõ çàäàœàõ â ãëàâàõ 3 è 4.

Êóïåðîâñêàß íåóñòîéœèâîñòü îçíàœàåò, œòî ïðè âêëþœåíèè âçàèìîäåéñòâèß îñíîâíîå ñîñòîßíèå ôåðìè-ãàçà ïåðåñòðàèâàåòñß íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì. Ýòà ïåðåñòðîéêà è åñòü îáðàçîâàíèå áîçå-êîíäåíñàòà êóïåðîâñêèõ ïàð. Îêàçûâàåòñß, œòî ôóíêöèè Ãðèíà, íåîáõîäèìûå äëß

10.2 ] Äèàãðàììíàß òåõíèêà äëß òåîðèè ÁÊØ 279

îïèñàíèß ýòîãî ßâëåíèß, ñîâåðøåííî îòëèœàþòñß îò îáûœíûõ ôóíêöèé Ãðèíà ôåðìè-ñèñòåìû.

Œòîáû ïðàâèëüíî ââåñòè ãðèíîâñêèå ôóíêöèè, ïðèâåäåì òàêîå íàâîäßùåå ñîîáðàæåíèå. Ïðè ! âáëèçè ïîëþñà âûðàæåíèß (10.23) êóïåðîâñêàß ëåñòíèöà, ïîêàçàííàß íà ðèñ. 10.3, ñòàíîâèòñß ¿áåñêîíåœíî äëèííîé£. (Èìååòñß â âèäó, œòî çíàìåíàòåëü ãåîìåòðèœåñêîé ïðîãðåññèè (10.23) áëèçîê ê åäèíèöå, ïîýòîìó âñå œëåíû ðßäà îäèíàêîâî âàæíû.) Ïîýòîìó äëß âûœèñëåíèß ôóíêöèé Ãðèíà íóæíî ñóìåòü ïðîñóììèðîâàòü äèàãðàììû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 10.5. Ìû íàìåðåííî íå èçîáðàçèëè íà ýòîì ðèñóíêå êîíöû ëåñòíèö, ïîñêîëüêó èõ äëèíà îêàçûâàåòñß íèœåì íå îãðàíèœåííîé.

Ðèñ. 10.5

Äëß ñóììèðîâàíèß òàêèõ äèàãðàìì îêàçûâàåòñß óäîáíûì ââåñòè äâå ôóíêöèè Ãðèíà:

G_{fffi}(x; x^0) = �i hT_ff(x) ^+_fi (x^0)i;

F_{fffi}(x; x^0) = �i hT_ff(x) _fi(x^0)i:

(10.31)

Ôóíêöèþ F œàñòî íàçûâàþò àíîìàëüíîé ôóíêöèåé Ãðèíà, ïîòîìó œòî â íîðìàëüíîì ìåòàëëå îíà ðàâíà íóëþ. Âûðàæåíèå hT_ff(x) _fi(x^0)i âûãëßäèò íåñêîëüêî çàãàäîœíî, ïîñêîëüêó îáûœíî ñðåäíèå îò îïåðàòîðîâ, íå ñîõðàíßþùèõ œèñëî œàñòèö, îáðàùàþòñß â íóëü. Îäíàêî â ñâåðõïðîâîäíèêå ýòî íå òàê. Âïðîœåì, ïðè æåëàíèè ìîæíî ñœèòàòü, œòî F — ýòî ïðîñòî óäîáíîå îáîçíàœåíèå, ââåäåííîå äëß îáëåãœåíèß ñóììèðîâàíèß äèàãðàìì, ïîäîáíûõ èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 10.5.

Ðîëü ôóíêöèè F ìîæíî ïîíßòü, ñðàâíèâ ïåðåõîä â ñâåðõïðîâîäßùåå ñîñòîßíèå ñ ïåðåõîäîì â ìàãíåòèêå èç ïàðàìàãíèòíîé ôàçû â ôåððîìàãíèòíóþ. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå âîçíèêàåò ñïîíòàííàß íàìàãíèœåííîñòü M, ïðèœåì îðèåíòàöèþ âåêòîðà M íåëüçß îïðåäåëèòü èç ãàìèëüòîíèàíà ôåððîìàãíåòèêà, îáëàäàþùåãî âðàùàòåëüíîé ñèììåòðèåé. Íèæå òåìïåðàòóðû ìàãíèòíîãî ïåðåõîäà ñèììåòðèœíîå ïàðàìàãíèòíîå ñîñòîßíèå íåóñòîéœèâî, è ïðîèçâîëüíî ìàëîå âíåøíåå ïîëå h îðèåíòèðóåò ñïèíû s(r) ïî ïîëþ, ò. å. ïðèâîäèò ê M = hs(r)i 6= 0. Ôîðìàëüíî ýòî âûðàæàåòñß â òîì, œòî ìàãíèòíàß âîñïðèèìœèâîñòü Ø = @M=@h îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü â òîœêå ïåðåõîäà. Ñèòóàöèß â ñâåðõïðîâîäíèêå â çíàœèòåëüíîé ìåðå ñõîäíàß: ðîëü ìàãíèòíîé âîñïðèèìœèâîñòè èãðàåò

280 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

êóïåðîâñêàß âîñïðèèìœèâîñòü Ø_C , îáñóæäàâøàßñß â ï. 10.2.1. Ìû âèäåëè, œòî Ø_C (T ) ðàñõîäèòñß ïðè T = T_c (ñì. (10.30)). Ïîýòîìó ïðè T ¡ < T_c êàê óãîäíî ìàëîå âîçìóùåíèå ìîæåò ñîçäàòü êîíåœíîå àíîìàëüíîå ñðåäíåå F (x; x^0).

Êàêàß æå ñèììåòðèß íàðóøàåòñß ïðè ýòîì ïåðåõîäå? Â ôåððîìàãíåòèêå íàðóøåííàß ñèììåòðèß — ýòî T-èíâàðèàíòíîñòü, à òàêæå ñèììåòðèß ïî îòíîøåíèþ ê ïîâîðîòó ñïèíîâ, à â ñâåðõïðîâîäíèêå — êàëèáðîâîœíàß èíâàðèàíòíîñòü. Ïðè êàëèáðîâîœíîì ïðåîáðàçîâàíèè ! e^{i’} ôóíêöèß F ïðåîáðàçóåòñß òàê: F ! F e^{2i’}. Ïîýòîìó îíà êàëèáðîâîœíî íåèíâàðèàíòíà è ïîßâëåíèå F 6= 0 îçíàœàåò íàðóøåíèå êàëèáðîâîœíîé èíâàðèàíòíîñòè. Êàê è â ñëóœàå ìàãíåòèêà, ãàìèëüòîíèàí êîòîðîãî îáëàäàåò ïîëíûì íàáîðîì ñèììåòðèé, èñœåçíîâåíèå êàëèáðîâîœíîé èíâàðèàíòíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêå íå îçíàœàåò íåèíâàðèàíòíîñòü ãàìèëüòîíèàíà îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâîœíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Êàëèáðîâîœíî íåèíâàðèàíòíûì îêàçûâàåòñß ëèøü îñíîâíîå ñîñòîßíèå ñâåðõïðîâîäíèêà. Âìåñòî êàëèáðîâîœíîé èíâàðèàíòíîñòè ìû èìååì òåïåðü êàëèáðîâîœíóþ êîâàðèàíòíîñòü. Åñëè ïðè êàëèáðîâîœíîì ïðåîáðàçîâàíèè èçìåíßòü îñíîâíîå ñîñòîßíèå òàê, œòî F è � áóäóò òîæå ïðåîáðàçîâûâàòüñß, òî âñå ôèçèœåñêèå âåëèœèíû îñòàíóòñß íåèçìåííûìè.

Âåðíåìñß ê ãðèíîâñêèì ôóíêöèßì G è F . Íà ðèñ. 10.5 ïîêàçàíû íå âñå äèàãðàììû, äàþùèå âêëàä â G è F , à òîëüêî ïðîñòåéøèå. Áîëåå ñëîæíûå äèàãðàììû, êîòîðûå òàêæå íàäî óœåñòü, ïîëóœàþòñß âñòàâêîé ïîëóáåñêîíåœíûõ êóïåðîâñêèõ ëåñòíèö â ãðèíîâñêèå ôóíêöèè, âõîäßùèå â êóïåðîâñêèå ëåñòíèöû, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 10.5. Ãîâîðß èíàœå, âñå ãðèíîâñêèå ôóíêöèè â ëåñòíèöàõ íà ðèñ. 10.5, ñëåäóåò ¿óæèðíèòü£. Ôîðìàëüíî ýòî âûïîëíßåòñß ââåäåíèåì â ãðàôèêè íîâîãî ýëåìåíòà, âíåøíåãî ïîëß �_{fffi} (ðèñ. 10.6):

Ðèñ. 10.6

ïðèœåì �_{fffi} óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ ñàìîñîãëàñîâàíèß (ðèñ. 10.7):

Ðèñ. 10.7

Âåëèœèíà �_{fffi} èìååò ñìûñë àìïëèòóäû êóïåðîâñêèõ ïàð.

10.2 ] Äèàãðàììíàß òåõíèêà äëß òåîðèè ÁÊØ 281

Ãðàôèêè íà ðèñóíêàõ 10.6 è 10.7 îçíàœàþò, œòî ôóíêöèè Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà G_{fffi} è F_{fffi} ñâßçàíû ñ ãðèíîâñêîé ôóíêöèåé G^0_{fffi}(”; p) èäåàëüíîãî ôåðìè-ãàçà è ïîëåì �_{fffi} òàêèìè óðàâíåíèßìè:

G_{fffi} (”; p) = G^0_{fffi}(”; p) + G^0_{ff˘}(”; p) �^�_{˘¯} F_{¯fi} (”; p); (10.32)

F_{fffi}(”; p) = G^0_{ff˘}(�”; p) �_{˘¯} G_{¯fi} (”; p) (10.33)

(ïîäðàçóìåâàåòñß ñóììèðîâàíèå ïî ñïèíîâûì èíäåêñàì ˘ è ¯).

Ïðåæäå œåì ðåøàòü óðàâíåíèß (10.32), ñäåëàåì çàìåœàíèå î ñïèíîâîé ñòðóêòóðå ôóíêöèé G è F . Çàâèñèìîñòü G îò ñïèíà òàêàß æå, êàê â íîðìàëüíîì ìåòàëëå: G_{fffi} = ffi_{fffi} G. À âîò ôóíêöèß F óñòðîåíà èíàœå. Ïîñêîëüêó êóïåðîâñêàß ïàðà åñòü ñïèíîâûé ñèíãëåò, àìïëèòóäà �_{fffi} = �(�i)œ^y_{fffi}. Íåòðóäíî âèäåòü, œòî óðàâíåíèß (10.32) ñîâìåñòíû òîëüêî åñëè ñïèíîâûå ñòðóêòóðû �_{fffi} è F_{fffi} îäèíàêîâû. Ïîýòîìó

�_{fffi} = ` 0 �1 1 0 ´ �; F_{fffi} (”; p) = ` 0 �1 1 0 ´ F (”; p): (10.34)

Ñ óœåòîì ñïèíîâîé ñòðóêòóðû (10.34) óðàâíåíèß (10.32) íåòðóäíî ðåøèòü:

G_{fffi}(”; p) = ” + ¸^p ”^2 � ¸^2_p � j�j^2 ffi_{fffi} (10.35)

F_{fffi}(”; p) = � ”^2 � ¸^2_p � j�j^2 iœ^y_{fffi}: (10.36)

Èç âûðàæåíèé (10.35), (10.36) ñëåäóåò çàêîí äèñïåðñèè êâàçèœàñòèö

”_p = q ¸^2_p + �^2 : (10.37)

Íàêîíåö, ñ ïîìîùüþ (10.36) ìîæíî îïðåäåëèòü ùåëü èç óðàâíåíèß ñàìîñîãëàñîâàíèß,

�_{fffi} =˘ ∫ F_{fffi}(”; p) d” d 3p (2ß)^4

; (10.38)

œàñòî òàêæå íàçûâàåìîãî óðàâíåíèåì Ãîðüêîâà, è òàêèì îáðàçîì çàìêíóòü òåîðèþ (ñì. ðèñ. 10.7).

Äëß èçóœåíèß òåðìîäèíàìèêè ñâåðõïðîâîäíèêîâ íàì ïîòðåáóþòñß ìàöóáàðîâñêèå ôóíêöèè G_{fffi}(i!_n; p) è F_{fffi}(i!_n; p). Îíè ïîëóœàþòñß èç íóëü–òåìïåðàòóðíûõ ôóíêöèé (10.35), (10.36) àíàëèòèœåñêèì ïðîäîëæåíèåì íà äèñêðåòíûå œàñòîòû, ò. å. ïðîñòî çàìåíîé ” ! i!_n. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (10.38) ïðèíèìàåò âèä

� = ˘T P !_n ∫ F (i!_n; p) d 3p (2ß)^3 = ˘T P !_n ∫ � !^2_n + ¸^2_p + �^2 d^3p (2ß)^3

: (10.39)

Îïèñàííûé ôîðìàëèçì îêàçûâàåòñß âåñüìà ýôôåêòèâíûì â øèðîêîì êðóãå çàäàœ òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Â çàêëþœåíèå îòìåòèì, œòî âûœèñëåíèß ãðèíîâñêèõ ôóíêöèé ñâåðõïðîâîäíèêà ìîæíî ¿àâòîìàòèçèðîâàòü£, åñëè ðàáîòàòü íå ñ ôóíêöèßìè

282 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

G è F ïî îòäåëüíîñòè, à ñ òàê íàçûâàåìûìè ìàòðèöàìè Ãîðüêîâà– Íàìáó, ñîñòàâëåííûìè èç íèõ (ñì. [1], (34.32)). Ïðèâåäåì êàíîíèœåñêèé ñïîñîá çàïèñè ýòèõ ìàòðèö â òåìïåðàòóðíîé òåõíèêå. Îïðåäåëèì ôóíêöèè Ãðèíà,

G_{””}(r_1; r_2; ø_1; ø_2) = �h T_ø _”(r_1; ø_1)^+_” (r_2; ø_2)i; (10.40)

G_{##}(r_1; r_2; ø_1; ø_2) = �h T_ø _#(r_1; ø_1)^+_# (r_2; ø_2)i; (10.41)

è, àíàëîãèœíî, F_{”#}; F_{#”}. Ñîñòàâèì èç íèõ ìàòðèœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà:

bG_!(r_1; r_2) = ˇ G_{””} F_{”#} F_{#”} G_{##} ˘ : (10.42)

Ìàòðèöà bG óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ ı i!�ø_z¸(bp)� 1 2 (�(r_1)ø_+ +�^�(r_1)ø_�) ȷ bG_!(r_1; r_2)= bffi(r_1 �r_2); (10.43)

ãäå ø_z è ø_� = ø_x�iø_y — ìàòðèöû Ïàóëè (ìû îáîçíàœèëè èõ òàê äëß òîãî, œòîáû îòëèœàòü îò ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ). Ìàòðèœíîå óðàâíåíèå (10.43) åñòü ñîêðàùåííàß ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèé (10.32).

Îñíîâíîå óäîáñòâî ïðåäñòàâëåíèß Ãîðüêîâà–Íàìáó çàêëþœàåòñß â òîì, œòî ïðè ðàáîòå ñ ìàòðèœíûìè âåëèœèíàìè îòíîñèòåëüíûå çíàêè ðàçëèœíûõ äèàãðàìì, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè F è G àâòîìàòèœåñêè ïîëóœàþòñß ïðàâèëüíûìè. Êðîìå òîãî, ìàòðèœíàß çàïèñü âåñüìà êîìïàêòíà (ñì. çàäàœè 59, 63, 64).

Â œàñòíîñòè, ìàòðèœíûé ôîðìàëèçì âåñüìà óäîáåí ïðè ðàñœåòå îòêëèêà ñâåðõïðîâîäíèêà íà âíåøíåå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (ñì. çàäàœè 63, 65). Ìàãíèòíîå ïîëå âêëþœàåòñß â ìàòðèœíóþ çàïèñü çàìåíîé bp ! bp � e c ø_zA è ñîîòâåòñòâåííî îïåðàòîð òîêà åñòü

bj(r) = c ffi ffiA(r) bG^{�1} [A(r)] (10.44)

(ñð. ñ ôîðìóëîé bj = �cffi bH=ffiA).

Â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè èìååòñß ìíîãî èíòåðåñíûõ è êðàñèâûõ ßâëåíèé. Îäíàêî ïîäðîáíîå èõ èçëîæåíèå óâåëî áû íàñ ñëèøêîì äàëåêî. Â çàäàœàõ ýòîãî ðàçäåëà ìû ïîñòàðàëèñü îòðàçèòü íàèáîëåå âàæíûå ñ íàøåé òîœêè çðåíèß ôàêòû ìèêðîñêîïèœåñêîé òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Ôèçèêà ñâåðõïðîâîäèìîñòè ïîäðîáíî îñâåùàåòñß â óœåáíîé ëèòåðàòóðå, ê êîòîðîé ìû è îòñûëàåì çàèíòåðåñîâàííîãî œèòàòåëß^1) . Ëèòåðàòóðà: Îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ôàêòîâ ôèçèêè ñâåðõïðîâîäèìîñòè ñîäåðæèòñß â [3], ãë. X, à òàêæå â [6], ãë. V. Ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â [1], ãë. VII.

1) Â. Â. Øìèäò. Ââåäåíèå â ôèçèêó ñâåðõïðîâîäèìîñòè.—Ì.: Íàóêà, 1982; À. À. Àáðèêîñîâ. Îñíîâû òåîðèè ìåòàëëîâ.—Ì.: Íàóêà, 1987; Ï. äå Æåí. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ.—Ì.: 1968; Ì. Òèíêõàì. Ââåäåíèå â ñâåðõïðîâîäèìîñòü/ Ïåð. ïîä ðåä. Ê. Ëèõàðåâà.—Ì.: Àòîìèçäàò, 1980.

10.3 ] Çàäàœè 58 –64 283

10.3. Задачи 58–64

З ад ача 58. (Êóïåðîâñêàß íåóñòîéœèâîñòü.) Â ï. 10.2.1.ïðè âûœèñëåíèè òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà ìû èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåíèå (10.11), äëß òîãî œòîáû îãðàíèœèòü ñâåðõó îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß ïî ýíåðãèè ¸(p) (ñì. òàêæå (10.3)). Íà ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó ñâåðõïðîâîäèìîñòü âîçíèêàåò èç-çà îáìåíà ôîíîíàìè ñ îòíîñèòåëüíî áîëüøèì âðåìåíåì çàïàçäûâàíèß, áîëåå êîððåêòíî ðàññìàòðèâàòü íåëîêàëüíîå âî âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèå, êîòîðîå îáðåçàëî áû íå èíòåãðàëû ïî èìïóëüñàì, à èíòåãðàëû ïî œàñòîòàì.

Ðàññìîòðèì ìàöóáàðîâñêóþ àìïëèòóäó ðàññåßíèß â êóïåðîâñêîì êàíàëå �^C (i”; i”^0)) (ýíåðãèè ñòàëêèâàþùèõñß œàñòèö ðàâíû �”, a ðàçëåòàþùèõñß — �”^0). Îíà äàåòñß ñóììîé ëåñòíèœíûõ ãðàôèêîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 10.8.

Ðèñ. 10.8

Ïóñòü êàæäîé âîëíèñòîé ëèíèè ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü �^0(i”; i”^0). Áóäåì ñœèòàòü âçàèìîäåéñòâèå òîœåœíûì è ñîîòâåòñòâåííî ïðåíåáðåæåì çàâèñèìîñòüþ �^C è �^0 îò èìïóëüñîâ.

а. Ñóììèðóß êóïåðîâñêóþ ëåñòíèöó, âûâåäèòå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïðåäåëßþùåå �^C (i”; i”^0).

б. Ðàññìîòðèòå ìîäåëü, â êîòîðîé �^0(i”; i”^0) ôàêòîðèçóåòñß:

�^0(i”; i”^0) = ˘v(i”)v(i”^0); (10.45)

ãäå ˘ — êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèß, à ôóíêöèß v(i”) — ôîðìôàêòîð, îïðåäåëßþùèé ìàñøòàá ýíåðãèé (ñïèíîâàß ñòðóêòóðà îïóùåíà). Íàéäèòå òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé �^C îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü.

в. Â ñëóœàå, êîãäà v(i”) = !^D q ”^2 + !^2_D

; (10.46)

íàéäèòå ñâßçü ìåæäó T_c è !_D.

Ìîäåëü (10.45) íåôèçèœíà, ïîñêîëüêó íàñòîßùåå ýëåêòðîí-ôîíîííîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê çàòðàâîœíîé âåðøèíå �^0, çàâèñßùåé îò ïåðåäàííîé ýíåðãèè ” � ”^0. Òåì íå ìåíåå, ïîñêîëüêó ýòà ìîäåëü óœèòûâàåò çàïàçäûâàíèå ïðèòßæåíèß ìåæäó ýëåêòðîíàìè íà âðåìåíàõ ïîðßäêà !^{�1}_D , îíà äàåò êàœåñòâåííî ïðàâèëüíûå ïðåäñêàçàíèß.

З ад ача 59. (Òåìïåðàòóðíàß çàâèñèìîñòü ùåëè �(T ).) Îïðåäåëèòå òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü �(T ) äëß çàïàçäûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèß (10.45), (10.46). Ïðèìèòå âî âíèìàíèå, œòî èç-çà çàïàçäûâàíèß ùåëü � ñòàíîâèòñß ôóíêöèåé ýíåðãèè ” ñïàðèâàþùèõñß œàñòèö.

284 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

а. Ìîäèôèöèðóéòå óðàâíåíèß (10.38), (10.39), óœèòûâàß çàâèñèìîñòü � îò ”. Ïîëóœèòå óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß.

б. Â íàéäåííîì óðàâíåíèè âûœèñëèòå èíòåãðàë ïî ¸. Èçîáðàçèòå êàœåñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèß óðàâíåíèß �(T ) íà ãðàôèêå. Êàê �(T ) âåäåò ñåáß ïðè T ! 0 è ïðè T ! T_c?

в. Íàéäèòå ñâåðõïðîâîäßùóþ ùåëü �(T ) â ïðåäåëå íèçêèõ òåìïåðàòóð (T ! 0) è âáëèçè òîœêè ïåðåõîäà (T ! T_c).

З ад ача 60. (Òåïëîåìêîñòü ïðè T ¡ T_c.) Ïîêàæèòå, œòî âêëàä ýëåêòðîíîâ â òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë � ñâåðõïðîâîäßùåãî ìåòàëëà äàåòñß äèãðàììíûì ðßäîì, ïîêàçàííûì íà ðèñ. 10.9.

Ðèñ. 10.9

Êàêèå âûðàæåíèß ñîïîñòàâëßþòñß ðàçëèœíûì äèàãðàììàì?

Âûðàçèòå ñóììó ãðàôèêîâ ðèñ. 10.9 œåðåç ôóíêöèþ �(T ), ñœèòàß åå èçâåñòíîé. Íàéäèòå òåìïåðàòóðíóþ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè ñâåðõïðîâîäíèêà:

а) ïðè T ø T_c;

б) ïðè T ! T_c. Â ýòîì ñëóœàå äîñòàòîœíî âçßòü ïåðâûé ãðàôèê, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10.9, ïîñêîëüêó âáëèçè T_c âåëèœèíà � ìàëà. Ñðàâíèòå îòâåò ñ òåïëîåìêîñòüþ íîðìàëüíîãî ìåòàëëà (ñì. [1], § 36).

Âûœèñëßß ìàöóáàðîâñêóþ ñóììó ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, óäîáíî ïîëüçîâàòüñß ôîðìóëîé ñóììèðîâàíèß Ïóàññîíà 1P n=�1

f(n) =^1 P k=�1 1∫ �1 f(x) e^{2ßikx} dx; (10.47)

îñòàâëßß â ñóììå ïî k ëèøü œëåíû ñ k = 0; �1. Íàïîìíèì, œòî ïðèìåíßòü ôîðìóëó Ïóàññîíà ñëåäóåò ñ îñòîðîæíîñòüþ, ïîñêîëüêó îíà ñïðàâåäëèâà ëèøü äëß ôóíêöèé, àíàëèòèœåñêèõ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè.

З ад ача 61. (Âëèßíèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß^2) íà ñâåðõïðîâîäèìîñòü.) Êàê óæå îáñóæäàëîñü â ï. 10.1.1.âëèßíèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß íà ñâåðõïðîâîäèìîñòü íåâåëèêî áëàãîäàðß ñèëüíîìó çàïàçäûâàíèþ ôîíîíîâ (ñì. ñ. 270). Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá îòíîñèòåëüíîé âàæíîñòè ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî è ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèé áîëåå ïîäðîáíî.

2) Í. Í. Áîãîëþáîâ, Â. Â. Òîëìàœåâ, Ä. Â. Øèðêîâ. Íîâûé ìåòîä â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè.—Ì.: Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑÐ, 1958. § 6.3. Ñ. 84–88; P. Morel, P. W. Anderson// Phys. Rev. 1962. V. 125. P. 1263.

10.3 ] Çàäàœè 58 –64 285

Îêàçûâàåòñß óäîáíûì ââåñòè óïðîùåííóþ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèß, â êîòîðîé ìåæäó ýëåêòðîíàìè èìååòñß ìãíîâåííîå îòòàëêèâàíèå è çàïàçäûâàþùåå ïðèòßæåíèå, ïðèœåì êàê îòòàëêèâàíèå, òàê è ïðèòßæåíèå ñœèòàþòñß òîœåœíûìè. Ïðè ýòîì çàòðàâîœíàß àìïëèòóäà ðàññåßíèß â êóïåðîâñêîì êàíàëå èìååò âèä

�^0(i”; i”^0) = ˘v(i”)v(i”^0) � ¯; (10.48)

ãäå ïàðàìåòð ¯ õàðàêòåðèçóåò âåëèœèíó îòòàëêèâàíèß ìåæäó ýëåêòðîíàìè.

Íàéäèòå òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé àìïëèòóäà ðàññåßíèß â êóïåðîâñêîì êàíàëå îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü. Ïîêàæèòå, œòî ýôôåêò îòòàëêèâàíèß ñâîäèòñß ê çàìåíå êîíñòàíòû ˘ â âûðàæåíèè (10.30) äëß T_c íà ˘_� = ˘ �¯ 1 + ˚0¯ ln(”F =!D)

: (10.49)

Áåçðàçìåðíàß âåëèœèíà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß â ìåòàëëå åñòü ˚_0¯ ß e^2=ℏv_F â ïðåäåëå âûñîêîé ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè è ˚_0¯ ß 1 ïðè îáûœíûõ çíàœåíèßõ ïëîòíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàß ïîïðàâêà ê ýôôåêòèâíîé êîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèß ˘_�, ñîãëàñíî (10.49), èìååò îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü 1= ln(”_F =!_D). Ïîýòîìó êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå â íîðìàëüíîì ìåòàëëå íå ìîæåò ïðåâðàòèòü ïðèòßæåíèå â îòòàëêèâàíèå è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïîäàâëßåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü.

Œòîáû óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìîäåëüþ (10.48) è ðåàëüíûì êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì V (q) â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè äîñòàòîœíî ïîäñòàâèòü âìåñòî ¯ ñðåäíåå çíàœåíèå V (q) â s-êàíàëå. Äëß ñëóœàß ýêðàíèðîâàííîãî êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèß

V (q) =

4ße^2 q^2 + κ^2

; κ^2 = 8ß˚0e^2 (10.50)

(ñì. çàäàœó 45) ïîëóœàåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

¯ = hVc(p � p^0)i = ße^2 p^2_0 ln ` 1 + 4p^2_0 κ^2 ´ ; (10.51)

ãäå óñðåäíåíèå ïðîèçâîäèòñß ïî ïîëîæåíèßì èìïóëüñîâ p è p^0 íà ôåðìèïîâåðõíîñòè.

З ад ача 62. (Òîæäåñòâî Óîðäà â íîðìàëüíîì ìåòàëëå.) Ïðè âûœèñëåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî îòêëèêà ñâåðõïðîâîäíèêà öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàåò ðàññìîòðåííîå â ãë. 9 òîæäåñòâî Óîðäà (9.16), ñëåäóþùåå èç êàëèáðîâîœíîé èíâàðèàíòíîñòè. Îíî ïðèâîäèò ê ñîêðàùåíèþ ãðàäèåíòíîãî è äèàìàãíèòíîãî âêëàäîâ â ýëåêòðèœåñêèé òîê, ñ êîòîðûì ìû óæå ñòàëêèâàëèñü â çàäàœå 51 ïðè âûâîäå ôîðìóëû Äðóäå. Ïðåæäå œåì çàíèìàòüñß ýëåêòðîäèíàìèêîé ñâåðõïðîâîäíèêîâ, èçóœèì òîæäåñòâî (9.16) áîëåå ïîäðîáíî â ñëóœàå íîðìàëüíîãî ìåòàëëà.

а. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îòêëèê òîêà j â èäåàëüíîì ôåðìè-ãàçå ýëåêòðîíîâ íà íåîäíîðîäíûé ñòàòèœåñêèé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A. Â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó j è A

286 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

çàïèñûâàåòñß êàê j_k = Q(k) A_k. Êàëèáðîâîœíàß èíâàðèàíòíîñòü òðåáóåò, œòîáû äëß ßäðà Q(k) âûïîëíßëîñü ñâîéñòâî Q(k = 0) = = 0. Ñîãëàñíî òîæäåñòâó Óîðäà, ýòî ðàâåíñòâî îáåñïåœèâàåòñß ñîêðàùåíèåì ãðàäèåíòíîé hv G v Gi è äèàìàãíèòíîé œàñòåé òîêà j = �(e=mc)h^+(r)(r)iA(r) (ñì. çàäàœó 51).

Ïðîâåðüòå ýòî ñîêðàùåíèå åùå ðàç â áîëåå îáùåì âèäå, íå ïðåäïîëàãàß ñïåêòð ýëåêòðîíîâ ¸(p) êâàäðàòèœíûì, à ñœèòàß åãî ïðîèçâîëüíîé

Ðèñ. 10.10 ôóíêöèåé. Èñïîëüçóéòå ñîîòíîøåíèå v(p) = r_p¸(p).

б. (Äèàìàãíåòèçì Ëàíäàó.) Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Óîðäà ìîæíî íàéòè îðáèòàëüíóþ ìàãíèòíóþ âîñïðèèìœèâîñòü Ø_0 ãàçà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó œàñòè à, ðàçëîæåíèå Q(k) ïî k íàœèíàåòñß ñ œëåíà âòîðîé ñòåïåíè: Q(k) = ak^2 + O(k^4). Ðàçëîæèòå ïåòëþ, ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 10.10, ïî k è îïðåäåëèòå êîíñòàíòó a. Êàê a ñâßçàíà ñ Ø_0? Ïðîâåðüòå, œòî Ø_0 = = �Ø_{ïàðà}=3, ãäå Ø_{ïàðà} — ïàðàìàãíèòíàß âîñïðèèìœèâîñòü, íàéäåííàß â çàäàœå 23 (ñì. [1], § 37).

Åñëè áû íàñ èíòåðåñîâàëî íå ñîêðàùåíèå Q(0), à îäíî òîëüêî âûœèñëåíèå Ø0, ìîæíî áûëî áû äåéñòâîâàòü èíàœå. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð îðáèòàëüíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ¯ = (e=mc)[r�p] è íàéäåì åãî ñðåäíåå, èñïîëüçóß ôóíêöèþ Ãðèíà â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå: GH (E; r1; r2) = = exp[i(e=ℏc) ∫ A(r^0)dr^0] G0(E; r1; r2). (Èíòåãðàë áåðåòñß ïî ïðßìîìó ïóòè, ñîåäèíßþùåìó r1 è r2.) Âîñïðèèìœèâîñòü Ø0 ïîëóœèòñß, åñëè âûäåëèòü èç GH ëèíåéíûé ïî H œëåí (ñì. [1], § 38, Ñ. 416).

З ад ача 63. (Óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ.) Íàéäèòå îòêëèê òîêà â ñâåðõïðîâîäíèêå íà ñòàòèœåñêèé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë. Îòëèœèå îò çàäàœè 62 ñîñòîèò â òîì, œòî òåïåðü ñîêðàùåíèß ïðè k = 0 íåò. Ïîëîæèâ k = 0 â ñîîòíîøåíèè j_k = Q(k) A_k, ïîëóœèì òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Ëîíäîíîâ: j(r) = � e 2 mc n_sA(r): (10.52)

Âåëèœèíà n_s íàçûâàåòñß ñâåðõòåêóœåé ïëîòíîñòüþ. Êàê ñâßçàíû n_s è � ïðè jT � T_cjøT_c?

Ôèçèœåñêàß ïðèœèíà îòñóòñòâèß ñîêðàùåíèß âêëàäîâ â Q(0) çàêëþœàåòñß â òîì, œòî êàëèáðîâîœíàß èíâàðèàíòíîñòü â ñâåðõïðîâîäíèêå ñïîíòàííî íàðóøåíà. Â íîðìàëüíîì ìåòàëëå ñîêðàùåíèå Q(0) îáåñïåœèâàåòñß òîæäåñòâîì Óîðäà (9.16), ñëåäóþùèì èç êàëèáðîâîœíîé èíâàðèàíòíîñòè. À â ñâåðõïðîâîäíèêå êàëèáðîâîœíàß èíâàðèàíòíîñòü îòñóòñòâóåò.

Îïðåäåëèòå ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèß ìàãíèòíîãî ïîëß â ñâåðõïðîâîäíèê. Äëß ýòîãî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèß Ëîíäîíîâ ðåøèòå çàäàœó î ïðîíèêíîâåíèè ìàãíèòíîãî ïîëß â îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà âáëèçè ïîâåðõíîñòè. Ïîêàæèòå, œòî ìàãíèòíîå ïîëå çàòóõàåò â ãëóáèíó ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó: H(x) = H(0) exp(�x=ffi_�), x ¿ 0, è íàéäèòå ñâßçü ffi_� ñ n_s.

10.4 ] Òðóäíûå çàäàœè 65 –67 287

Ïîêàæèòå, œòî ïðåíåáðåãàòü çàâèñèìîñòüþ ßäðà Q(k) îò k çàêîííî, åñëè ëîíäîíîâñêàß ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèß ffi_� äîñòàòîœíî âåëèêà: ffi_� Æ Æ ¸_0 = ℏv_F =�_0 (ñì. [1], § 37, ï. 1).

З ад ача 64. (Òåîðåìà Àíäåðñîíà.) Îáûœíî ãîâîðßò, œòî êóïåðîâñêèå ïàðû îáðàçîâàíû ýëåêòðîíàìè ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè èìïóëüñàìè è ñïèíàìè. Îêàçûâàåòñß, áåñïîðßäîê íå ðàçðóøàåò êóïåðîâñêèå ïàðû, õîòü èìïóëüñ è ñòàíîâèòñß ïëîõèì êâàíòîâûì œèñëîì. Êàœåñòâåííî ýòî ìîæíî ïîßñíèòü òàê. Â ïðèñóòñòâèè ïðèìåñåé ýëåêòðîíû äâèãàþòñß ïî ëîìàíûì, îò îäíîé ïðèìåñè ê äðóãîé. Çà êàæäûì ýëåêòðîíîì âäîëü ëèíèè åãî äâèæåíèß îñòàåòñß äåôîðìàöèß ðåøåòêè, ïðåäñòàâëßþùàß ñîáîé øëåéô èç âèðòóàëüíûõ ôîíîíîâ, ðàññàñûâàþùèéñß çà âðåìß ïîðßäêà !^{�1}_D . Ýòîò ¿àðîìàòèœåñêèé ñëåä£ ïðèòßãèâàåò äðóãèå ýëåêòðîíû, ïðèœåì ýôôåêò ïðèòßæåíèß ìàêñèìàëåí äëß ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñß â òîœíîñòè ïî òîé æå òðàåêòîðèè, íî â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå ñîñòîßíèß åñòü ïðè ëþáîé ñòåïåíè áåñïîðßäêà, ïîñêîëüêó óâåëèœåíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé ëèøü äåëàåò òðàåêòîðèè áîëåå èçëîìàííûìè, íî íå âûäåëßåò îïðåäåëåííîãî íàïðàâëåíèß äâèæåíèß íà êàæäîé èç íèõ (â îòëèœèå, ñêàæåì, îò òðàåêòîðèé â ìàãíèòíîì ïîëå). Èç ýòîãî ðàññóæäåíèß âèäíî, œòî œèñòî ïîòåíöèàëüíîå ðàññåßíèå íà ïðèìåñßõ, îñòàâëßþùåå ñèñòåìó èíâàðèàíòíîé ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè, íå ïîäàâëßåò ñâåðõïðîâîäèìîñòü. À ìàãíèòíîå ïîëå, íàïðèìåð, ïîäàâëßåò.

Ðàññìîòðèòå êóïåðîâñêóþ âîñïðèèìœèâîñòü Ø_C â ïðèñóòñòâèå ïðèìåñåé. Œòîáû ïîëóœèòü Ø_C , óñðåäíèòå ïî áåñïîðßäêó äèàãðàììû êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 10.8. Ïðè ýòîì êàæäûé áëîê êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû íà ðèñ. 10.8 ïðåâðàùàåòñß â äèôôóçèîííóþ ëåñòíèöó, ïîäîáíóþ èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 9.7. Ïîêàæèòå, œòî íàëèœèå ïðèìåñåé íå ìåíßåò Ø_C (k = 0) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ T_c.

10.4. Трудные задачи 65–67

Ôèçèêà ñâåðõïðîâîäèìîñòè îõâàòûâàåò áîëüøîå êîëèœåñòâî ðàçëèœíûõ èíòåðåñíûõ ßâëåíèé. Ïðè ýòîì êîëèœåñòâåííûé àíàëèç ìíîãèõ ýôôåêòîâ îêàçûâàåòñß äîñòàòîœíî òðóäíûì. Â ýòîò ðàçäåë âûíåñåíû íåêîòîðûå îòíîñèòåëüíî ñëîæíûå çàäàœè î ñâåðõïðîâîäíèêàõ ñ ïðèìåñßìè.

З ад ача 65*. (Ëîíäîíîâñêàß äëèíà â ñïëàâå^3) .) Ðàññåßíèå íà ïðèìåñßõ óìåíüøàåò ñâåðõòåêóœóþ ïëîòíîñòü n_s â ôîðìóëå Ëîíäîíîâ (10.52). Œòîáû íàéòè çàâèñèìîñòü n_s îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé, îïðåäåëèì ßäðî Q(0) ñ óœåòîì áåñïîðßäêà. Ïðîöåäóðà óñðåäíåíèß ïî áåñïîðßäêó àíàëîãèœíà ðàññìîòðåííîé â çàäàœàõ 50 è 51, ñ òîé òîëüêî

3) Ñì. ðàáîòû À. À. Àáðèêîñîâà è Ë. Ï. Ãîðüêîâà, ïðîöèòèðîâàííûå íà ñ. 227.

288 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

ðàçíèöåé, œòî âìåñòî ôóíêöèé Ãðèíà ñâîáîäíûõ ôåðìèîíîâ â ñâåðõïðîâîäíèêå íàäî èñïîëüçîâàòü íîðìàëüíóþ è àíîìàëüíóþ ôóíêöèè (10.35) è (10.36).

а. Óñðåäíèòå ïî ïðèìåñßì ìàòðèœíóþ ôóíêöèþ Ãðèíà bG. Èñïîëüçóéòå ââåäåííóþ â ãë. 9 ìîäåëü ffi-ôóíêöèîííûõ ïðèìåñåé. Ïîëóœèòå ôîðìóëó

h bG(i!; p)i = ` bG_0(i!; p)^{�1} + i! � �ø^x 2ø (!^2 + �^2)^{1=2}

´_{�1} : (10.53)

Íå òåðßß îáùíîñòè, âûœèñëåíèß ìîæíî óïðîñòèòü, ñœèòàß �^� = �. Ïðè ýòîì â ìàòðèœíîé çàïèñè bG^{�1}_0 (i!; p) = i! � ø_z ¸(p) � �ø_x.

б. Óñðåäíèòå ïî áåñïîðßäêó äèãðàììó äëß Q(k), èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 10.10. Âûœèñëèâ Tr( bj bG bj bG) ïîëóœèòå Q(k), ïîñëå œåãî ïî Q(k = = 0) îïðåäåëèòå ñâåðõòåêóœóþ ïëîòíîñòü (ñì. [1], ôîðìóëà (39.28)).

З ад ача 66*. (Âëèßíèå ìàãíèòíûõ ïðèìåñåé íà ñâåðõïðîâîäèìîñòü^4) .) Ïóñòü êðîìå îáûœíûõ ïðèìåñåé èìåþòñß òàêæå è ìàãíèòíûå:

H_{int} = P r_a

J^+(r_a)bœ^k bS^k_a (r_a): (10.54)

Çäåñü bS^k_a — îïåðàòîð ñïèíà a-é ïðèìåñè. Ñïèíû ïðèìåñåé áóäåì ñœèòàòü íåêîððåëèðîâàííûìè. Òàêèå ïðèìåñè íàðóøàþò ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè è ïîýòîìó ëåãêî ïîäàâëßþò ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Íàéäèòå T_c êàê ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé n_{ìàã}. Ïîêàæèòå, œòî ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïîäàâëßåòñß ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîé êîíöåíòðàöèè n_{ìàã} ß T_c=v_F œ, ãäå œ — ñåœåíèå ðàññåßíèß íà ìàãíèòíîé ïðèìåñè.

З ад ача 67*. (Âåðõíåå êðèòèœåñêîå ïîëå H_{c2} â ãðßçíîì ñâåðõïðîâîäíèêå^5) .) Ñâåðõïðîâîäèìîñòü ìîæíî ïîäàâèòü ìàãíèòíûì ïîëåì, ïîñêîëüêó îíî íàðóøàåò ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê îáðàùåíèþ âðåìåíè. Êàê èìåííî ïðîèñõîäèò ýòî ïîäàâëåíèå, çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê ñâåðõïðîâîäíèêà. Ðàññìîòðèì ãðßçíûé ñâåðõïðîâîäíèê, â êîòîðîì l ø ø ¸_0, è, íàœèíàß ñ ñèëüíîãî ïîëß H, â êîòîðîì ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïîäàâëåíà, áóäåì ïîñòåïåííî óìåíüøàòü âåëèœèíó H è îïðåäåëèì ïîðîãîâîå çíàœåíèå H, ïðè êîòîðîì ñâåðõïðîâîäèìîñòü âîññòàíàâëèâàåòñß. Îêàçûâàåòñß, äëß ýòîãî íóæíî èçóœèòü óñòîéœèâîñòü ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì íåîäíîðîäíûì ôëóêòóàöèßì �(r). Ôîðìàëüíî äëß ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü êóïåðîâñêóþ ëåñòíèöó â ñëàáîì ñòàòèœåñêîì ïîëå A(r), òàêîì œòî rot A = H. Çàïèñàâ äëß ýòîãî ñëóœàß óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß (10.38) â ïðåäåëå � ! 0, íàéäèòå, ïðè êàêîì ïîëå ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß. Ýòî ïîëå íàçûâàåòñß âåðõíèì êðèòèœåñêèì ïîëåì H_{c2}.

4) Ñì. ðàáîòó: À. À. Àáðèêîñîâ, Ë. Ï. Ãîðüêîâ// ÆÝÒÔ. 1960. Ò. 39. Ñ. 1781. 5) Ë. Ï. Ãîðüêîâ// ÆÝÒÔ. 1959. Ò. 36. Ñ. 1918; R. Helfand, N. R. Werthammer// Phys. Rev. Lett. 1964. V. 13. P. 686.

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 289

10.5. Решения задач 65–67

58а. Âûâåäåì óðàâíåíèå íà �^C (i”; i”^0), ñóììèðóß äèàãðàììû íà ðèñ. 10.8. Çàìåòèì, œòî â ýòèõ äèàãðàììàõ ñóììà 4-èìïóëüñîâ s = = p_1 + p_2 îäèíàêîâà â êàæäîé ïåòëå. Ïîýòîìó èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòèì äèàãðàììàì, èìååò âèä

�^C (p; p^0; s) = �^0(p; p^0) + ∫ �^0(p; k)G(k)G(s � k)�^C (k; p^0; s) d 4k (2ß)^4 (10.55) (êîíåœíî, ïî œàñòîòàì ñëåäóåò áðàòü íå èíòåãðàë, à ìàöóáàðîâñêóþ ñóììó). Ýòî óðàâíåíèå îòëèœàåòñß îò àíàëîãèœíîãî óðàâíåíèß òåîðèè ôåðìè-æèäêîñòè çíàêîì ïåðåä èíòåãðàëüíûì œëåíîì. (Îòëèœèå âîçíèêàåò èç-çà òîãî, œòî ôåðìè-æèäêîñòíûå äèàãðàììû ñîäåðæàò ôåðìèîííûå ïåòëè, à êóïåðîâñêèå äèàãðàììû — íåò.) Ïîëàãàß s = 0 è ïðåíåáðåãàß çàâèñèìîñòüþ �^0 è �^C îò ïðîñòðàíñòâåííîãî èìïóëüñà, ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (10.55) òàê:

�^C (i”; i”^0) = �^0(i”; i”^0) + + T P ”^{00} ∫ �^0(i”; i”^{00})G(i”^{00}; p) G(�i”^{00}; �p) �^C (i”^{00}; i”^0) d 3p (2ß)^3

: (10.56)

Èíòåãðàë ïî èìïóëüñàì âûœèñëßåòñß ïåðåõîäîì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ¸: ∫ 1 (”^{00})^2 + ¸^2_p d^3p (2ß)^3

= ß˚^0 j”^{00}j

: (10.57)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå íà êóïåðîâñêóþ àìïëèòóäó ïðèíèìàåò âèä

�^C (i”; i”^0) = �^0(i”; i”^0) + ß˚_0T P ”^{00}

�^0(i”; i”^{00})�^C (i”^{00}; i”^0)=j”^{00}j: (10.58)

58б. Óðàâíåíèå (10.58) ìîæíî ðåøèòü, åñëè çàâèñèìîñòü îò ” è ”^0 ôàêòîðèçóåòñß. Òîãäà óðàâíåíèå ñòàíîâèòñß âûðîæäåííûì. Ïåðåïèøåì åãî, ßâíî âûäåëßß çàâèñèìîñòü îò ”^0:

�^C (i”; i”^0) = ˘v(i”) ı v(i”^0) + ß˚_0T P ”^{00}

v(i”^{00})�^C (i”^{00}; i”^0)=j”^{00}j ȷ : (10.59)

Òàêèì îáðàçîì, îáà œëåíà â óðàâíåíèè ïðîïîðöèîíàëüíû v(i”), ïîýòîìó �^C (i”; i”^0) ß v(i”). Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ñëåäóåò, œòî çàâèñèìîñòü îò ”^0 òàêàß æå:

�^C (i”; i”^0) = ffv(i”)v(i”^0); (10.60)

ãäå ff — êîíñòàíòà, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîäñòàâèâ (10.60) â (10.59):

ff = ˘ + ß˚_0ff˘T P ”^{00}

v^2(i”^{00})=j”^{00}j: (10.61)

10 Ë. Ñ. Ëåâèòîâ, À. Â. Øèòîâ

290 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Òàêèì îáðàçîì,

ff =˘ ı 1 � ß˚_0˘T P ”^{00}

v^2(i”^{00})=j”^{00}j ȷ_{�1}

: (10.62)

Ýòî âûðàæåíèå îáðàùàåòñß â áåñêîíåœíîñòü, åñëè ßT P ”^{00}

v^2(i”^{00})=j”^{00}j = 1=˘˚_0: (10.63)

Óñëîâèå (10.63) è îïðåäåëßåò òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà T_c.

58в. Â ñëóœàå

v(i”) = !_D=(!^2_D + ”^2)^{1=2} (10.64)

óðàâíåíèå (10.63) ïðèíèìàåò òàêîé âèä

2^1 P n=0 !^2_D (!^2_D + ß^2T^2_c (2n + 1)^2)(2n + 1) = 1 ˘˚0 : (10.65)

Óäîáíî âíàœàëå ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ, à çàòåì íàéòè T_c áîëåå òîœíî. Ìíîæèòåëü v^2(i”) îáðåçàåò ñóììó â (10.63) ïðè n ß n_{max} = !_D=ßT_c. Åñëè ñœèòàòü n_{max} Æ 1 è ïðåíåáðåœü ìíîæèòåëåì v^2(i”), çàìåíèâ âåðõíèé ïðåäåë ñóììû íà n_{max}, ïîëóœèì

n_{max}P n=0 1 n + 1=2

= ln n_{max} = 1 ˚0˘ ; (10.66)

îòêóäà T_c ß !^D ß e^{�1=˘˚0} : (10.67)

Çíàœåíèå êîýôôèöèåíòà â ýòîé ôîðìóëå òàêèì îáðàçîì íàéòè íåëüçß. Äëß ýòîãî íàäî òîœíåå âûœèñëèòü ñóììó â (10.65).

Çàìåòèì, œòî â ñóììå (10.65) èìåþòñß äâà ìàñøòàáà: T_c è !_D, ïðèœåì, ñîãëàñíî (10.67), T_c ø !_D. Ïîýòîìó âêëàäû ýòèõ ìàñøòàáîâ ìîæíî ðàçäåëèòü, èñïîëüçóß ñëåäóþùèé ñòàíäàðòíûé ïðèåì. Ðàçîáüåì ñóììó íà äâå œàñòè: ïî n ¡ n_0 è ïî n ¿ n_0, ïðèœåì òîœêó ðàçáèåíèß n_0 âûáåðåì òàê, œòî n_0 Æ 1, è îäíîâðåìåííî 2ßT_cn_0 ø !_D. Íàéäåì ñóììó ïî êàæäîé èç îáëàñòåé, à çàòåì ñëîæèì ðåçóëüòàòû. Â îáëàñòè n ¡ n_0 ìîæíî çàìåíèòü ôóíêöèþ v(i”) íà åäèíèöó, ïîñëå œåãî ýòà œàñòü ñóììû ëåãêî âûœèñëßåòñß ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâ 1P k=1 (�1)^{k+1}=k = ln 2; lim_{n!1}

`_n P k=1 1=k � ln n ´ = C; (10.68)

ãäå C = 0; 577: : : — ïîñòîßííàß Ýéëåðà. Ñêëàäûâàß ýòè äâà òîæäåñòâà, ïîëóœàåì âêëàä îáëàñòè n ¡ n_0:

S(n ¡ n_0) =^{n0} P n=0 2 2n + 1 ß ln(2n_0): (10.69)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 291

Â âûñîêîœàñòîòíîé îáëàñòè n ¿ n_0 ìîæíî ïðåíåáðåœü T_c ïî ñðàâíåíèþ ñ !_D è çàìåíèòü ñóììó èíòåãðàëîì, êîòîðûé ëåãêî âûœèñëßåòñß:

S(n ¿ n_0) = 1∫ 2ßT n_0

!^2_D ”^2 + !^2_D d” ” = 1 2 ln ” 2 ”^2 + !^2_D fi fi fi 1

2ßT n_0

: (10.70)

Â ïðåäåëå !_D Æ 2ßn_0T_c íàõîäèì

S(n ¿ n_0) = ln !^D 2ßn0Tc

: (10.71)

Òåïåðü, ñóììèðóß âêëàäû îò îáëàñòåé n ¡ n_0 è n ⩾ n_0, ïðèâîäèì óðàâíåíèå (10.63) ê âèäó 1 ˘˚0 = ln !^D ßTc + C: (10.72)

Ðåøàß åãî, íàõîäèì óòîœíåííîå âûðàæåíèå äëß òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà T_c: T_c = 2fl ß !_De^{�1=˘˚0} ; (10.73) ãäå fl = e^C .

59а. Äèàãðàììû íà ðèñóíêàõ 10.6, 10.7 ïîêàçûâàþò, œòî ùåëü � âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ñâåðòêè àíîìàëüíîé ôóíêöèè F (i”; p) è êóïåðîâñêîé âåðøèíû �^0(i”; i”^0). Ïîýòîìó â îáùåì ñëóœàå ùåëü çàâèñèò îò ýíåðãèè è, ñîîòâåòñòâåííî, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíàœåíèå e�(i”). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: e�(i”) = T P

”^0

�^0(i”; i”^0)F (i”^0; r = r^0); (10.74)

à âåëèœèíà F (i”; r = r^0) ðàâíà

F (i”; r = r^0) = ∫ e �(i”) ”^2 + ¸^2_p + e�^2(i”) d^3p (2ß)^3

: (10.75)

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëóœàå ùåëü ñëåäóåò îïðåäåëßòü èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß. Îíî íåñêîëüêî óïðîùàåòñß, åñëè çàâèñèìîñòü �^0(i”; i”^0) îò ýíåðãèè ôàêòîðèçóåòñß. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, œòî ùåëü e�(i”) ïðîïîðöèîíàëüíà v(i”). Òàêèì îáðàçîì, ñâåðõïðîâîäßùèå ýôôåêòû ¿âûêëþœàþòñß£ ïðè j”j Æ !_D. Çàïèñûâàß e�(i”) â âèäå e�(i”) = �(T )v(i”); (10.76) ïîëóœàåì óðàâíåíèå

�(T ) = ˘T P ” ∫ v^2(i”)�(T ) ”^2 + ¸^2_p + v^2(i”)�^2(T ) d^3p (2ß)^3

: (10.77)

59б. Âûœèñëèâ èíòåãðàë ïî ¸ â ñîîòíîøåíèè (10.77), ïîëóœàåì 1 ˘˚0 = ßT P ” v^2(i”) p ”^2 + �^2(T )v^2(i”)

: (10.78) 10*

292 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Ðàññìîòðèì êàœåñòâåííî, êàê âåäåò ñåáß ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß. Ïðè T ø �(T ) ñóììó â ïðàâîé œàñòè ìîæíî çàìåíèòü èíòåãðàëîì. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïðåäåëå çàâèñèìîñòü îò T èñœåçàåò, è �(T ) ñòðåìèòñß

Ðèñ. 10.11 ê ïîñòîßííîìó ïðåäåëó. Çàâèñèìîñòü îò T äîëæíà áûòü ñëàáîé, ïîñêîëüêó äëß ãëàäêîé ôóíêöèè ñóììà îœåíü õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò çíàœåíèå èíòåãðàëà.

SSñíî òàêæå, œòî ïðè óâåëèœåíèè òåìïåðàòóðû âåëèœèíà ùåëè �(T ) áóäåò óìåíüøàòüñß. Ôîðìàëüíî ýòî ñëåäóåò èç òîãî, œòî ñóììà â ïðàâîé œàñòè (10.78) íåäîîöåíèâàåò çíàœåíèå èíòåãðàëà òåì áîëüøå, œåì áîëüøå ðàññòîßíèå ìåæäó ìàöóáàðîâñêèìè œàñòîòàìè. Ïîýòîìó äëß òîãî, œòîáû óäåðæàòü ïðàâóþ œàñòü ïîñòîßííîé, ðîñò òåìïåðàòóðû ñëåäóåò êîìïåíñèðîâàòü óáûâàíèåì �(T ). Çàìåòèì, œòî ïðè � = 0 óðàâíåíèå (10.78) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì äëß îïðåäåëåíèß òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà (10.63), ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùåé çàäàœå. Ýòî îçíàœàåò, œòî ïðè T = T_c ùåëü �(T ) îáðàòèòñß â íóëü. Âáëèçè T_c ïðàâàß œàñòü (10.78) çàâèñèò ëèíåéíî îò T � T_c è êâàäðàòèœíî îò �(T ). Ïîýòîìó �(T ) ß p T_c � T . Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé òàêæå ñëåäóåò, œòî �(0) ß T_c. Ïîëóœåííàß òàêèì îáðàçîì êàœåñòâåííàß çàâèñèìîñòü �(T ) ñîãëàñóåòñß ñ ðåçóëüòàòîì œèñëåííîãî ðåøåíèß óðàâíåíèß Ãîðüêîâà (ðèñ. 10.11).

59в. Òåïåðü âûœèñëèì �(T ) ïðè T ! 0. Âíàœàëå ìû ïðîñòî çàìåíèì ñóììó â (10.78) èíòåãðàëîì è ïîëóœèì, œòî �_0 ȷ �(T = 0) óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ 1 ˚0˘ = 1∫ 0 v^2(i”) d” q ”^2 + �^2_0v^2(i”)

: (10.79)

Íàéäåì ýòîò èíòåãðàë äëß íàøåé ìîäåëüíîé ôóíêöèè v(i”) = = !_D=(”^2 + !^2_D)^{1=2}. Âûœèñëåíèå ñèëüíî óïðîùàåòñß, åñëè çàìåòèòü, œòî �_0 ß T_c ø !_D. Ìíîæèòåëü v^2(i”) â ïîäêîðåííîì âûðàæåíèè âàæåí ëèøü ïðè ” ⩽ �_0, íî ïðè òàêèõ ýíåðãèßõ v^2(i”) ß 1. Ñ óœåòîì ýòîãî îáñòîßòåëüñòâà óðàâíåíèå íà ùåëü ïåðåïèñûâàåòñß òàê: 1 ˚0˘ = 1∫ 0 !^2_D d”

(”^2 + !^2_D) q ”^2 + �^2_0

: (10.80)

Â ýòîì èíòåãðàëå èìååòñß äâà ñóùåñòâåííî ðàçíûõ ìàñøòàáà ýíåðãèé: �_0 è !_D. Ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèåì, èñïîëüçîâàííûé ïðè ðåøåíèè ïðåäûäóùåé çàäàœè: ðàçáèòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèß íà äâå œàñòè: ” ¡ ”_0 è ” ¿ ”_0, ïðèœåì �_0 ø ”_0 ø !_D. Òîãäà èíòåãðàë â ïðàâîé œàñòè (10.80) ðàâåí

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 293

”_0∫

0 d” q ”^2 + �^2_0 + 1∫ ”_0

!^2_D d” ”(”^2 + !^2_D)

= ln 2”^0 �0 + ln !^D ”0 : (10.81)

Ïðîìåæóòîœíàß ýíåðãèß ”_0 âûïàäàåò. Îêîíœàòåëüíî ïîëóœàåì 1 ˘˚0 = ln 2!^D �0 : (10.82)

Ñðàâíèâàß ýòî ñîîòíîøåíèå ñ âûðàæåíèåì (10.73) äëß òåìïåðàòóðû ïåðåõîäà T_c, ïîëóœàåì ñîîòíîøåíèå

�_0 = fl ß T_c: (10.83)

Çàìåòèì, œòî êîýôôèöèåíò â ôîðìóëå (10.73) äëß T_c ñâßçàí ñ êîíêðåòíîé ôîðìîé îáðåçàíèß ïî ýíåðãèè. Œòî æå êàñàåòñß ñîîòíîøåíèß (10.83) ìåæäó �_0 è T_c, òî ïðè T_c ø !_D îíî îïðåäåëßåòñß òîëüêî ôèçèêîé íèçêîýíåðãåòèœåñêîé îáëàñòè ” ø !_D è ïîýòîìó íå çàâèñèò îò âûáîðà îáðåçàþùåé ôóíêöèè v(i”). Êðîìå òîãî, òîœíî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ìåæäó �_0 è T_c ïîëóœàåòñß è ïðè îáðåçàíèè ïî ¸. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (10.83) íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð.

Òåïåðü íàéäåì ïîâåäåíèå �(T ) ïðè êîíåœíûõ, íî ìàëûõ òåìïåðàòóðàõ. Äëß ýòîãî íàäî âûœèñëèòü îòëèœèå ñóììû â ïðàâîé œàñòè (10.78) îò èíòåãðàëà. Ýòî ìîæíî áûëî áû ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñóììèðîâàíèß Ïóàññîíà (10.47). Îäíàêî ãîðàçäî ïðîùå ïîëóœèòü îòâåò, çàìåòèâ, œòî ñàìûì ìàëûì ìàñøòàáîì, íà êîòîðîì ìåíßåòñß ïðàâàß œàñòü (10.78), ßâëßåòñß �_0. Ïîýòîìó ïðè ðàñœåòå íèçêîòåìïåðàòóðíûõ ïîïðàâîê ñòðóêòóðîé ïðàâîé œàñòè íà ìàñøòàáå !_D ìîæíî ïðåíåáðåœü. Òîãäà ìîæíî ïåðåïèñàòü (10.77) êàê 1 ˘˚0 = T P ” 1∫ �1 d¸ ”^2 + ¸^2 + �^2

: (10.84)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ œàñòü, èñïîëüçóß (7.83): 1 ˘˚0 = 1∫ 0 th p ¸^2 + �^2 2T d¸ p ¸^2 + �^2

: (10.85)

Ýòîò èíòåãðàë ëîãàðèôìèœåñêè ðàñõîäèòñß, íî åãî çíàœåíèå ïðè T = = 0 ìû óæå íàøëè, è ñåéœàñ íàñ èíòåðåñóþò ïîïðàâêè, âîçíèêàþùèå ïðè T 6= 0, êîòîðûå, êàê ìû ñåéœàñ óâèäèì, îïèñûâàþòñß ñõîäßùèìèñß èíòåãðàëàìè. Ìèíèìàëüíîå çíàœåíèå àðãóìåíòà ãèïåðáîëèœåñêîãî òàíãåíñà åñòü �=(2T ) Æ 1, ïîýòîìó ìîæíî çàìåíèòü th x íà sgn x (1 � − 2 exp(�jxj)). Òàêèì îáðàçîì, 1 ˘˚0 = ln 2!^D � � 2 1∫ 0 d¸ p ¸^2 + �^2 exp ` � p ¸^2 + �^2 T ´ : (10.86)

294 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Òàê êàê ïðè èíòåãðèðîâàíèè âòîðîãî œëåíà âêëàä äàþò ëèøü ¸ ø �, ìîæíî ðàçëîæèòü êâàäðàòíûå êîðíè ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1 ˚0˘ = ln 2!^D � � 2e^{�=T} 1∫ 0 e^{�¸2=2�T} ` 1 �¸ 2 2�^2 ´ d¸ � ; (10.87)

îòêóäà ln � �0 = � r 2ßT � e^{�=T} ı 1 � T 8� ȷ ; (10.88)

ãäå �_0 = flT_c=ß — ùåëü ïðè T = 0. Âûïèñàííàß ïîïðàâêà ê �_0 ïîíàäîáèòñß íàì ïðè âûœèñëåíèè òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà â çàäàœå 60. (Òîœíîñòü âûðàæåíèß (10.88) ìîæåò ïîêàçàòüñß œðåçìåðíîé, íî îêàçûâàåòñß, œòî ãëàâíûé œëåí â âûðàæåíèè (10.88) íå äàåò âêëàäà â òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë, è íàì ïðèäåòñß óœåñòü âûïèñàííóþ ïîïðàâêó.) Îêîíœàòåëüíî ïîëóœàåì

�(T ø T_c) = �_0 1 � r 2ßT �0 e^{�0=T} ı 1 � T 8�0 ȷ! : (10.89)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëóœàé T ! T_c. Â ýòîì ïðåäåëå �(T ) ø T , ïîýòîìó ïðàâóþ œàñòü (10.78) ìîæíî ðàçëîæèòü ïî �: 1 ˘˚0 = ßT P ” ` v^2(i”) j”j � � 2v^4(i”) 2j”j^3 ´ : (10.90)

Êàê ïîêàçàíî â çàäàœå 58, ïåðâûé œëåí â ïðàâîé œàñòè ëîãàðèôìèœåñêè çàâèñèò îò T è ñðàâíèâàåòñß ñ ëåâîé œàñòüþ ïðè T = T_c. Ïîýòîìó åãî ìîæíî îáúåäèíèòü ñ ëåâîé œàñòüþ, ïîëóœèâ ln T_c=T . Œòî æå êàñàåòñß âòîðîãî œëåíà, ïðîïîðöèîíàëüíîãî �^2, òî îí îïðåäåëßåòñß îáëàñòüþ ” ß ßT , è â íåì ìîæíî çàìåíèòü v^4(i”) íà åäèíèöó. Òàêèì îáðàçîì,

ln T Tc = � ß� 2 2 T P ”_n 1 j”nj^3

: (10.91)

Ñóììà ïî ìàöóáàðîâñêèì œàñòîòàì ëåãêî âûðàæàåòñß œåðåç ıôóíêöèþ:

ı(x) =^1 P n=1 1 n^x

;^1 P n=0 1 (2n + 1)^x = ı 1 � 1 2^x ȷ ı(x): (10.92)

Ðàçëàãàß ëîãàðèôì â ëåâîé œàñòè, ïîëóœàåì

T � Tc Tc = � 7ı(3) 8ß^2

�^2 T^2_c

; (10.93) îòêóäà

�^2_{T !Tc} = 8ß 2 7ı(3)

T_c(T_c � T ): (10.94)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 295

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëóœàå îáðåçêà ïðè ! ß !_D îêàçàëàñü íåñóùåñòâåííîé äëß âûœèñëåíèß ùåëè.

Ïîäâîäß èòîã, ìîæíî ñêàçàòü, œòî êîíêðåòíûé âèä îáðåçàíèß âàæåí â îñíîâíîì äëß îïðåäåëåíèß T_c. Âñå îñòàëüíûå ôèçèœåñêèå âåëèœèíû ñâåðõïðîâîäíèêà ìîãóò áûòü âûðàæåíû œåðåç T_c ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíûõ ñîîòíîøåíèé, íå çàâèñßùèõ îò âèäà êîíêðåòíîé ôóíêöèè çàïàçäûâàíèß v(i”). Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, œòî ôèçèêà ñâåðõïðîâîäíèêà îïðåäåëßåòñß ìàñøòàáàìè ýíåðãèé ïîðßäêà T_c ø !_D. Ýòî îïðàâäûâàåò ïðèìåíåíèå ïîïóëßðíîé ìîäåëè, â êîòîðîé çàïàçäûâàíèå íà âðåìåíàõ ïîðßäêà !^{�1}_D óœèòûâàåòñß ñ ïîìîùüþ îáðåçàíèß èíòåãðàëîâ ïî ¸, à íå ïî ”, ò. å. çàïàçäûâàþùåå âçàèìîäåéñòâèå çàìåíßåòñß íà âçàèìîäåéñòâèå íåëîêàëüíîå â ïðîñòðàíñòâå.

60. Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ðàñœåòó òåðìîäèíàìèœåñêèõ âåëèœèí ñâåðõïðîâîäíèêà^6) . Õàðàêòåðíûé ìàñøòàá ýíåðãèé, äàþùèõ âêëàä â òåðìîäèíàìèêó, îêàçûâàåòñß ïîðßäêà maxf�_0; T_cg, è ñëåäîâàòåëüíî ýôôåêòàìè çàïàçäûâàíèß íà âðåìåíàõ ïîðßäêà !^{�1}_D ìîæíî ïðåíåáðåœü, âûðàæàß âñå âåëèœèíû œåðåç T_c èëè �_0.

Ðàññìîòðèì äèàãðàììíîå ðàçëîæåíèå òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 10.9. Êàê îáûœíî, ïðîäèôôåðåíöèðóåì òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë ïî êîíñòàíòå ñâßçè ˘ äëß òîãî, œòîáû óáðàòü ìíîæèòåëü 1=n ïåðåä äèàãðàììàìè. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, åñëè â êàæäîé èç äèàãðàìì íà ðèñ. 10.9 ïåðåðåçàòü îäíó èç ýëåêòðîííûõ ëèíèé, òî ïîëóœàåòñß îäíà èç äèàãðàìì íà ðèñ. 10.6, ïðèœåì ñîîòâåòñòâèå âçàèìíîîäíîçíàœíîå. Ïîýòîìó ˘ V @� @˘ = T P !_n ∫ G^{�1}_0 (i!_n; p) ı G(i!_n; p) � G_0(i!_n; p) ȷ d3p

(2ß)^3 = = �T P !_n ∫ �^� F (i!_n; p) d 3p (2ß)^3

= � j�j 2 ˘ : (10.95)

Äåëàß ïðåîáðàçîâàíèå, ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñîîòíîøåíèßìè (10.32) è (10.39).

Òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë ïîëóœàåòñß èíòåãðèðîâàíèåì @�=@˘ ïî ˘ îò ˘ = 0 äî èñòèííîãî çíàœåíèß. Œòîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ˘, âûðàçèì d˘ œåðåç d� ñ ïîìîùüþ (10.39): d˘ ˘^2 = T P !_n ∫ 2� d� � !^2_n + ¸p + �^2

�_2 d^3p (2ß)^3

: (10.96)

Ïîýòîìó

�s � �n V = �2 �∫ 0 T P !_n ∫ �^3d� � !^2_n + ¸^2_p + �^2

�_2 d^3p (2ß)^3

: (10.97)

6) Ýòó çàäàœó ìîæíî ðåøèòü, âûœèñëßß òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë èäåàëüíîãî ãàçà êâàçèœàñòèö ñî ñïåêòðîì (10.37). Âìåñòî ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñß äèàãðàììàìè, œòîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü íåêîòîðûå îáùèå ïîëîæåíèß.

296 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Èíòåãðèðóß ïî ¸ è �, ïîëóœèì

�s � �n V = �ß ˚_0 T P !_n `p !^2_n + �^2 + ! 2 n p !^2_n + �^2

� 2j!_nj ´ : (10.98)

Ñíîâà ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëóœàè.

а. T ! 0. Ïðè îœåíü íèçêîé òåìïåðàòóðå ìàöóáàðîâñêàß ñóììà T P !_n

: : : õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñß èíòåãðàëîì ∫ : : : d!=2ß. Ïîïðàâêè

íåòðóäíî íàéòè, ïåðåéäß îò ñóììû ê èíòåãðàëó ïî ôîðìóëå Ïóàññîíà, è óäåðæàâ â íåé òîëüêî ïåðâûå òðè œëåíà: P n f(n) = ∫ f(x)dx + ∫ e^{2ßix}f(x)dx + ∫ e^{�2ßix}f(x)dx + : : : (10.99)

Çäåñü

f(x) = p (2ßT x)^2 + �^2 +

�^2 p (2ßT x)^2 + �^2

� 4ßT jxj: (10.100)

(Íåàíàëèòèœíîñòü jxj íå ìåøàåò èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Ïóàññîíà, ïîñêîëüêó äëß ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî ñóììó â ôîðìóëå Ïóàññîíà ìîæíî âûœèñëèòü ßâíî, íå äåëàß íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé.)

Ïîñëå ãðîìîçäêèõ âûœèñëåíèé, ïðèâåäåííûõ â êîíöå ðåøåíèß, ïîëóœèì

�_s = � V ˚^0 � 2 2 1 + 2 r 2ß T � e^{�=T} ı 1 + 15 8 T � ȷ! : (10.101)

Ïîäñòàâëßß ñþäà �(T ) èç (10.89), íàõîäèì

�_s = � ˚^0 V � 2 0 2 1 + 4 s 2ß T^3 �^3_0 e^{�0=T} ! : (10.102)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ïðîèñõîäßùåå çäåñü ñîêðàùåíèå ãëàâíîãî òåìïåðàòóðíî-çàâèñßùåãî œëåíà. Èç (10.102) íàéäåì òåïëîåìêîñòü, äèôôåðåíöèðóß ýíòðîïèþ ïî T :

C_s = T @S^s @T = �T @ 2�s @T^2

= 2 ˚_0 V r 2ß �^5_0 T^3 e^{�0=T} : (10.103)

б. T ! T_c. Â ýòîì ñëóœàå äîñòàòîœíî ïðîñòî ðàçëîæèòü (10.98) äî œåòâåðòîãî ïîðßäêà ïî � (œëåí âòîðîãî ïîðßäêà îáðàùàåòñß â íóëü): �s � �n V = �ß ˚_0 �^4 T P !_n 1 j!nj^3

: (10.104)

Ñóììà, êàê è â çàäàœå 59, âûðàæàåòñß œåðåç ı-ôóíêöèþ: �s � �n V = � 7ı(3)

16ß^2

˚0 �^4 T^2_c

: (10.105)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 297

Ïîäñòàâëßß ñþäà � èç (10.94), ïîëóœèì

�_s � �_n = � 4ß 2 7ı(3)

V ˚_0 (T � T_c)^2: (10.106)

Äèôôåðåíöèðóß ïî òåìïåðàòóðå, íàõîäèì òåïëîåìêîñòü:

C_s � C_n = 8ß 2 7ı(3)

˚_0 T_c V: (10.107)

Íàïîìíèì, œòî òåïëîåìêîñòü íîðìàëüíîãî ìåòàëëà åñòü

C_n = 2ß 2 3 ˚_0 V T; (10.108) ïîýòîìó C_s � C_n Cn = 12

7ı(3)

: (10.109)

Âûœèñëèì ñóììó â (10.98) ïðè T ! 0. Ñîãëàñíî ôîðìóëå ñóììèðîâàíèß Ïóàññîíà,

�s � �n V = �ß˚0^1 P k=�1 1∫ �1 `p !^2 + �^2 +

!^2_n p !^2 + �^2

� 2j!j ´ v e^{ik!=T} d! 2ß : (10.110) Çàìåòèì, œòî ïåðâûå äâà œëåíà — ïëàâíûå ôóíêöèè !, ïîýòîìó èíòåãðàëû îò íèõ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû. Ïîýòîìó íàì äîñòàòîœíî óäåðæàòü èõ ëèøü ïðè k = 0; �1. Œòî æå êàñàåòñß ïîñëåäíåãî œëåíà, òî èíòåãðàë îò íåãî ëåãêî âûœèñëßåòñß è ðàâåí �4T^2=k^2. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëß òåðìîäèíàìèœåñêîãî ïîòåíöèàëà ïðèâîäèòñß ê âèäó

�s � �n V = �˚0

”_1∫ 0 `p !^2 + �^2 +

!^2 p !^2 + �^2

� 2! ´ d! +

+ 1∫ �1 `p !^2 + �^2 +

!^2 p !^2 + �^2 ´ cos ! T d! � 2^1 P k=1 T^2 k^2 # : (10.111)

Ïåðâûé èíòåãðàë åñòü 1∫ 0 `p !^2 + �^2 +

!^2 p !^2 + �^2

� 2! ´ d! =

�^2 2 ; (10.112)

à ñóììà ðàâíà 1P k=1 1 k^2 = ß^2 6 : (10.113)

Îñòàâøèéñß èíòåãðàë âûœèñëßåòñß òàê. Ôóíêöèß p !^2 + �^2 èìååò ñêàœîê íà ðàçðåçå, èäóùåì îò òîœêè i� äî áåñêîíåœíîñòè. Â îñòàëüíîé æå œàñòè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ôóíêöèß àíàëèòèœíà, ïîýòîìó êîíòóð èíòåãðèðîâàíèß ìîæíî äåôîðìèðîâàòü òàê, œòîáû îí îãèáàë ýòîò ðàçðåç (ðèñ. 10.12).

298 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Ðèñ. 10.12

Ââîäß ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèß u ïî ôîðìóëå ! = i� + iu, ïðèâåäåì èíòåãðàë ê âèäó

2 1∫ 0 �^2 + 2u^2 + 4u� p 2�u + u^2 e^{�(�+u)=T} du: (10.114)

Â ýòîò èíòåãðàë äàþò âêëàä u ß T , ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü ïî u:

2�^2e^{�=T} 1∫ 0 ` 1 + 15 4 u � ´ e^{�u=T} du p 2� u = p 2ßT �^3 e^{�=T} ` 1 + 15 8 T � ´ : (10.115) Â ðåçóëüòàòå

�s � �n V = � ˚0 �^2 2 ` 1 + 2 r 2ßT � e^{�=T} ` 1 + 15 8 T � ´´ + ß^2˚0T^2 3 : (10.116)

Çàìåòèì, œòî ïîñëåäíèé œëåí â ýòîé ôîðìóëå åñòü íå œòî èíîå, êàê âçßòûé ñ îáðàòíûì çíàêîì òåðìîäèíàìèœåñêèé ïîòåíöèàë íîðìàëüíîãî ìåòàëëà.

61. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (10.58) äëß êóïåðîâñêîé àìïëèòóäû ðàññåßíèß, ïîëóœåííîå â ðåøåíèè çàäàœè 58. Åñëè êóïåðîâñêàß àìïëèòóäà �^C (i”; i”^0) èìååò ïîëþñ ïðè T ! T_c, òî â óðàâíåíèè (10.58) ìîæíî ïðåíåáðåœü ñâîáîäíûì œëåíîì:

�^C (i”; i”^0) = ß˚_0T P ”^{00}

�^0(i”; i”^{00})�^C (i”^{00}; i”^0)=j”^{00}j: (10.117)

Çàâèñèìîñòü îò ”^0 â ýòîì óðàâíåíèè ¿ñîêðàùàåòñß£, è ïîýòîìó ðåøåíèå ôàêòîðèçóåòñß:

�^C (i”; i”^0) = Φ(i”)Φ(i”^0): (10.118) (Çàâèñèìîñòü �^C îò ” è ”^0 äîëæíà áûòü îäèíàêîâîé ââèäó ñèììåòðèè êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû.) Òîãäà ôóíêöèß Φ(”) óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ

Φ(i”) = ß˚_0T P ”^0 � �^0(i”; i”^0)=j”^0j � Φ(i”^0): (10.119)

Äëß �^0 èç óñëîâèß çàäàœè ýòî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îêàçûâàåòñß âûðîæäåííûì è ëåãêî ðåøàåòñß. Âèäíî, œòî ôóíêöèß Φ(”) ñîäåðæèò äâà œëåíà: ïðîïîðöèîíàëüíûé v(i”) è íå çàâèñßùèé îò ”. Èùåì ðåøåíèå â âèäå Φ(”) = av(i”) + b: (10.120) Ïîäñòàâëßß ýòî âûðàæåíèå â (10.119) è ïðèðàâíèâàß êîýôôèöèåíòû ïåðåä v(i”) è ïåðåä êîíñòàíòîé, ïîëóœàåì

a = ß˘˚_0T P ”^0 � av^2(i”^0) + bv(i”^0) � =j”^0j; (10.121)

b = �ß¯˚_0T P ”^0

[av(i”) + b] =j”^0j: (10.122)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 299

Íà ýòîò ðàç ìû íå áóäåì çàíèìàòüñß òîœíûì âûœèñëåíèåì ñóìì â ýòîì âûðàæåíèè, à íàéäåì èõ ñ ëîãàðèôìèœåñêîé òîœíîñòüþ, ïîñêîëüêó îñíîâíîé èíòåðåñ áóäóò ïðåäñòàâëßòü âåëèœèíû, ñòîßùèå ïåðåä ëîãàðèôìàìè. Ñóììû, ñîäåðæàùèå v(i”) è v^2(i”) ñëåäóåò îáðåçàòü ñâåðõó ïðè ” ß !_D. Ñóììó, íå ñîäåðæàùóþ ôàêòîðîâ çàïàçäûâàíèß, ìû îáðåæåì ñâåðõó ïðè ” ß !_p (ß ”_F ) — íà ïëàçìåííîé œàñòîòå, êîòîðàß èãðàåò â ôèçèêå ýëåêòðîí-ýëåêòðîííîãî âçàèìîäåéñòâèß ðîëü, àíàëîãèœíóþ !_D äëß ýëåêòðîí-ôîíîííîãî âçàèìîäåéñòâèß. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóœàåì a = ˚_0˘ ln !^D T (a + b);

b = �¯˚_0 h a ln !^D T + b ı ln !^D T + ln !^p !D ȷi : (10.123)

Ïåðåíîñß âî âòîðîì óðàâíåíèè œëåí ñ ln(!_p=!_D) â ëåâóþ œàñòü, ìîæíî ïåðåïèñàòü åãî â òàêîì âèäå, œòî îíî ñòàíîâèòñß ïîõîæå íà ïåðâîå:

b = �˚_0¯_� ln !^D T (a + b) ; ¯_� =¯ 1 + ˚0¯ ln(!p=!D )

: (10.124)

Ìû ââåëè çäåñü ýôôåêòèâíóþ êóïåðîâñêóþ àìïëèòóäó ¯_�, êîòîðàß îòëèœàåòñß îò ¯ èç-çà çàïàçäûâàíèß ôîíîíîâ. Òåïåðü, ñêëàäûâàß ïåðâîå èç óðàâíåíèé (10.123) ñ óðàâíåíèåì (10.124), ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (10.123):

1 = (˘ � ¯_�) ln !^D T ; (10.125)

èç êîòîðîãî íàõîäèì òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà:

T_c ß !_D e^{�1=˘�˚0} ; ˘_� = ˘ � ¯_�: (10.126)

Òàêèì îáðàçîì, êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå äåéñòâèòåëüíî ïîíèæàåò òåìïåðàòóðó ñâåðõïðîâîäßùåãî ïåðåõîäà, íî íå îœåíü ñèëüíî. Ïðè ˚_0¯ ln !_p=!_D Æ 1 îòíîñèòåëüíàß ïîïðàâêà ê ˘ ìàëà êàê 1= ln(!_p=!_D).

62а. Ïðåæäå œåì âûœèñëßòü Q(0) äëß ïðîèçâîëüíîãî ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà ¸(p), óòîœíèì âûðàæåíèå äëß òîêà. Ãàìèëüòîíèàí œàñòèö ñî ñïåêòðîì ¸(p) âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå A(r) åñòü

bH = ∫ ^+(r)¸ ı bp � e c A ȷ (r) d^3r: (10.127)

ãäå bp = �ir_r. Òîê, ñîãëàñíî îáùèì ïðèíöèïàì, ïîëóœàåòñß âàðüèðîâàíèåì ãàìèëüòîíèàíà ïî A:

bj = e ^+(r) r_p¸ ı p � e c A ȷ (r): (10.128)

Âûäåëèì ëèíåéíûé ïî A œëåí:

bj = e ^+(r) r_p¸ (p) (r) � e^2 c ^+(r) r_p h (Ar_p) ¸(p) i (r): (10.129)

300 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Ïðè ¸(p) = p^2=2m � E_F ýòî âûðàæåíèå äëß òîêà ïåðåõîäèò â îáûœíóþ êâàíòîâîìåõàíèœåñêóþ ôîðìóëó.

Ïðîùå âñåãî âûœèñëßåòñß âêëàä â Q(0) âòîðîãî œëåíà:

Q^{(2)}_{fffi} (k) = � e 2 c ø ^+ @

2¸(p) @pff@p_fi Æ = � e 2 c ∫ @^2¸(p) @pff@p_fi n_F (¸(p)) 2d 3p (2ß)^3 : (10.130) Œòîáû íàéòè âêëàä ïåðâîãî œëåíà, ïîñòóïèì ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Â ëèíåéíîì ïî A ïðèáëèæåíèè âçàèìîäåéñòâèå òîêà ñ ïîëåì åñòü

bH_{int} = �^1_c ∫ bj(r) A(r) d^3r: (10.131)

Íàõîäß, êàê îáûœíî, ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðßäêà ê ôóíêöèè Ãðèíà è âûœèñëßß ñ åå ïîìîùüþ h j i, ïîëóœàåì, œòî ýòîò âêëàä äàåòñß ïåòëåé:

Q^{(1)}_{fffi} (i�; k) = � e 2 c lim ø !+0 T P !_n ∫ vff(p + k) v_fi (p) i!n � ¸(p) e^{i!n ø} i!n + i� � ¸(p + k)

2d^3p (2ß)^3 : (10.132) Ìû ââåëè çäåñü ìíîæèòåëü ñõîäèìîñòè e^{i!nø} (ø ! +0), êîòîðûé îòâåœàåò çà ïðàâèëüíûé ïîðßäîê è ^+ (ñð. ñ çàäàœåé 35).

Ïðè � = 0 è k = 0 ýòî âûðàæåíèå ñâîäèòñß ê òàêîìó:

Q^{(1)}_{fffi} (0) = � e 2 c lim ø !+0 T P !_n

e^{i!n ø} ∫ vff(p) v_fi (p) (i!n � ¸(p))^2

2d^3p (2ß)^3

: (10.133)

Óœèòûâàß, œòî v = r_p¸(p), ïåðåïèøåì Q^{(1)}_{fffi} (0) â âèäå

Q^{(1)}_{fffi} (0) = � e 2 c lim ø !+0 T P !_n

e^{i!n ø} ∫ v_ff(p) r_fi 1

i!n � ¸(p)

2d^3p (2ß)^3

; (10.134)

ïîñëå œåãî ïðîèíòåãðèðóåì ïî œàñòßì:

Q^{(1)}_{fffi} (0) = + e 2 c lim ø !+0 T P !_n

e^{i!n ø} ∫ r_fi v_ff(p) 1

i!n � ¸(p)

2d^3p (2ß)^3

= �Q^{(2)}_{fffi}

(10.135) (ñóììèðîâàíèå ïî ìàöóáàðîâñêèì œàñòîòàì ïðîèçâîäèòñß òàê æå, êàê â âûðàæåíèè (7.59) â ðåøåíèè çàäàœè 35). Èòàê, Q_{fffi} (0) = 0.

62б. Œòîáû íàéòè äèàìàãíèòíóþ âîñïðèèìœèâîñòü ôåðìè-ãàçà Ø_0, ñâßæåì åå ñ êîíñòàíòîé a â ðàçëîæåíèè Q(k) = ak^2 + : : : Ïî îïðåäåëåíèþ Q(k), j = bQA = �ar^2A: (10.136) Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîê ñâßçàí ñ íàìàãíèœåííîñòüþ: j = c rot M = c rot Ø_0B = Ø_0c rot rot A: (10.137) Ïîñêîëüêó div A = 0, òîê ìîæíî çàïèñàòü òàê: j = �Ø_0cr^2A: (10.138)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 301

Îòñþäà íàõîäèì Ø_0 = a=c.

Òåïåðü âûœèñëèì a. Ïðåäïîëîæèì, œòî âîëíîâîé âåêòîð k íàïðàâëåí âäîëü îñè z, è íàéäåì Q_{xx}:

Q_{xx} = � lim_{ø !+0} e 2 c T P !_n

e^{i!n ø} ∫ vx(p + k) vx(p) (i!n � ¸_{p+k}) (i!n � ¸p)

2d^3p (2ß)^3

: (10.139)

Â îòëèœèå îò ñïèíîâîé âîñïðèèìœèâîñòè, îðáèòàëüíàß âîñïðèèìœèâîñòü îïðåäåëßåòñß íå òîëüêî îêðåñòíîñòüþ ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, íî è âñåìè ñîñòîßíèßìè ïîä íåé, ïîòîìó œòî êâàíòîâàíèå Ëàíäàó çàòðàãèâàåò âñå ñîñòîßíèß ñ E ¡ E_F , è êîíåœíàß âîñïðèèìœèâîñòü Ø_0 âîçíèêàåò èç-çà îòëèœèß ñóììû êâàíòîâàííûõ ýíåðãèé îò èíòåãðàëà ïî íåïðåðûâíîìó ñïåêòðó. Ïîýòîìó ìû îãðàíèœèìñß ñëóœàåì ¸(p) = = p^2=2m � E_F . Ðàçëàãàß Q(k) ïî k_z = k, è èìåß â âèäó, œòî äëß êâàäðàòèœíîãî ñïåêòðà v_x(p + k) = v_x(p) = p_x=m, çàïèøåì

Q_{xx} = � e

2k^2 c T P !_n

e^{i!nø} ∫ v^2_x i!n � ¸p

@^2 @p^2_z 1 i!n � ¸p

2 d^3p (2ß)^3

: (10.140)

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî œàñòßì, ïîëóœèì

Ø_0 = e 2 c^2 T P !_n

e^{i!nø} ∫ v^2_x v^2_z (i!n � ¸p)^4

2d^3p (2ß)^3

: (10.141)

Òåïåðü óñðåäíèì ïî óãëàì (hv^2_xv^2_zi = v^4=15):

Ø_0 = e 2 15c^2m^4 T P !_n

e^{i!n ø} ∫ p^4 (i!n � ¸p)^4

2d^3p (2ß)^3

: (10.142)

Èíòåãðàë ïî ìîäóëþ èìïóëüñà òðåõêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî œàñòßì ïðèâîäèòñß ê âèäó 1∫ 0 p^6 dp � i!n + EF � p^2=2m

�_4 = �

5m^3 2 1∫ 0 dp i!n + EF � p^2=2m

; (10.143)

ïîñëå œåãî ñóììèðîâàíèå ïî !_n äàåò, êàê îáûœíî, ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè (ñì. ôîðìóëó (7.59) â ðåøåíèè çàäàœè 35):

Ø_0 = � e 2 12ß^2mc^2 1∫ 0 n_F (¸_p) dp = � e 2p0 12ß^2mc^2

: (10.144)

Èñïîëüçóß âûðàæåíèå äëß ñïèíîâîé âîñïðèèìœèâîñòè, íàéäåííîå â çàäàœå 24,

Ø_{ïàðà} = 2¯^2_B ˚_0 = e 2 4m^2c^2 mp0 ß^2

; (10.145)

302 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

íàõîäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó îðáèòàëüíîé è ñïèíîâîé âîñïðèèìœèâîñòüþ:

Ø_0 = � 1 3 Ø_{ïàðà}: (10.146)

Îòìåòèì, œòî ýòî ñîîòíîøåíèå íå óíèâåðñàëüíî. Êàê âèäíî èç íàøåãî âûœèñëåíèß, âêëàä â Ø_0 äàåò âåñü ñïåêòð, à íå òîëüêî ïîâåðõíîñòü Ôåðìè. Ïîýòîìó ïîëóœåííîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó Ø_0 è Ø_{ïàðà} âåðíî ëèøü äëß êâàäðàòèœíîãî ñïåêòðà. Ïðè áîëåå îáùåì çàêîíå äèñïåðñèè ¸(p) âîñïðèèìœèâîñòü Ø_0 ïî âåëèœèíå ìîæåò îêàçàòüñß äàæå áîëüøå, œåì Ø_{ïàðà}. Â ýòîì ñëóœàå íîðìàëüíûé ìåòàëë îêàçûâàåòñß äèàìàãíåòèêîì.

63. Â ýòîé çàäàœå ìû âûœèñëèì Q(0) äëß ñâåðõïðîâîäíèêà. Îñíîâíîå îòëèœèå îò âûœèñëåíèß äëß íîðìàëüíîãî ìåòàëëà, ïðîäåëàííîãî â çàäàœå 62, âîçíèêàåò èç-çà íåîáõîäèìîñòè óœåñòü êàê íîðìàëüíûå, òàê è àíîìàëüíûå ñðåäíèå.

Ñðåäíåå îò äèàìàãíèòíîãî âêëàäà â òîê åñòü ïðîñòî

Q^{(2)}(0) = � ne 2 mc : (10.147)

Œòî æå êàñàåòñß ãðàäèåíòíîãî âêëàäà Q^{(1)}_{fffi} (i�; k), òî îí ïîëóœàåòñß óñðåäíåíèåì ïðîèçâåäåíèß òîêîâ è äàåòñß ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

Q^{(1)}_{fffi} (i�_s; k) = 1 2c P œ;œ^0 fi∫ �fi e^{i�ø} dø ∫ e^{ikr} �

� hT_ø ^+_œ (r; ø) bj_ff_œ(r; ø) ^+_œ0 (0; 0) bj_fi _œ0 (0; 0) i d^3r (10.148)

(œ, œ^0 — ñïèíîâûå èíäåêñû, à j = �i e m r_r).

Òåïåðü íåîáõîäèìî ñïàðèòü -îïåðàòîðû, óœèòûâàß êàê íîðìàëüíûå, òàê è àíîìàëüíûå ñðåäíèå. Ïðè ýòîì òåîðåìà Âèêà ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâà, ïîñêîëüêó îïåðàòîðû è ^+ ìîæíî âûðàçèòü ëèíåéíûì îáðàçîì œåðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèß è óíèœòîæåíèß êâàçèœàñòèö ñâåðõïðîâîäíèêà, äëß êîòîðûõ àíîìàëüíûå ñðåäíèå ðàâíû íóëþ. Òàêèì îáðàçîì,

hT_ø ^+_œ (r; ø) bj_ff_œ(r; ø) ^+_œ0 (0; 0) bj_fi_œ0 (0; 0) i =

= �bj_ff G_{œœ}0 (r; ø) bj_fi G_œ0_œ(�r; �ø) � bj_ff F^+_{œœ}0 (r; ø) bj_fi F_œ0_œ(�r; �ø): (10.149)

Òîãäà Q^{(1)}_{fffi} (i�; k) ïðèíèìàåò âèä

Q^{(1)}_{fffi} (i�; k) = � 1 2c fi∫ �fi e^{i�ø} dø ∫ e^{ikr} �

� h 2bj_ff G(r; ø) bj_fi G(�r; �ø) + 2bj_ff F (r; ø) bj_fi F^�(�r; �ø)d^3r i : (10.150)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 303

Çàìåòèì, œòî çíàêè ïåòåëü, ñîäåðæàùèõ ôóíêöèè G è F , îêàçûâàþòñß îäèíàêîâûìè. Ïåðåïèñûâàß âûðàæåíèå (10.150) â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè, ïîëóœàåì

Q^{(1)}_{fffi} (i�; k) = � T e 2 c P !_n ∫ v_ff ı p � k 2 ȷ v_fi ı p + k 2 ȷ æ G ı i!_n; p � k 2 ȷ � � G ı i!_n + i�; p + k 2 ȷ + F ı i!_n; p � k 2 ȷ F^� ı i!_n + i�; p + k 2 ȷ œ 2d3p

(2ß)^3 : (10.151) Òîãäà ïðè k = 0

Q^{(1)}(0) = 1 3 Q^{(1)}_{ffff}(0) =

= � e 2T 3m^2c P !_n ∫ p^2 ı G^2(i!_n; p) + jF (i!_n; p)j^2 ȷ 2d3p

(2ß)^3

: (10.152)

Ñîáèðàß âìåñòå Q^{(1)} è Q^{(2)} è óœèòûâàß îïðåäåëåíèå n_s, ïîëóœèì

n � n_s = � 2 T ˚^0p 2 0 3m P !_n 1∫ �1 �^2 + ¸^2 � !^2_n � !^2_n + ¸^2 + �^2

�_2 d¸: (10.153)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, œòî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ! âûðàæåíèå (10.153) îáðàùàåòñß â íóëü, â òî âðåìß êàê ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ¸ ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, îíî íå âïîëíå êîððåêòíî îïðåäåëåíî. Äåëî â òîì, œòî ýòà âåëèœèíà íå ¿ñèäèò£ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè, è äëß ïðàâèëüíîãî óœåòà ñîñòîßíèé âäàëè îò óðîâíß Ôåðìè ñëåäîâàëî áû áðàòü ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé, çàâèñßùóþ îò ýíåðãèè. Îäíàêî ñâåðõòåêóœàß ïëîòíîñòü, íåñîìíåííî, îïðåäåëßåòñß ïîâåðõíîñòüþ Ôåðìè, ïîòîìó œòî òîëüêî òàì è ïðîèñõîäèò ïåðåñòðîéêà ýëåêòðîííûõ ñîñòîßíèé. Â ãëóáèíå æå ôåðìèåâñêîãî ìîðß (ò. å. ïðè ¸ ¸ E_F ) íèœåãî íå ïðîèñõîäèò. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòóïèòü òàê: âûœåñòü èç ýòîãî âûðàæåíèß àíàëîãèœíîå âûðàæåíèå ñ � = 0, ò. å. äëß íîðìàëüíîãî ìåòàëëà. Òîãäà âêëàä ãëóáîêèõ ñîñòîßíèé âûïàäåò. Ïðè ýòîì, êàê ìû çíàåì, äëß íîðìàëüíîãî ìåòàëëà n_s = 0. Â ðåçóëüòàòå

n_s = 2˚^0p 2 0 3m T P !_n 1∫ �1 ” ¸^2 � !^2_n � ¸^2 + !^2_n

�_2 �

¸^2 � !^2_n + �^2 � ¸^2 + !^2_n + �^2

�_2 # d¸: (10.154)

Ïîëóœèâøååñß âûðàæåíèå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü â ëþáîì ïîðßäêå. Ëóœøå âñåãî ñíàœàëà ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ¸. Ïðè ýòîì îêàçûâàþòñß ïîëåçíûìè ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèß: 1∫ �1 dx � x^2 + a^2

�_2 = ß 2a^3 ; 1∫ �1 x^2 dx � x^2 + a^2

�_2 = ß 2a : (10.155)

304 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèß ïîëóœàåì îòâåò:

n_s = 2˚^0p 2 0 3m T P !_n

ß�^2 � !^2_n + �^2

�_{3=2} : (10.156)

Ðàññìîòðèì ðàçëèœíûå ïðåäåëüíûå ñëóœàè:

à) T ! 0. Çàìåíèì ñóììó èíòåãðàëîì

n_s = 2˚^0p 2 0 3m ß�^2 2ß 1∫ �1 d! � !^2 + �^2

�_{3=2} =

2˚0p^2_0 3m = p 3 0 3ß^2

= n: (10.157)

Îòñþäà ñëåäóåò, œòî ïðè T = 0 ñâåðõòåêóœàß ïëîòíîñòü ðàâíà ïîëíîé, êàê è äîëæíî áûòü â òðàíñëßöèîííî–èíâàðèàíòíîé ñèñòåìå.

á) T ! T_c. Â ýòîì ñëóœàå äîñòàòîœíî ïðåíåáðåœü � â çíàìåíàòåëå. Òîãäà ñóììà âûðàæàåòñß œåðåç ı-ôóíêöèþ (ñì. çàäàœó 59), œòî äàåò ns n = 7� 2 4ß^2T^2_c = 2 ı 1 � T Tc ȷ : (10.158)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè T ! T_c ñâåðõòåêóœàß ïëîòíîñòü óìåíüøàåòñß äî íóëß.

Òåïåðü ñâßæåì n_s ñ ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèß. Çàïèøåì çàêîí Àìïåðà:

rot H = 4ß c j = � 4ßn^se 2 mc^2

A: (10.159)

Ïîñêîëüêó H = rot A, èìååì

r^2A = 4ßn^se 2 mc^2

A: (10.160)

Ïóñòü ãðàíèöà îáðàçöà ïåðïåíäèêóëßðíà îñè x, à ìàãíèòíîå ïîëå ïàðàëëåëüíî îñè z. Òîãäà A_y(x) = A_y(0) e^{�x=ffi�} ; (10.161) ãäå ffi^2_� = mc 2 4ßnse^2

: (10.162)

Îòñþäà ïîëóœàåì, œòî ìàãíèòíîå ïîëå

H_z = � @A^y @x = A^y (0) ffi� e^{�x=ffi�} = H_z(0)e^{�x=ffi�} (10.163)

ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò â ãëóáü ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðèœåì ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèß ðàâíà ffi_�.

Â íàøåì ðàñœåòå ìû ïðåíåáðåãàëè äèñïåðñèåé Q(k). Âûßñíèì, ïðè êàêèõ óñëîâèßõ ýòî çàêîííî, èëè, èíûìè ñëîâàìè, êàêîâ ìàñøòàá ïðîñòðàíñòâåííîé äèñïåðñèè â ñâåðõïðîâîäíèêå. Œòîáû îïðåäåëèòü ýòîò ìàñøòàá, ñëåäóåò ñðàâíèòü kv (ýòî è åñòü âåëèœèíà, êîòîðîé ìû ïðåíåáðåãëè) ñî âñåìè îñòàëüíûìè âåëèœèíàìè â çíàìåíàòåëßõ ôóíêöèé G è F â (10.151). Ñðàâíèâàß ¸ ñ �, ïîëóœàåì õàðàêòåðíûé âîëíîâîé âåêòîð k_0 ß ¸^{�1}(T ) ß �(T )=(ℏv_F ). Çàìåòèì, îäíàêî, œòî ïðè T ! T_c

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 305

�(T ) ! 0 è îñíîâíóþ ðîëü â çíàìåíàòåëå èãðàåò !_{n=0} = ßT_c ß �_0. Ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå õàðàêòåðíûé âîëíîâîé âåêòîð ïðè ëþáûõ òåìïåðàòóðàõ åñòü k_0 ß ¸^{�1}_0 ß �_0=(ℏv_F ). Äëß òîãî œòîáû íàø ðàñœåò áûë ïðèìåíèì, äîëæíî áûòü ffi_� Æ ¸_0. Â ýòîì ñëóœàå ñâåðõïðîâîäíèê íàçûâàþò ëîíäîíîâñêèì. Ïðîòèâîïîëîæíûé ïðåäåëüíûé ñëóœàé íàçûâàåòñß ïèïïàðäîâñêèì.

Â çàêëþœåíèå ïîêàæåì, êàê ïðîèçâîäèòü ïîäîáíûå ðàñœåòû ñ ïîìîùüþ ìàòðèœíîé ôóíêöèè Ãðèíà

bG = ˇ G_{””} F_{”#} F_{#”} G_{##} ˘ : (10.164)

Îíà óäîâëåòâîðßåò òàêîìó óðàâíåíèþ:

(i! � ¸(p)ø_z � �_1ø_x � �_2ø_y) bG = b1 (10.165)

(� = �_1 + i�_2). Îïåðàòîð òîêà ðàâåí

bj = c ffi bG^{�1} ffiA = ev(p) b1 � e 2 mc Aø_z : (10.166)

Ñàìà bG ðàâíà

bG = � 1 !^2_n + ¸^2 + �^2 ` i!_n + ¸ � �^� i!_n �¸ ´ : (10.167)

Âûœèñëßß Tr ı bj_ff bG(i!_n; p) bj_fi bG(i!_n; p) ȷ = = e 2 vff(p) v_fi (p) � !^2_n + ¸^2 + �^2

�_2 Tr ı (i!_n + ¸ø_z + �ø_x) (i!_n + ¸ø_z + �ø_x) ȷ = = 2e^2 v_ff(p) v_fi(p) �

2 + ¸^2 � !^2_n � !^2_n + ¸^2 + �^2

�_2 ; (10.168)

ïîëóœèì òî æå âûðàæåíèå, œòî è ðàíåå (ñì. (10.156)).

64. Äëß òîãî œòîáû èçóœèòü âëèßíèå ïðèìåñåé íà T_c, ðàññìîòðèì äèàãðàììû, îáðàçóþùèå îäèí áëîê êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû, è óñðåäíèì èõ ïî áåñïîðßäêó (ðèñ. 10.13).

Ðèñ. 10.13

Îíè èìåþò òó æå ñòðóêòóðó, œòî è äèàãðàììû íà ðèñ. 10.8. Îòëèœèå ñîñòîèò â òîì, œòî êóïåðîâñêàß ïåòëß òåïåðü ñîäåðæèò ïðèìåñíóþ ëåñòíèöó, îïèñûâàþùóþ ðàññåßíèå êóïåðîâñêîé ïàðû íà ïðèìåñßõ. Ïîýòîìó

�^Ñ = �˘ 1 + ˘�c

; (10.169)

306 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

ãäå �_c äàåòñß ñóììîé ëåñòíèœíûõ äèàãðàìì, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 10.14. Ïî ñóòè äåëà, òàêàß ñóììà óæå áûëà âûœèñëåíà íàìè

Ðèñ. 10.14

â çàäàœå 54. Íàïîìíèì, œòî óñðåäíåííàß ïî áåñïîðßäêó ôóíêöèß Ãðèíà â ãðßçíîì ìåòàëëå ðàâíà G(i!_n; p) = 1 i!n � ¸p + (1=2ø) sgn !n

: (10.170)

Êàæäàß ñòóïåíüêà êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû, ñîñòîßùàß èç äâóõ ôóíêöèé Ãðèíà, âçßòàß ïðè � = 0, s = 0, åñòü

B_c(i!_n) = ∫ G(i!_n; p) G(�i!_n; �p) d 3p (2ß)^3 = = 1∫ �1 ˚0 d¸ (!n + (1=2ø) sgn !n)^2 + ¸^2

= 2ß˚^0ø 1 + 2ø j!nj

: (10.171)

Ñóììèðîâàòü B_c ïî !_n íå ñëåäóåò, ïîñêîëüêó ñòîëêíîâåíèß ñ ïðèìåñßìè — óïðóãèå.

Òåïåðü âûœèñëèì âñþ ïðèìåñíóþ ëåñòíèöó. Ïðè ýòîì ïîëåçíî âñïîìíèòü, œòî ïðèìåñíàß øòðèõîâàß ëèíèß ðàâíà nu^2_0 = (2ß˚_0ø)^{�1} (ñì. ãë. 9). Ñóììèðóß ãåîìåòðèœåñêóþ ïðîãðåññèþ, ïîëóœàåì

L(i!_n) = B_c(i!_n) + 1 2ß˚0ø

B^2_c (i!_n) + : : : =

= B^c(i!^n) 1 � Bc(i!n)=(2ß˚0ø )

= ß˚^0

j!nj

: (10.172)

Êàê ìû âèäèì, ø ïîëíîñòüþ èñœåçëî èç ýòîé ôîðìóëû. Îòìåòèì, œòî âûïàäåíèå ø èç îòâåòà ôîðìàëüíî îáßçàíî òîìó æå ñîêðàùåíèþ, êîòîðîå îáåñïåœèâàåò ñîõðàíåíèå œèñëà œàñòèö ïðè âûœèñëåíèè êîððåëßòîðà ïëîòíîñòü–ïëîòíîñòü â ôåðìè ãàçå ñ ïðèìåñßìè:

hn(!; q)n(�!; �q)i_{q=0} = ß˚^0 i! (10.173)

(ñì. çàäàœó 52). Íàõîäèì êóïåðîâñêóþ ïåòëþ:

�_c = �T P !_n

L(i!_n) = �2ß˚_0T P !_n¿0 1 !n = �˚_0 ln 2fl!^D ßT : (10.174)

Ïîýòîìó T_c = 2fl ß !_De^{�1=˘˚0} ; (10.175) êàê è â îòñóòñòâèå ïðèìåñåé.

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 307

65а. Íàœíåì ñ óñðåäíåíèß ôóíêöèé Ãðèíà ñâåðõïðîâîäíèêà ïî ïðèìåñßì. Äëß ýòîãî ìû âûœèñëèì ìàòðèœíóþ ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü (ðèñ. 10.15). Ïðè ýòîì ìàòðèœíîå âûðàæåíèå äëß ïðèìåñíîé

Ðèñ. 10.15 ëèíèè òàêîâî:

nu^2_0 ` 1 0 0 1 ´ = 1 2ß˚0ø b1 (10.176)

(ïðèìåñè îäèíàêîâî õîðîøî ðàññåèâàþò êàê ýëåêòðîíû, áåãóùèå êàê âïåðåä, òàê è íàçàä, è ïðè ýòîì íå ïåðåâîäßò îäíî èç ñïàðèâàþùèõñß ñîñòîßíèé â äðóãîå, ïîñêîëüêó ó íèõ ðàçíûé ñïèí). Âûœèñëßåì ñîáñòâåííî-ýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü â ïåðâîì ïîðßäêå ïî êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé, ñëåäóß ìåòîäó çàäàœè 50:

b�(i!_n) = 1

2ß˚0ø ∫ bG(i!_n; p) d^3p (2ß)^3

= � 1 2ß˚0ø ∫ i!nb1 + ¸p bøz � �bøx !^2_n + �^2 + ¸^2_p d^3p (2ß)^3 : (10.177) Èíòåãðèðóß ïî ¸, ïîëóœàåì

b�(i!_n) = � 1 2ø i!n b1 + �bøx p !^2_n + �^2

: (10.178)

Òàêèì îáðàçîì, bG^{�1} = bG^{�1}_0 � b� = ie!_nb1 � ¸bø_z � e�bø_x; (10.179) ãäå e!_n = !_n ` 1 + 1 2ø p !^2_n + �^2 ´ ; e� = � ` 1 + 1 2ø p !^2_n + �^2 ´ : (10.180)

Îáðàòèì âíèìàíèå, œòî e!n e� = !n � : (10.181)

Êàê ìû óáåäèìñß â äàëüíåéøåì, ýòî ñâîéñòâî îœåíü âàæíî.

Ïðè âûœèñëåíèè b� ìû èñïîëüçîâàëè çàòðàâîœíûå ôóíêöèè Ãðèíà G è F . Œòî ïðîèçîéäåò, åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü èñïðàâëåííûå ôóíêöèè Ãðèíà â âûðàæåíèå äëß b�? Îêàçûâàåòñß, b� ïðè ýòîì íå èçìåíèòñß. Ýòî ëåãêî âèäíî èç (10.178), ïîñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè â ýòîì âûðàæåíèè !_n è � â îäíî è òî æå œèñëî ðàç âåëèœèíà b� íå ìåíßåòñß. Ïîýòîìó ïîëóœåííûé íàìè îòâåò àâòîìàòèœåñêè îêàçàëñß ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß äëß b�, òîœíî òàê æå, êàê è äëß íîðìàëüíîãî ìåòàëëà (ñì. çàäàœó 50).

Ùåëü â ãðßçíîì ñâåðõïðîâîäíèêå ñëåäóåò îïðåäåëßòü, ðåøàß óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß (10.38), ïðèíèìàþùåå âèä

� = ˘T P !_n 1∫ �1 ˚0 d¸ e�

e!^2_n + e�^2 + ¸^2

: (10.182)

308 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Èíòåãðèðóß ïî ¸, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

� = ß˘˚_0T P !_n e� q e!^2_n + e�^2

= ß˘˚_0T P !_n � p !^2_n + �^2

; (10.183)

íå ñîäåðæàùåìó êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. (Âî âòîðîì ðàâåíñòâå ìû èñïîëüçîâàëè (10.181).) Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåñè íå âëèßþò íå òîëüêî íà T_c, íî è íà òåðìîäèíàìèêó ñâåðõïðîâîäíèêà âîîáùå. Òàê ïðîèñõîäèò ïîòîìó, œòî äëß òåðìîäèíàìèœåñêèõ ñâîéñòâ ñóùåñòâåííà ëèøü ïîëíàß ïëîòíîñòü ñîñòîßíèé (èëè, ãðóáî ãîâîðß, ñêîëüêî äëèí âîëí óêëàäûâàåòñß íà êàæäîé êâàçèœàñòèœíîé òðàåêòîðèè) è ñîâåðøåííî íå âàæíî, êàê ýòè ñîñòîßíèß óñòðîåíû (ò. å. ïî êàêèì êîíêðåòíî òðàåêòîðèßì äâèæóòñß êâàçèœàñòèöû, ïî ïðßìûì, èëè ïî ëîìàíûì, ðàññåèâàßñü íà ïðèìåñßõ).

65б. Òåïåðü ðàññìîòðèì îòêëèê ñâåðõòåêóœåãî òîêà íà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå. Â îòëèœèå îò T_c, ýòà âåëèœèíà ãîðàçäî áîëåå œóâñòâèòåëüíà ê ôîðìå òðàåêòîðèé è ñèëüíî èçìåíßåòñß äàæå ïðè ìàëûõ êîíöåíòðàöèßõ ïðèìåñåé. (Äîñòàòîœíî, œòîáû äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ñòàëà ìåíüøå, œåì ðàçìåð êóïåðîâñêîé ïàðû ¸_0.) Îïðåäåëèì ñâåðõòåêóœóþ ïëîòíîñòü. Êàê è â çàäàœå 51, äëß âûœèñëåíèß îòêëèêà äîñòàòîœíî ïðîâåñòè âûœèñëåíèß ñ óñðåäíåííûìè ïî ïðèìåñßì ôóíêöèßìè Ãðèíà, ïîòîìó œòî äèàãðàììà ñ ïðèìåñíîé ëèíèåé, ñîåäèíßþùåé ðàçíûå ôóíêöèè Ãðèíà, ðàâíà íóëþ (èç-çà òîãî, œòî âåðøèíà âçàèìîäåéñòâèß ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì âåêòîðíàß). Óñðåäíåííûå æå ôóíêöèè Ãðèíà îòëèœàþòñß îò çàòðàâîœíûõ ëèøü çàìåíîé !_n ! e!_n, � ! e�. Ïîýòîìó ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü ôîðìóëó äëß n_s ïî àíàëîãèè ñ çàäàœåé 50:

n � ns n = T P !_n 1∫ �1 ¸^2 + e� � e!^2_n ı ¸^2 + e� + e!^2_n ȷ_2 d¸: (10.184)

Êàê è ðàíåå, âûœòåì èç ýòîãî âûðàæåíèß åãî çíàœåíèå ïðè � = 0, ø = = 1, œòîáû èñêëþœèòü âêëàä ôåðìè-ìîðß. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ¸ äàåò ns n = ßT P !_n

e�^2 ı e!^2 + e�^2 ȷ_{3=2} : (10.185)

Èòàê, ns n = ßT P !_n

�^2 � !^2_n + �^2

�_{3=2} ` 1 + 1 2ø p !^2_n + �^2

´ : (10.186)

Ïðè ìàëîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé, êîãäà ø� Æ 1, ýòî âûðàæåíèå âîñïðîèçâîäèò ðåçóëüòàò çàäàœè 63, à â ïðîòèâîïîëîæíîì ¿ãðßçíîì£

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 309

ïðåäåëå ø� ø 1 äàåò ñëåäóþùåå: ns n = 2ßøT P !_n

�^2 � !^2_n + �^2

�_2 = ßø� th � 2T : (10.187)

Èíòåðåñíî, œòî â ãðßçíîì ñâåðõïðîâîäíèêå äàæå ïðè T ! 0 ñâåðõòåêóœàß ïëîòíîñòü ìíîãî ìåíüøå ïîëíîé:

ns(T ! 0) n = ßø� ø 1: (10.188)

Ýòî ñâßçàíî ñ íàðóøåíèåì òðàíñëßöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè è ¿òîðìîæåíèåì£ ýëåêòðîíîâ ïðèìåñßìè.

Ïîäñòàâëßß n_s â ôîðìóëó äëß ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèß ffi_�, ïîëóœàåì

ffi_� = 1 2ß s mc^2 e^2 �ø th(�=2T )

: (10.189)

66. Âíàœàëå íàéäåì óñðåäíåííóþ ïî ïàðàìàãíèòíûì ïðèìåñßì ôóíêöèþ Ãðèíà. Äëß òîãî œòîáû åå âûœèñëèòü, ìû èñïîëüçóåì ìîäèôèöèðîâàííóþ êðåñòîâóþ òåõíèêó. Ââåäåì œåòûðåõêîìïîíåíòíûå ôóíêöèè Ãðèíà

bG = � ` hT_ø ^+_ff (r; ø)_fi(0; 0)i hT_ø _ff(r; ø)_fi(0; 0)i hT_ø ^+_ff (r; ø)^+_fi (0; 0)i hT_ø _ff(r; ø) b^+_fi (0; 0)i ´ (10.190)

(ff è fi – ñïèíîâûå èíäåêñû). Ïðè ýòîì ôóíêöèß Ãðèíà â îòñóòñòâèå ïðèìåñåé ðàâíà

bG_0 = � 1 !^2_n + ¸^2 + �^2

`(i!_n + ¸)ffi_{fffi} �_{fffi}

�^+_{fffi} (i!_n � ¸)ffi_{fffi} ´ ; (10.191)

à �_{fffi} = i�œ^y_{fffi} (œ^i_{fffi} — ñïèíîâûå ìàòðèöû Ïàóëè). Êàê è â ïðåäûäó-

Ðèñ. 10.16 ùåé çàäàœå, íàéäåì ñîáñòâåííîýíåðãåòèœåñêóþ œàñòü èç äèàãðàììû íà ðèñ. 10.16. Â ñëóœàå ïàðàìàãíèòíûõ ïðèìåñåé øòðèõîâàß ëèíèß èìååò íåòðèâèàëüíóþ ñïèíîâóþ ñòðóêòóðó. Åå ìîæíî íàéòè, âûœèñëèâ êîððåëßòîð ôëóêòóàöèé ïðèìåñíîãî ïîòåíöèàëà: �P a Jffi(r � r_a)œ^i_{fffi} S^a_i P b Jffi(r^0 � r_b)œ^k_{¯˚} S^b_k ff = n_{ìàã}J^2ffi(r � r^0) �

� hS^iS^kiœ^i_{fffi}œ^k_{¯˚} = S(S + 1) 3 n_{ìàã}J^2ffi(r � r^0)œ^i_{fffi}œ^i_{¯˚} : (10.192)

310 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

Ñòîßùåå çäåñü ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö Ïàóëè ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü, èñïîëüçóß òîæäåñòâî Ôèðöà (cì. [9], § 28): œ^i_{fffi} œ^i_{¯˚} = 2ffi_{ff˚} ffi_{fi¯} � ffi_{fffi} ffi_{¯˚} : (10.193) Òàêèì îáðàçîì,

b�_{fffi} (i!_n) = � n^{ìàã} 3 J^2S(S + 1) (2ffi_{fffi} ffi_{¯˚} � ffi_{ff¯}ffi_{fi˚} ) 1∫ �1 bG_{¯˚} (i!_n; ¸) ˚_0 d¸:

(10.194) Ïîäñòàâèì âíàœàëå â ýòîò èíòåãðàë bG_0. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñß äîâîëüíî ïðîñòî, è ìû ïîëóœàåì

b�_{fffi} (i!_n) = � 1 2ßøs i!nb1 � 2ffi_{fffi} �¯˚ ffi¯˚ bøx + �_{fffi} bøx p !^2_n + �^2

; (10.195) ãäå ø_s = 3 ß˚0nJ^2S(S + 1)

(10.196)

— âðåìß ðåëàêñàöèè ñïèíà íà ïðèìåñßõ. Ïîñêîëüêó �_{¯˚} ffi_{¯˚} = 0, òî ìû ïîëóœàåì òàêèì îáðàçîì, œòî bG^{�1} = bG^{�1}_0 � b� îòëèœàåòñß îò bG_0 çàìåíîé !_n è � íà e!_n = !_n ` 1 + 1 2øs p !^2_n + �^2 ´ ; e� = � ` 1 � 1 2øs p !^2_n + �^2 ´ : (10.197)

Çàìåòèì, œòî, â îòëèœèå îò çàäàœè 64, e! e� 6= ! � : (10.198)

Ïîýòîìó åñëè òåïåðü ïîäñòàâèòü bG â (10.194), òî ïîëóœèòñß äðóãîå çíàœåíèå b�. Ïîïðîáóåì ðåøèòü çàäàœó ñàìîñîãëàñîâàííî, ïîäñòàâëßß â (10.194) bG ñ íåèçâåñòíûìè e! è e�. Òîãäà

b�_{fffi} (i!_n) = � 1 2ßøs ie!nb1 � e�_{fffi} bøx q e!^2_n + e�^2

: (10.199)

Óðàâíåíèå Äàéñîíà òåïåðü ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñàìîñîãëàñîâàíèß, îïðåäåëßþùåìó e! è e�: e! = ! + e! 2øs q e!^2 + e�^2

; (10.200)

e� = � � e� 2øs q e!^2 + e�^2

: (10.201)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 311

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèå Ãîðüêîâà (10.38), îïðåäåëßþùåå ùåëü:

� = ˘ T P !_n 1∫ �1 ˚_0 d¸ F (i!_n; ¸) =

= ˘ T P !_n 1∫ �1 e� ˚_0 d¸

e!^2_n + e�^2 + ¸^2

= ß˘˚_0T P !_n e� q f!n^2 + e�^2

: (10.202)

Èç-çà òîãî, œòî e!= e� 6= !=�, ýòî óðàâíåíèå îòëèœàåòñß îò óðàâíåíèß äëß œèñòîãî ñâåðõïðîâîäíèêà.

Âûâåäåì îòñþäà óðàâíåíèå, îïðåäåëßþùåå òåìïåðàòóðó ïåðåõîäà ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ïàðàìàãíèòíûìè ïðèìåñßìè. Ïîëàãàß � ! 0, ðåøèì óðàâíåíèß (10.200), (10.201):

e! = ! + 1 2øs sgn !; (10.203) e� ı 1 + 1 2øsje!j ȷ = �: (10.204)

Òîãäà óðàâíåíèå íà T_c âûãëßäèò òàê:

1 = 2ß˘˚_0T_c P !_n¿0 e� �e!n

= 2ß˘˚_0T_c P !_n¿0 1 e!n + 1=2øs = = 2ß˘˚_0T_c P !_n¿0 1 !n + 1=øs

: (10.205)

Îñòàíîâèìñß íà ôèçèœåñêîì ñìûñëå ýòîé ôîðìóëû. Ïðè ðàññåßíèè íà ïàðàìàãíèòíîé ïðèìåñè ñïèí ýëåêòðîíà ìîæåò ïåðåâåðíóòüñß, è ø_s åñòü ñðåäíåå âðåìß ìåæäó äâóìß ïåðåâîðîòàìè ñïèíà, ò. å. âðåìß æèçíè êóïåðîâñêîé ïàðû. Çíàìåíàòåëü â (10.205) îïèñûâàåò ðàçâàë êóïåðîâñêèõ ïàð èç-çà ðàññåßíèß íà ìàãíèòíûõ ïðèìåñßõ è óìåíüøåíèå ýôôåêòèâíîãî âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèß.

Åñëè ø_s âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ ℏ=T_c, òî ïàðàìàãíèòíûå ïðèìåñè ëèøü ñëåãêà ñäâèãàþò T_c. Íî ïðè ø_s ß ℏ=T_c ñâåðõïðîâîäèìîñòü ïîëíîñòüþ ïîäàâëßåòñß. Íàéäåì êðèòèœåñêîå ø^�_s , ïîëàãàß T_c = 0 è çàìåíßß ñóììó íà èíòåãðàë: 1 ˘˚0 = ln 2fl!^D ßTc = !_D∫

0 d! ! + 1=ø^�_s

= ln(!_Dø^�_s ); (10.206)

îòêóäà

ø^�_s = 2flℏ ßT^{(0)}_c

: (10.207)

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìàãíèòíûå ïðèìåñè äàæå â ìàëûõ êîíöåíòðàöèßõ ìîãóò ñóùåñòâåííî ïîâëèßòü íà ñâîéñòâà ñâåðõïðîâîäíèêà è äàæå ïîëíîñòüþ ïîäàâèòü ñâåðõïðîâîäèìîñòü. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñß, œòî

312 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå ïî êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé ñóùåñòâóåò ðåæèì òàê íàçûâàåìîé áåñùåëåâîé ñâåðõïðîâîäèìîñòè, â êîòîðîì ñîïðîòèâëåíèå ìåòàëëà ðàâíî íóëþ, íî ýíåðãåòèœåñêàß ùåëü îòñóòñòâóåò. Òàê ïîëóœàåòñß èç-çà òîãî, œòî ïðèìåñè ìåíßþò ýíåðãèþ ñâßçè ýëåêòðîíîâ â ïàðå ïî-ðàçíîìó â ðàçíûõ œàñòßõ îáðàçöà. Œèòàòåëü, èíòåðåñóþùèéñß ýòèì ýôôåêòîì, ìîæåò îáðàòèòüñß ê îðèãèíàëüíîé ðàáîòå^7) .

67. Êàê è â çàäàœå 64, ìû âíàœàëå íàéäåì êóïåðîâñêóþ ïðèìåñíóþ ëåñòíèöó, à çàòåì ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß. Âûœèñëåíèå êóïåðîâñêîé ëåñòíèöû âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå â îáùåì ñëóœàå äîâîëüíî ñëîæíî. Îäíàêî åñëè ïîëå ìåäëåííî ìåíßåòñß íà äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, ýòà çàäàœà ñèëüíî óïðîùàåòñß. Çàìåòèì, œòî äâå ñòóïåíüêè ïðèìåñíîé ëåñòíèöû íàõîäßòñß äðóã îò äðóãà íà ðàññòîßíèè ïîðßäêà l. Ýòî ïîçâîëßåò ïðåíåáðåœü èçìåíåíèåì ïîëß íà îäíîé ñòóïåíüêå è ðàññìîòðåòü ñòóïåíüêó â ïîñòîßííîì ïîëå. Èçìåíåíèå ïîëß ìû óœòåì, ïåðåõîäß ê ñóììèðîâàíèþ ñòóïåíåê, êàæäàß èç êîòîðûõ œóâñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå íà ñâîåì îòðåçêå òðàåêòîðèè.

Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò íåîäíîðîäíûå ðåøåíèß óðàâíåíèß ñàìîñîãëàñîâàíèß, ìû âíàœàëå âûœèñëèì ïðèìåñíóþ ëåñòíèöó ïðè íåíóëåâîì ñóììàðíîì èìïóëüñå s â íóëåâîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òàê æå, êàê è â çàäàœå 54. Îäíà ñòóïåíüêà ëåñòíèöû åñòü

B_c = ∫ ∫ ˚0 d¸ (i! � ¸ + (i=2ø) sgn !) (�i! � ¸ + sv � (i=2ø) sgn !) d� 4ß = = ∫ 2ß˚0ø 1 + 2j!jø + iø sv d� 4ß = 2ß˚^0ø 1 + 2j!jø + ø Ds^2

(10.208)

(D — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè). Ñóììèðóß ëåñòíèöó, ïîëóœàåì

C_!(s) = B^c 1 � Bc=2ß˚0ø

= 2ß˚^0 2j!j + Ds^2

: (10.209)

Òåïåðü ïîïðîáóåì óœåñòü ìàãíèòíîå ïîëå. Ïóñòü ñíàœàëà åãî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A(r) ïîñòîßíåí. Òîãäà åãî óœåò ñâåäåòñß ê ñäâèãó èìïóëüñîâ p ! p � eA=c â ôóíêöèßõ Ãðèíà. Ïîýòîìó â ïðèìåñíîé ëåñòíèöå s çàìåíèòñß íà s � 2eA=c. Ñëåäîâàòåëüíî,

bC_! = 2ß˚^0

2j!j + D ` s � 2e c A ´_2 : (10.210)

Óäîáíî çàïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè. Áóäåì ñœèòàòü C_!(r; r^0) ôóíêöèåé íàœàëüíîé è êîíåœíîé òîœåê. Çàìåíßß s íà �ir_r, ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëß êóïåðîíà â ôîðìå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß:

7) À. À. Àáðèêîñîâ, Ë. Ï. Ãîðüêîâ// ÆÝÒÔ. 1960. Ò. 39. Ñ. 178.

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 313 ˇ 2j!j + D ı �i @ @r � 2e c A ȷ_2˘ C_!(r; r^0) = 2ß˚_0ffi(r � r^0): (10.211)

Œòî èçìåíèòñß, åñëè A(r) — ìåäëåííî ìåíßþùàßñß ôóíêöèß? Åñëè ìû íàìåðåíû óœèòûâàòü ëèøü ïåðâûå äâà ïîðßäêà ïî A â çíàìåíàòåëå (10.210), òî ëåãêî ïîíßòü, œòî âñå âîçìîæíûå óñëîæíåíèß ñâßçàíû ñ ïîßâëåíèåì œëåíîâ, çàâèñßùèõ îò div A, ïîñêîëüêó ýòî åäèíñòâåííàß âðàùàòåëüíî èíâàðèàíòíàß êîìáèíàöèß èç ïðîèçâîäíûõ A. (Èíûìè ñëîâàìè, åñëè A ñòàíîâèòñß ôóíêöèåé r, âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîðßäêå îïåðàòîðîâ A(r) è r â êóïåðîíå.) Íî âûáèðàß êàëèáðîâêó, â êîòîðîé div A = 0, ìû âñåãäà ìîæåì äîáèòüñß èñœåçíîâåíèß ïîäîáíûõ ïîïðàâîê. Ïîýòîìó äëß òîãî œòîáû âûœèñëèòü ïðèìåñíóþ ëåñòíèöó, äîñòàòîœíî ðåøèòü óðàâíåíèå ˇ 2j!j + D ı �i @ @r � 2e c A(r) ȷ_2˘

C_!(r; r^0) = 2ß˚_0ffi(r � r^0): (10.212)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî âûâåñòè è íàïðßìóþ. Äëß ýòîãî íàäî ðàññìîòðåòü òàêèå ïîïðàâêè ê îäíîé ¿ñòóïåíüêå£:

Ðèñ. 10.17

(Âîëíèñòûå ëèíèè íà ýòîì ðèñóíêå èçîáðàæàþò âçàèìîäåéñòâèå ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì.) Ïîñëå ýòîãî ñóììèðîâàíèå ëåñòíèöû

Ðèñ. 10.18 äàåò óðàâíåíèå (10.212).

Òåïåðü çàïèøåì óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß, ïîëàãàß � ! 0. Âáëèçè H_{c2} ñîñòîßíèå íåîäíîðîäíî, ïîýòîìó � çàâèñèò îò r. Óðàâíåíèå Ãîðüêîâà èìååò âèä

�(r) =˘ 1∫ �1 F (!; r; r) d! 2ß : (10.213)

Àíîìàëüíàß ãðèíîâñêàß ôóíêöèß F (!; r; r) äàåòñß ïðè � ! 0 åäèíñòâåííîé äèàãðàììîé (ðèñ. 10.18). Ñðàâíèâàß åå ñ äèàãðàììîé äëß ïðèìåñíîé ëåñòíèöû, íàõîäèì

F (!; r; r) = ∫ �(r^0) C_!(r; r^0) d^3r^0: (10.214)

Ïîýòîìó óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèß çàïèñûâàåòñß òàê:

314 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

�(r) =˘ 1∫ �1 d! 2ß ∫ C_!(r; r^0) �(r^0) d^3r^0: (10.215)

Œòîáû íàéòè åãî ðåøåíèß, óäîáíî ðàçëîæèòü �(r) ïî íîðìèðîâàííûì ñîáñòâåííûì ôóíêöèßì ’_n(r) îïåðàòîðà â ëåâîé œàñòè (10.212). Ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò òàêèìè ñâîéñòâàìè: D ı �i @ @r � 2e c A(r) ȷ_2

’_n(r) = ¯_n’_n(r); (10.216) ∫ ’_n(r) ’^�_m(r) d^3r = ffi_{nm} (10.217)

(¯_n — n-å ñîáñòâåííîå çíàœåíèå). Çàïèøåì �(r) â âèäå

�(r) = P n �_n ’_n(r): (10.218)

Êóïåðîí ìîæíî âûðàçèòü œåðåç ’_n(r):

C_!(r; r^0) = 2ß˚_0 P n ’n(r) ’^�_n(r^0) 2j!j + ¯n

: (10.219)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü, çàìåòèâ, œòî ýòà ôóíêöèß â ñèëó (10.216) óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ ïðè r 6= r^0, à ïðè r ! r^0 ëåâàß œàñòü óðàâíåíèß ñîâïàäàåò ñ ffi-ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó èíòåãðàë îò íåå ïî r ðàâåí 1 â ñèëó (10.217).

Òîãäà óðàâíåíèå (10.215) ïåðåïèøåòñß òàê:

�_n = 1∫ �1 2ß˚0 ˘ �n 2j!j + ¯n d! 2ß : (10.220)

Îíî èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè 1 ˚0˘ = 1∫ �1 d! 2j!j + ¯n

: (10.221)

Èíòåãðàë ñëåäóåò îáðåçàòü ñâåðõó ïðè ! = !_D, êàê è ðàíåå. Â ðåçóëüòàòå 1 ˚0˘ = ln 2!^D ¯n : (10.222)

Íàéäåì ñîáñòâåííûå çíàœåíèß ¯_n. Äëß ýòîãî íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå (10.216). Âûáåðåì êàëèáðîâêó A_y = �Hx. Çàìåòèì, œòî óðàâíåíèå (10.216) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Øðåäèíãåðà äëß œàñòèöû ñ ìàññîé m = (2D)^{�1}, çàðßäîì q = 2e è ýíåðãèåé ¯_n â ìàãíèòíîì ïîëå H. Èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè èçâåñòíî, œòî â ýòîì ñëóœàå ñîáñòâåííûå çíàœåíèß òàêîâû:

E_n = !_H ı n + 1 2 ȷ + ℏ 2k^2_z 2m ; !_H = qH mc : (10.223)

10.5 ] Ðåøåíèß çàäàœ 65 –67 315

Ýòî îçíàœàåò, œòî

¯_n = 4DeH c ı n + 1 2 ȷ + Dk^2_z: (10.224)

Ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå çíàœåíèß ðàñòóò ñ ðîñòîì H, êðèòèœåñêîå ìàãíèòíîå ïîëå îïðåäåëßåòñß íàèìåíüøèì ñîáñòâåííûì çíàœåíèåì. Îíî ðàâíî ¯_0 = 2DeH=c. Òàêèì îáðàçîì, 1 ˚0˘ = ln !^D c DeHc2

: (10.225)

Âûðàæàß ˘ œåðåç T_c ñ ïîìîùüþ (10.73), ïîëóœàåì îêîíœàòåëüíî

H_{c2} = ß 2fl Tcc De = ß fl Tc ℏD Φ_0; (10.226)

ãäå Φ_0 = ℏc=2e — êâàíò ïîòîêà.

Çàìåòèì, œòî ñîáñòâåííûå ôóíêöèè, îòâåœàþùèå ìèíèìàëüíîìó ñîáñòâåííîìó çíàœåíèþ, ëîêàëèçîâàíû:

’_{n;ky} (x; y; z) = 1 ß^{1=4}l^{1=2}_H e^{iky y} e^{�(x�x0)2=2l2H} ; (10.227) ãäå l_H = r ℏc qH ; x_0 = ck^y qH : (10.228)

Òàêèì îáðàçîì, ñâåðõïðîâîäèìîñòü âîçíèêàåò â ¿íèòßõ£òîëùèíû l_H . Ïðè ïîíèæåíèè ïîëß êîíöåíòðàöèß íèòåé áûñòðî âîçðàñòàåò, ïîêà îíè íå çàïîëíßò ñîáîé âåñü îáúåì.

Â êàêèõ ñëóœàßõ ïåðåõîä îò ñâåðõïðîâîäèìîñòè ê íîðìàëüíîìó ìåòàëëó â ìàãíèòíîì ïîëå óñòðîåí òàê, êàê îïèñàíî â ðåøåíèè? Œòîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íàäî ñðàâíèòü ìàãíèòíûå ïîëß, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëèœíûì ñöåíàðèßì ðàçðóøåíèß ñâåðõïðîâîäèìîñòè. Ìû âûœèñëèëè ìàãíèòíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçðóøåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè íåîäíîðîäíûì îáðàçîì. Îöåíèì ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçðóøåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè ñðàçó âî âñåì îáúåìå. Äëß ýòîãî íàäî ñðàâíèòü ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëß â îáúåìå ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ýíåðãèåé êîíäåíñàöèè. Ýíåðãèß ìàãíèòíîãî ïîëß íà åäèíèöó îáúåìà åñòü

E = H 2 8ß : (10.229)

Ýíåðãèþ êîíäåíñàöèè ëåãêî îöåíèòü, ñœèòàß, œòî œàñòèöû â èíòåðâàëå ýíåðãèé � çà ñœåò êîíäåíñàöèè ïîíèæàþò ñâîþ ýíåðãèþ íà �. Œèñëî òàêèõ œàñòèö â åäèíèöå îáúåìà åñòü ˚_0�, ïîýòîìó ýíåðãèß êîíäåíñàöèè ðàâíà E_c ß ˚_0�^2 ß ˚_0T^2_c : (10.230)

Òàêèì îáðàçîì, ìàãíèòíîå ïîëå, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîìó ðàçðóøåíèþ ñâåðõïðîâîäèìîñòè (òåðìîäèíàìèœåñêîå êðèòèœåñêîå ïîëå),

316 Ñâåðõïðîâîäèìîñòü [ Ãë. 10

åñòü H_c ß T_c p ˚_0 : (10.231)

Ñðàâíèì åãî ñ H_{c2}: Hc Hc2 ß p De˚_0 c ß v^F l p mpF =ℏ^3 c ß l r e^2p^3_F mc^3ℏ^3 ß l ffi� ; (10.232)

ãäå ffi_� — ëîíäîíîâñêàß ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèß â œèñòîì ñâåðõïðîâîäíèêå, îïðåäåëåííàß â (10.162). Òàêèì îáðàçîì, H_{c2} Æ H_c ïðè l ø ffi_�. Â ýòîì ñëóœàå H_{c2} äåéñòâèòåëüíî îïðåäåëßåò ãðàíèöó ñâåðõïðîâîäßùåé ôàçû. Åñëè æå H_{c2} ø H_c (ò. å. ffi_� ø l), òî ïåðåõîä ïðîèñõîäèò îäíîðîäíî ïî âñåìó îáúåìó ïðè ïîëå H_c. Â ýòîì ñëóœàå ïðè H = H_{c2} ¡ < H_c íèœåãî îñîáåííîãî íå ïðîèñõîäèò.