MIT Libraries Library Storage Annex

iLiad TN: 234794 |IIHHHININIARANONAN

Patron Name: mlewy@mit.edu
Status: STAFF
Dept: EECS

Journal Title: Transactions of the ... Prague
Conference on Information Theory, Statistical
Decision Functions, Random Processes.

Volume: Trans. 3rd Prague Conf. Inf. T
Issue:

Month/Year: 1962

Pages: 689-723.

Article Author: V. Strassen

Article Title: Asymptotische abschatzungen in
Shannon’s information-

stheorie,

Imprint:

OCLC#:
Item #:

Request Type: Article

-—

Notes: pp.
689-723.

ILLiad TN: 234794

Call #: No call number

Location:

Patron Information:

Hold for Pickup

Michael Lewy (mlewy @ mit.edu)
77 Mass Ave, 32-D633
32-D633

Cambridge, MA 02139

email: mlewy@mit.edu

0 CC
o 2020 (429

***US Copyright Notice™**

The copyright law of the United States (Title 17, United States Code) governs the making of reproductions of

copyrighted material.

Under certain conditions specified in the law, libraries are authorized to furnish a reproduction. One of these
specified conditions is that the reproduction is not to be “"used for any purpose other than private study,
scholarship, or research." If a user makes a request for, or later uses, a reproduction for purposes in excess of

“fair use," that user may be liable for copyright infringement.

This institution reserves the right to refuse to accept a copying order if, in its judgment, fulfillment of the order

would involve violation of Copyright Law.



ASYMPTOTISCHE ABSCHATZUNGEN
IN SHANNONS INFORMATIONSTHEORIE

V. STRASSEN

GOTTINGEN — BERKELEY

1. EINLEITUNG

Sei X eine endliche Menge, p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV) in X,
X, ={x,=(x',..,x")| x*e X} und p, das unabhingige Produkt in X, von n
Exemplaren von p. Man nennt die Folge (p,),»; eine (Informations-)Quelle mit
stationdren unabhingigen Zeichen iiber dem Alphabet X. Fiir festes ¢, 0 < ¢ < 1,
ist man an der kleinsten Mdchtigkeit f(n, 8) von Mengen E < X, mit p,,(E) =z1-—¢
interessiert. Sei

h(x) = —log p{x}.
Man nennt
H= Jh dp = — > p{x}log p{x}
pi{x}>0
die Entropie der Quelle (p,),s ;-
Bekanntlich gilt

(1.1) log f(n, &) = nH + 0(,/n)

(einen Uberblick iiber die Literatur zu diesem Resultat und seinen Verallgemeinerun-
gen findet man etwa in [2]). FaBt man " als Naherungswert fiir f(n, &) auf, so
verhdlt sich der relative Fehler wie €™, geht also moglicherweise sehr rasch

gegen ©o0.
Sei S die Strenung von 4 und A die durch
(1.2) o) =1—¢

eindeutig bestimmte reelle Zahl, wobei @ die gauBlsche Verteilungsfunktion ist.

Juschkewitsch [3] hat folgende Verschirfung von (1.1) bewiesen (nicht nur fiir
Quellen mit stationdren, unabhingigen Zeichen, sondern allgemeiner fiir stationire
Markoffsche Quellen):

log B(n, e) = nH + \/n./lS + o(\/n).
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Wir schliefen nun den trivialen Fall S = 0 aus und definieren das reelle Polynom Q
durch

(1.3) (1) = M_;S’jﬂl’ (- 1).

Fiir gegebenes ¢ > 0 sei d(r) der absolut kleinste Rest von ¢ mod g, also

(1.4) dit)=t—ko (1-%<t—ko<?),
2 2
und w sei mit Hilfe von d so
o e?+1
1.5 w=—d+logld + ="
(1.5) g( 5 eg_l>

definiert. w ist eine stetige periodische (also beschréinkte) Funktion mit der Periode g.

Satz 1
log B(n, &) = nH + /n. 1S — Logn + Q(4) — 21> — log (/2% . S) + o(1),
falls die Verteilung von h nicht gitterformig ist (siehe [4]) und
log (n, &) = nH + \/n.2S — Llogn + Q(2) — 24? — log (/27 . S) +
+ w(—na + /n.AS + Q%) + o(1),

falls die Verteilung von h gitterférmig ist mit der Gitterkonstanten (span) o, und
wobei a eine reelle Zahl ist, die mit positiver Wahrscheinlichkeit von h — H ange-
nommen wird.

Aus Satz 1 folgt, daB3 der relative Fehler von

7 1 S»'exp (nH + /n .35 + Q(2) — 222} baw.

n.

\ﬁl‘“gfmp (nH + /n.2S + Q(2) — 22> + w(—na + /n . 2S + Q(A)}
nn

als Ndherungswert fiir f(n, ¢) mit wachsendem n gegen O strebt. Nun sei Y eine zweite
endliche Menge, Y, = {y, = (',...,»")| y*€ Y} und P ein Markoffscher Kern
(transition probability function) von Y nach X. Fiir jedes y € Y ist also P(., y) eine
WYV in X. Anstatt P({x}, y) schreiben wir P(x, y). Das unabhingige Produkt P,
von n Exemplaren von P ist durch

P,(x,, yn) = P(x', y')... P(x", y")

definiert. Man nennt die Folge (P,),» einen stationiren Kanal ohne Gedichtnis
von Ynach X.
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Ein e-Code fiir P, ist eine Abbildung f einer Teilmenge von X, nach Y, derart,
daB

(1.6) P by 21— (meef(X,)

gilt. Die Anzahl der Punkte von f(X,) heiBt die Linge des Codes. Man interessiert
sich fiir die maximale Lénge N(n, &) von e-Codes fiir P,. Fiir beliebige WVen ain Y
definieren wir die WVen Pain X und P x ain X x Y durch

Ly (Pa) {x} = f P(s,5) o) = T P(x, ) a3}

(1.8 (P x &) {(x, )} = P(x, y) aly}
. Sei
. P(x, y)
1. if(x,y) =log——=
v =% g
und
= |i X o) = X, y)a 0 ____P(x, )
(110) I = f AP )= 5 )l log
und sel
(1.11) C =supl,.

Man nennt C die Kapazitit des Kanals (P,),> ;. Bekanntlich gilt
nC + 0(/n) < log N(n, ¢) < nC + ¢ O(n)

(Coding Theorem mit schwacher Umkehrung, einen Uberblick iiber Literatur zu
diesem Resultat und seinen Verallgemeinerungen findet man z. B. in [2], [5], [6],
[8] und [16].)

Wolfowitz [5] hat & O(n) in der obigen Abschitzung durch O(,/n) ersetzt (starke

Umkehrung) also
log N(n, &) = nC + 0 (/n)

bewiesen und bemerkt, daB fiir ¢ > 1 das Glied O(\/ n) schlieBlich positiv wird.

Fiir eine spezielle Klasse von stationiren Kanilen ohne Gedichtnis (symetrische
Kanile mit zweipunktigem Eingangsalphabet) hat Weiss [7] gezeigt, daB fiir ¢ < 3
das Glied 0(\/ n) schlieBlich negativ wird, genauer, daf3

(1.12) log N(n, ¢) < nC — \/n AT + o(\/n)

gilt, wobei T' > 0 die Streuung von i, beziiglich P x a mit dem durch I, = C ein-
deutig bestimmten o ist (dabei wird von trivial ausgearteten Fillen abgesehen).
Fiir stationidre Kanile ohne Gedichtnis ist

(1.13) A={«|a WV in Y, I, = C}
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im allgemeinen nicht einpunktig. Sei G, die Streuung von i, beziiglich P x o und

(1.14) T, = minG,,

acA

T_y = max G,

acA

x

Satz 2. Es gilt
log N(n, &) = nC — \/n . AT, + O(logn),

genauer
(1.15)  log N(n, &) < nC — /n. ATygar + |Y|logn (n hinreichend grofs),
(1.16) log N(n, &) 2 nC — \/n ATign; + O(1) (Tiignz > 0),

(1.17) log N(n, &) 2 nC — logn (n hinreichend grop, T,;,,; = 0),
wobei |Y| die Mdchtigkeit von Y ist und sign 2 = 1 (42 0), sign A= —1 (1 <0).*)

Satz 2 zeigt unter anderem, daBl die obere Schranke fiir log N(n, ¢} in (1.12) im
Rahmen der dort angegebenen Genauigkeit die bestmdgliche ist.

Aus Satz 1 und 2 zusammen folgt (Abschnitt 5), daB ein stationdrer Kanal ohne
Gedichtnis mit der Kapazitit C die Nachrichten einer stationdren Quelle mit unab-
hingigen Zeichen und der Entropiec H = C auf die Dauer nur mit grofer Irrtums-
wahrscheinlichkeit tibertragen kann (dabei nehmen wir an, daBl wenigstens eine der
beiden Zahlen S, T, positiv ist).

Satz 1 14Bt sich mit O(1) an Stelle von o(1) auf nichtstationdre Quellen mit unab-
hingigen Zeichen verallgemeinern (Abschnitt 3). Entsprechendes gilt fiir Satz 2
(was allerdings hier nicht bewiesen wird: vgl. auch [8]).

Fiir stationdre Kanile ohne Gedéchtnis, die einer etwas strengeren Symmetrie-
bedingung als der in [7] geniigen, hat Dobruschin [6] ohne Beweis die Abschitzung

(1.18) log N'(n, &) = nC — \/n. 2T — Llogn + O(1)

angegeben, wobei N'(n, &) wie Abschnitt 5 (iv) definiert ist. Aus (5.5) und (1.16) folgt,
daB (1.18) im allgemeinen nicht richtig ist.**)

*) Fir symmetrische Kanile kann man |Y|lognr in (1.15) durch O(1) (falls T == 0) oder
% log n + O(Q1) (falls T>> 0) ersetzen. Die Beweise vereinfachen sich in diesem Falle wesentlich.

**) Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Prof. Dobruschin muB3 es in (1.18) + % logn
anstatt —% log n heiBlen. Hieraus und aus (5.5), (5.7) ergibt sich fiir 7> 0 genau das Ergebnis
des vorangehenden Nachtrags und (1.16) (unter Dobruschins Symmetriebedingung). Falls Do-
bruschins Ergebnis auch fiir 77 = 0 richtig ist (was zweifelhaft erscheint), erhidlt man durch Ver-
gleich mit dem vorangehenden Nachtrag und (5.7) sogar

log N(n, €) = nC -+ O(1)
fiir solche Kandle.
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Die Beweise von Satz 1 und Satz 3 verwenden wesentlich Ideen von Cramér [18]
(siche auch Feller [19]). Der Beweis von Satz 2 stiitzt sich auf Methoden von Fein-
stein und Wolfowitz. Eine Reihe von Arbeiten (Feinstein [20], Elias [21], Shannon,
Fano [2]) befassen sich mit der Abschitzung von &, wenn N (n, ¢,) gegeben ist (beim
stationdiren Kanal ohne Gedichtnis). Satz 2 1Bt sich auf dieses Problem anwenden,
vorausgesetzt, N(n, ¢,) bewegt sich in der Néhe von €. Gilt nimlich

N(n, e,) = e~ mkn

wobei die K, beschrinkt sind (nicht notwendig >0) und nehmen wir etwa T; > Oan,
so folgt aus Satz 2 leicht

&y

R e gt 4+ 0 (log ”>
V@) J koyrsigara) NAL

(man bemerke hierzu, daB Satz 2 gleichmiBig fiir ¢ aus einem beliebigen kompakten
Teil des offenen Einheitsintervalls gilt). [20] bis [22] liefern in diesem Fall asympto-
tisch ungenauere Abschitzungen, wonach z. B. &, stets gegen O gehen konnte (die
dort angegebenen Resultate sind allerdings weitgehend fiir endliche giiltig und las-
sen sich auf beliebige Folgen N(n, ¢,) anwenden).

2. FORMULIERUNG UND BEWEIS EINER VERALLGEMEINE-
RUNG VON SATZ 1

Sei auBer der WV p in X noch ein endliches MaB ¢ in X gegeben, beziiglich dessen p
totalstetig ist, sei g, das ProduktsmaB in X, von n Exemplaren von g und sei

(2.1) B(n, &) = min 4.(E).

ES Xu,pn(E)21—¢

Wir erkliren die Funktion s auf X durch

x) = —lo M = —lo dp X
c&) 9 = —1og 20} — g 2
und setzen
(2.3) H =jh dp=— > pix} log&)—c——.
x:p{x} >0 q{x}

Sei S die Streuung von h bzgl. p (wenn im folgenden von der Verteilung oder von
Momenten einer Funktion auf X oder X, die Rede ist, ist dies stets auf poder p, zu
beziehen) und sei @ formal wie in (1.3) definiert, aber mit der jetzigen Bedeutung
von h, H und S. Wir beweisen nun Satz 1 in der neuen Interpretation, wobei also
B(n, €), h usw. durch (2.1), (2.2) usw. erklirt sind. Wahlt man fiir ¢ das MaB, das jeder
Menge in X die Anzahl ihrer Punkte zuordnet, so erhiilt man den alten Satz 1 als
Spezialfall des neuen.
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Ist ¢ eine WV, so ist B(n, &) die Irrtumswahrscheinlichkeit zweiter Art eines opti-
malen nicht randomisierten Tests zur Irrtumswahrscheinlichkeit erster Art ¢ zwischen
p., als Nullhypothese und g, als Alternative.

Sei
h, = —log dp, R

dg,
also

(24) ho(x,) = é:lh(xi)

p, — fastiiberall, und seien g, > 0 so bestimmt, daB

(2.5) Pn {% —>_—_ ”n} g 1—-¢

dq,
dp
= > s <1 —¢
? {dqn ”}
ist. Sei
(2.6) B(n, &) = min jf dg, ,
Jfdpnz1-¢

wo f eine Variable fiir Funktionen von X,, in das abgeschlossene Einheitsintervall ist
(ist g eine WV, so ist B(n, ¢) also die Irrtumswahrscheinlichkeit zweiter Art eines opti-
malen randomisierten Tests). Aus dem Lemma von Neyman und Pearson [9] folgt*)

2.7 dn {dp 2> un} < B(n. &) = 4, {dp t > un} +
d dqg

qdn n

+ l<1—8—p.,{dp” < u}) = qn{dp" P un}
En dq, dg,

B(n, €) < Bn, &) < i(n, &) + - max py(x,)
Ha X

n

und daraus

Bemerkt man, daB wegen S >0 max p,(x,) exponentiell gegen 0 strebt und zieht man
X,

die asymptotische Ndherung (2.35) fiir p, zu Hilfe, so ergibt der Vergleich mit Satz 1,
daB es geniigt, diesen Satz fiir f(n, ¢), anstatt f(n, ¢) zu beweisen.
Nun ist

dp, 1
qn{l > un} =J dp, =f exp {h,} dp, =
dqn dpn/dgn> tin dpn/dQn hn< —logun,

= exp {nH} exp {t/n.S} dF,,(t)

t<in

*) In diesem Zusammenhang bin ich Herrn Dr. W. Fieger fiir eine kritische Bemerkung sehr
dankbar.
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mit

(2.8) F () = p, {h\/; .”SH < t}
und
(2.9) Jy = 2108 s = nH
\/n .S
Also
(2.10) q, {g:" > u,,} = exp {nH} exp {t/n. S} dF,(t) =
n t<in,

= exp {nH + 1,/n.S} exp {(t — 4,)/n. S} dF,(t) =

t<in

=exp{nH+in\/n.S}f e’dF,,( z +l,,>.
z<0 \/n'S

Ebenso erhilt man

(2-11) qn dp. 2 Uyp = exp {nH + 4, \/n . S} e’ dF, z + 4.,
dq" z50 \/n. S

also nach (2.7)

z

(2.12) L<Oe’ dF, <\/n < ,1,,> < B(n,eyexp {—nH — A, /n.S} <

V4
<| edr,(—Z—+2).
J‘z§0 <\/n‘S >

Aus (2.8) und (2.9) folgt

@13) Fiia) = po {j”" > un}

n

Fn(ln - 0) = Dn {gpn > #n} ’

n

also wegen (2.5)
(2.14) F()z1—¢
F(l, —0) <1 —5¢.

Wegen (2.4) ist F, die Verteilungsfunktion einer auf Erwartungswert 0 und Streuung 1
normierten Summe von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen.
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Sei h nicht gitterformig verteilt. Nach einem bekannten Satz von Cramér und
Esseen ([11], [4]) ist dann

2
(2.15) RO = 90 + ;m exp {— ’5} 0:(0) + o (ﬁ)
gleichmiBig in ¢, wobei

0.() = 6—S§f(h — HPdp(l - )= — éQ(t).

Wir setzen

(2.16) B(1) = ﬁ exp {- ‘g} 0.(1) = @(1) 0:(1)

und erhalten

(2.17) Loez an(ﬁ + z,,) =J & dcb(\/n + z)
el
el e -
- L<OGZB<\/nZ St ,1,,> dz + o(l)) =
- ﬁ(?fi}z—s exp{— %2} - 0(1)> = \/T:,:ECXP{_ 'g + 0(1)},

dann nach (1.2), (2.14) und dem zentralen Grenzwertsatz hat man

(2.18) lim 4, = 4.

n—*w

Ebenso leitet man

(2.19) f ¢ dF, (\/n /1n> = mexp{— 4; + 0(1)} |

ab.
Aus (2.17), (2.19) und (2.12) folgt also

- 1 A2
2.20 ne)=———expinH + 1, /n.S—— +o(l):.
) B = e 4 a5 = a0
Es ist noch 1, abzuschitzen. Sei
Ad, = 4, — A
und

48, = 3(,) — B(2) = (k) — (1 — 8).
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Aus (2.15), (2.16) und (2.14), (1.2) folgt

i) + 7280 + o7 ) = Pl = 0) < ) < L0 -
- 800+ 50+ o).
also
(221) 4D = — \_};B(,{n) +o0 (\—}Y-) = — 71;B(/1) + o(\—};) -

wegen (2.18), der Stetigkeit von B und (2.16). Andererseits hat man
A®, = B'(3) A2, + o(42,) = B'(A) AL, + o(4D,)
und da nach (2.21) jedenfalls

A®, = O <ﬁ>

4D, = B'(2) dhy + 0 62)

Hieraus und aus (2.21) folgt

ist,

P \—}—nQI(A) ¥ "(ﬁ)
also
(2.22) A=A+ \—/nl—s— 0(%) + o (:/Ln)

Zusammen mit (2.20) ergibt sich schlieBlich
ﬁ(n,a)=—1—exp nH+\/n.lS+Q(i)—'1—2+o(1) .
\/ 2nn . S 2

Das liefert die Behauptung des Satzes fiir nicht gitterformig verteiltes h.

Sei nun h beziiglich p gitterformig verteilt mit der maximalen Schrittweite ¢, und
sei a reell mit p{h — H = a} > 0. Nach einen bekannten Satz von Esseen ([11],
[4]) ist dann

1 1

(2.23) F) = 20+ 7 B0 + G1) + 0 (ﬁ)
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10
gleichmiBig in ¢, wobei B dieselbe Bedeutung wie vorhin hat und

=S+

ist ([7] bedeutet die groBte ganze Zahl <1).
Wir kniipfen an die rechte Seite von (2.10) an. Aus (2.23) und (2.18) folgt

(2.24) f ¢’ dF, < T 1) \}n <-Sl- &'(4) + of1) +

+f edG( = +,1>>
Ferner ist
(2.25) LOCZdG"(\/ S+z> Gy(2, — 0) — f ( S+/1) “dz.

Nach Voraussetzung nimmt die Zufallsvariable h mit positiver Wahrscheinlichkeit
hoéchstens die Werte

H+a+ ko (kganz),
die Zufallsvariable h, also hichstens die Werte

n(H + a) + kg (k ganz)
an. Nach (2.5) ist —~log p, eine dieser Zahlen, so daB

(2.26) Lhu/n.5 = na) = X (<tog s, — n(t + a))
Q -@
ganz ist. Wir erhalten

@27) G, <\7nz—§ + /1,,> ( \/nz. o A)([f <(z Jn.S - an)] _

et =Se (G4 (] )

speziell
Q .

2.28 G(4,) = —d'(4,
(2.28) (%) = 5 @' (%)
und

Q@
2.29 G, ~0)=-=9(1),
(2.29) (% = 0) 55 &)

also aus (2.25) nach dem Satz von Lebesgue
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J ¢ dG, <\/n + ,1> = — 5“-’qus'(/l) - 5§¢'(A)L<oe’<[§] - 2) dz +
Tot) = gtp'(l)<—g - L(Oez [ﬂ 0dz + Loezz dz + 0(1)> -

=—<p(,1)( S kj(k+1)eezdz—1+o(1)>=

k=—o ko

— -1+ o(l)> =
_ égb’(/l) (e—ei_—l — 1+ o(1)>.

Zusammen mit (2.24) folgt hieraus

[ wan (i ra)=so0(aty o).

also wegen (2.10)

(2.30) 4, {2—«2" > p,,} = \7111—S¢(/1) exp {nH + i,/n. S}(

n

— 7 o(1)>

_ Sei nun 0 < O, < 1, so gewdhlt, daB
@nFn(ln) + (1 - @n)Fn("{n - 0) =1-c
ist (wegen (2.14) geht das). Setzt man

(2.31) M,=&+ B,

Jn

M) =1-—¢

so haben die Gleichungen

fiir hinreichend groBes n eindeutig bestimmte Losungen 2% Analog wie (2.22) beweist
man

o 1e 1 ool L
(2.32) ,1,,_/1+\/n.SQ(A)+ <\/n)

Ferner haben wir

0 =0, Fi)+ (1 = 0,) F,(h, — 0) — M, (1)) =

N A <\%> £ (1= 0) ML) +

(0= 1) #0) + o) = M)

= 0,M[},) + @
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12
(wegen (2.23), (2.31), (2.28) und (2.29))

=0,M(4,) + 0

dy()“) + (1 - @n) Mn()“n) +

@
"2\/n.S

+ (6, — l)gj";gcp'(,l)—M"(,{") (,10_,1)M(,1)+o(,10_,1)+o(

)

(wegen (2.18))

- (0,- 1), \/i — () = (2 = 1) 9() + o2 — 1) + 0 (ﬁ)
" ). —/1——(2@—1)—\/‘4- ( n)
d. h.
s o) <R 555 (7)
oder auch

—§<(—na+\/n.Si,?+o(I))—(\/n.Sl,,—na)gg.

[\

Hieraus folgt nach (1.4) und (2.26)
d(—na + /n.S23 + o(1)) = /n.S(2 ~ 1) + of1),
zusammen mit (2.32) also

(2.33)

Ay = A +

\/ o) - \/ ~d(=na + n . S3+ O(3) + o) + 0<\}n>

Dies setzen wir in (2.30) ein und erhalten

(2.34) n {jp ? > un} = \/nl' 5 (A exp {nH + A /n.S + Q(2) —

n

— d(—na + \/n -S4+ Q%) + o(1)) + o(1)} e"—i—l

Zur Bestimmung von f(n, &) durch die Gleichung (2.7) fehlt uns noch die Berech-
nung von g, und von
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Wegen (2.9) und (2.33) ist

(2.35) un=exp{—nH—)~,,\/n.S}=exp{—nH—/I\/n.S+
+ d(—na + /n.Si+ Q) + o(1)) + o(1)} .
Nach (2.13) gilt
(2.36) l—e—pn{%>un}=1—8—F,,(/1,,-—0)=
dg,
1 1

v
(nach (1.2) und (2.23))

— o(2) — a(2) — @(3) <jnl—s (i) - \/_nl'g d(~na + Jn.Si +

o) + 0(1))> - \—}’;B(/I) + JL L () + o (ﬁ)

n2S
(nach (2.33) und (2.29))

1
\/n.S

(wegen (2.16)).
Wir fassen zusammen: Aus (2.7), (2.34), (2.35) und (2.36) folgt

P'(1) (d(—na +/n.S2+ 0(2) + o(1)) + g + 0(1))

B(n, &) = \/nl. S ®'()exp {nH + /n .S + Q(2) — d(—na + /n.Si + (1) +

+ o(1))) (ﬁ o) . (d(—na S+ )+ o) + 4+ 0(1)> evm)

und dies ist wegen 0 < d + Jo < o

= \ﬁ@(ﬂ)exp {nH + \/n.lS + Q%) — d(—na + \/n Si+
+ O(4) + o()} "V d(=na + /n. Sk + Q(4) + o(1)) + %:g . i

und nach (1.5)

= \/nl. S @'(A)exp {nH + \/n .AS + Q(%) + w(—na + \/n .SA 4+
+ 0(%) + o(1)) + o(1)} .
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14
Im Gegensatz zu d ist w eine stetige Funktion, so daB wir o(1) aus dem Argument
von w herauszichen konnen. Wegen (2.1) erhalten wir schlieBlich

E(n, ) = \/nl. S
+ w(—na + /n.Si+ Q) + o(1)}

und damit die Behauptung des Satzes fiir gitterfrmig verteiltes h.

@'(A)exp {nH + \/n JAS + 0(4) +

3. NICHTSTATIONARE QUELLEN MIT UNABHANGIGEN
ZEICHEN

Sein = 1, seien X* (1 < k < n) endliche Mengen und seien p* WVen, g* endliche
MaBe in X* derart, daB p* totalstetig beziiglich g* ist (1 £ k < n). Seien ferner

X,=X'x..xX"
P, =p' X ...xp"
4, = q' %X ...x q".

Wir setzen
k
(3.1) H* = |h*dp*, K= —logdl,
dg*
(3.2) H,= 15y H,
nk=1
n 1/2
(3.3) S, = (1 5 f (H* — HYY? dpk>
nx=1
(3.4) R, = (1 Y f | H"|3dp">
nK=1
und
(3-5) B(n,e) = min gq,(E) = q,(E,,) (etwa)

pn(E)21-¢

mit p(E,, )21 — &
SATZ 3. Es gilt

140
|log B(n, &) — nH, \/n A4S, + 1 log n| < ra
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Beweis. Seid > Ogegeben, S, = 6, R, £ 1/dundd £ ¢ £ 1 — §. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit nehmen wir § < 1 an. Wir bestimmen wieder p, so, daB

(3.6) P {% > un} >1-¢

dq,

Pn d_p‘n>un <1l-s
dq,

.1 o dp, Ay

Jn.S, dq,

(3.8) A, = \/nl S (—log p, — nH,).

Die Verteilungsfunktion von g, beziiglich p, nennen wir F,. g, ist eine normierte
Summe von n unabhingigen Zufallsvariablen mit endlichen dritten Momenten
derart, daB3 die Summe der Varianzen nicht verschwindet. Ein bekannter Satz von
Berry und Esseen ([11] S. 43) lautet mit unseren Bezeichnungen

ist und setzen

(.7) gn =

(39) (1) — o) < 7.5 % 7 < f\/i (¢ reell)
Aus (3.6) bis (3.8) folgt

(3.10) F(lh)z1-c¢
F(l,—0)<1—c¢.
Wir bezeichnen nun allgemein die Lésung A der Gleichung
o) =1-1q
mit A(n) (0 < n < 1). Wie man leicht sieht, gilt

(3.11) Gz 2 0<nsd.

Aus (3.9) und (3.10) ergibt sich

|2(2(e)) -

7,5 1
=50 /n
und daraus nach dem Mittelwersatz und wegen (3.11)

7,5 \/27: 20 759
(3.12) |20 = Ae)| = \/ BN <56 \/n )
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Analog wie (2.7), (2.11) und (2.10) beweist man

(3.13) g, {jp" > u,,} < B(n,e) £ q, {dp" = ﬂn}

p dg,

(3.14) q"{:p"gu}—exp{nH +/n. lS}J e* dF, (\/l 5 x,,)

n

und

(3.15) gq, dp, = i,y = exp {nH, + \/n cAnS,) e’ dF,,< R l,',) ,
250 \/n .S,

dg,

wobei iiber /, < 4, noch verfiigt werden kann. Aus (3.9) ergibt sich dhnlich wie
(2.17) im Beweis von Satz 1

Jron(Gs )=l i) 2w

zusammen mit (3.13), (3.14) und (3.12) und wegen

(3.16) S,

IIA

R

IIA
Qn | =

n

also

(3.17) log f(n, &) < nH, + \/n . Me) S, — Llogn + ‘;);_2 (567\jn 5>

Wegen (3.16) und (3.9) ist

(3.18) J

,
e’dF,,<—2-+,1,’,>gf e dF, <25 +,1>
<0 \/”-Sn z50 \/
z6 7,5 z8
n e*dd | — + A, e’ dv, 2] )
\/n<\/ jgo <\/” ) 6L§0 <\/" >>

wobei V, eine Funktion beschrinkter Variation mit

(3.19) V()] 1 (¢ reell)
ist. Wir haben

(3.20) \/nféo ( 1’) 5£§0e’q> (\% + /1,',) dz >

oo e

704



Nun sei
K

3.21 by —— <M <A,
(3.21) Jn

9
- °(a(s))

Wegen (3.12) und (3.11) gilt dann

, < 91 20 139 7,5 5
(-2 & - 46 = 5" (A(3)) /n * 8" /n = 87 \/n (66 Jn >

also

5 z8 139
s o (2 - w)edzzs| @ + + X)) e dz >
JLéO <\/n I I) Lzo <\/n 67 \/n ( )> ’

1

> 5J (b’( 7140 + ,1(5)) e " dz ( 67’5 < é)
o \&'/n 8¢n 2
o . 140

3000 [ 7 0z > 20 10),

wie man leicht sieht. Hieraus und aus (3.20) folgt

(3.23) \/nLoe do <\/—5 + l) = 245’(/1(5)) ( n> 1;?)

Wir schitzen nun den zweiten Summanden der rechten Seite von (3.18) nach unten ab.
Zunichst ist

Behauptung: Fiir mindestens ein 4, in dem durch (3.21) angegebenen Intervall gilt
vy~ [ v(Z ) edzs =S a(a6) = b (etwa).
250 \/ n 45
Andernfalls haben wir ndmlich

I/},(l,’,)—f (\/n+l’> co < - <z,—%§l;<l,,),

45 — Third Prague Conference 705
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nach Einfithrung von U, und u vermoge
) = o (%= 20)
Jn
u=->— (14 — 4,
205 - 1)

also

(3.25) U,(u) — f <0U,,(z + u)e’dz £

oder

(3-26) U, (u) — e_“J U t)e'dt < —b (? Sfu< 0).
t<u
Aus (3.19) folgt

IA
|
o
TN
S
IA
&
A
o
N’

U] £ 1 (¢ reell) .

Wir definieren zu festem n eine Folge von Funktionen U} (i=12, ) durch

U; = Un’
-u i t _ _ _I_< <
ULt i) = Ie LéuU,,(t)e dt — b < = u < 0)
lU sonst}) .
p (sonst)

Fiir i > 1 sind die U} stetig im Intervall { —K/3, 0) und erfiillen dort (3.26). Die
Folge Uj(1) ist bei festem n und ¢ monoton nicht abnehmend und es gilt

U] £ 1 (¢ reell).

Hieraus ergibt sich, daB die Folge U} mit wachsendem i gegen eine Funktion U,

mit
[T £1 (¢ reell)

konvergiert, die im Intervall { —K/3, 0) der Integralgleichung

U, (u) — e”“f U(t)e'dt = —b

t<u
§¢<o).

|U.(5)] S 1 (t reell)

geniigt. Deren Losungen haben die Gestalt:

U()=—bt+c (—

SR

Hieraus und aus

folgt

SO
IIA
SN
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d. h. nach (3.21) und der Definition von b

oL _ 9
ST (A(0)) ~ 8" P'(4(9))

was nicht moglich ist. Damit ist dic Behauptung (3.24) bewiesen.
Wir konnen also fiir jedes n im Intervall {4, — K/\/ n, A,) ein 4, so wihlen, daB

(3.27) j e dv, < \/5 + m) - 4—45(1(5))
gilt. =

Nach (3.18), (3.23) und (3.27) ist nun

[ ean(ioen)z 0 (Jo0o - Lovm) (va>T)

\Jn.S

2 - 2 00
1
Jn18
(wegen (3.11)).
Hieraus und aus (3.15) folgt

2
(3.28) q,,<jp">u,,>>exp{nH +/n. 48, 1Iogn}%'<\/n>@>
q

n

also wegen (3.22) und (3.16)

dp, 140 140
(3.29) logqn{dz >un}>nH +\/n Me) S, — %lgn——? (\/n>—>

n

und wegen (3.13) schlieBlich
14 140
(3.30) log B(n, ¢) = nH, +\/n 28, %lgn—gs— (\/n>—58—>
Hieraus und aus (3.17) folgt der Satz.

LEMMA 1. Sei A die Menge aller WVen in Y. 1, (siehe (1.10)) ist eine konkave
Funktion auf A. Fiir oy, 0, € Aund 0 <t < 1 sind

I(1—t)ao+m = (1 - t)Iao + tIan
und
Pay, = Pa,

45% 707
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dquivalent. Es gilt

P(x, y) .

(}.31) x:P(gy:POP(x, y) log (—ch) o) £C (yeY,aecd
und

P(x, y) _ -
(3.32) x:P(x%:PO P(x, y) log (—Pa) = C («fy} > 0,aed).
Umgekehrt folgt o € A aus

P(x, y)

(3.33) x:P(§)>OP(x, y) log 2 ) >

=z Y P(x,z)logp—(x’—zl (y,zeY;oc{y}>O).

T xP(x,0)>0 (Po) {x}
Sei o € A beliebig. Es gilt
(3.34) A={a|aed, Pu=Paa{y} =0 fiiralle y mit

x Px, y)
x:P(§>>oP( - Y) Lo (Pa) {»} <

Den elementaren Beweis dieses im wesentlichen wohlbekannten Lemmas lassen
wir weg. (vgl. [12]).

4. BEWEIS VON SATZ 2

Da I, stetig von o abhingt, ist 4 (siche (1.13)) eine kompakte und nicht-leere
Teilmenge von A.

@.1) G, = (x,ymzmwo (log (I;S—’{Z)} - Ia>2 P(x, ) a{y})l/z ,

ist ebenfalls eine stetige Funktion von «, so daB die Definitionen (1.14) sinnvoll sind.
Wir wihlen ein

(4.2) e d
mit
(43) GE = Tsignl

und bezeichnen mit «, das unabhingige Produkt von n Exemplaren von «. Jedem
¥n € Y, ordnen wir die WVen
(4.4) P =P(,y"

(4.5) q° = Py (tsksmn
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zu und schreiben E, fiir E,, 5, B,, fiir f(n, & — 2/\/n) (siche (3.5)). Wir haben
also

4.6) PAE,,y) 21—+ -2
und
(4.7) (Pa), (E,,) = min (P), (E) = B,,,.

Pr(E,yn)21—¢+2/v/n

Ersetzen wir entsprechend H,, S, und R, (siche (3.2) bis (3.4)) durch H,, S, und
R, , so folgt aus Lemma 1

(4.8) H, = —C (a,fastiibesall).

Die Funktion
20N _ o P(x, ) _ z ¥
(49) S0 _x:P(xZ,:mo (I £ (Pa) {x} C> P(x. )

hat wegen (4.1) und (4.3) beziiglich ¥ den Erwartungswert T3, und endliche Varianz.
Ferner ist

(4.10) S5 ==Y S*(yY (a,-fastiiberall)
=1

!
nk

s0 daB fiir hinreichend groBes K nach der Tschebyscheffschen Ungleichung

(4.11) w(D)>3 (nz 1)
mit
2 2 K _

(412) Dn = {ynl lSy,. - T;ingll < 7’;5 fxn{yn} > O}
gilt,

Ein ¢-Code f fiir P, heiBe zulissig, wenn er
(4‘13) f(X,,) < D,
und
(4.14) T} € B, (me(f(X0)
erfiillt.

Sei der e-Code f zuldssig mit maximaler Linge N unter allen zuldssigen e-Codes
fiir P,. Behauptung:

(4.15) (P2}, (f ™'Y} =~ (n hinreichend groB).
n

J
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Andernfalls haben wir ndmlich
1
Jn

> j P Y, 3) ldys) = Lmin P(f Y, 1)
Dn

> (PR, (f %) = (PE) (/1Y) 2

Yn€Dn

Es gibt also ein yy € D, mit

(4.16) P(f 'Y, yn) < \—;}; :

Hieraus und aus (4.6) folgt
(4.17) PfEyo—f'Y,y)zl—¢.

Sei
fo(x ) _ f(x,,) (xn ef_l Yn)
" y? (anEyno—f—lYn).
Wegen (4.17) und y, € D, ist f, ein zuldssiger ¢-Code fiir P,, wegen (4.16) und ¢ < 1
hat f, fiir hinreichend groBe n die Linge N + 1. Dies vertriigt sich nicht mit der

Maximalitit von N, (4.15) ist also richtig.
Wir erhalten fiir hinreichend groBe n

1

(4.18) 7= (PR), (F1Y) = Y (Pa) (S 0al) <
Jn ynef (Xn)
< Y (Pa)(E,) (wegen (4.14))
ynef (Xn)
= Y B, (wegen (4.7))
¥nef (Xn)
< N max §,, (wegen (4.13)) .
Ist e
(4.19) Tiigns > 0

so konnen wir wegen (4.12) fiir hinreichend groBe n Satz 3 anwenden und erhalten
aus (4.8) und (4.12)

(4.20) max B, < exp{-nC + \/n o ATyigna — llogn + O(1)} .
¥rEDn

Aus (4.18) und (4.20) ergibt sich

(4.21) log N(n, &) 2 log N 2 nC — /n . A0, + O(1) .

Ist

(4'22) 71sigﬂ). = 0 ’
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so folgt aus (4.1) und (4.2) fiic y mit a{y} > 0
if)i’—y—)— =¢e¢ (P(, y)fast alle x),
(Pa), {x}
also fiir y, € D, (z. B.)
M =¢e" (P, y,)fast alle x,) .
(Pa), {xa}
Daraus ergibt sich
By, S €™ (vaeD,),

also
max f§, < e "¢,
Yn€Dn
zusammen mit (4.18)
(4.23) log N(n, &) = log N = nC — 1logn (n hinreichend groB).

Um (1.15) zu beweisen, nehmen wir zundchst ¢ < %, also 2 > 0 an. Jedem y, €Y,
ordnen wir eine WV a, € 4 zu:

(4.24) o, == Y Sy,

Vn

wobei 8, die Einheitsmasse im Punkte y bedeutet. Ferner setzen wir
(4.25) A, = {a, |y,€Y}.

Sei f ein e-Code maximaler Linge fiir P,. Indem wir f mit seinem Graphen, also
einer Teilmenge von X, x Y, identifizieren, ist es sinnvoll, f in Teilmengen f; zu
zerlegen. Sei

(4.26) fo={Gw )| G i) efory, =} (x€4,).
Alle f, sind e-Codes, etwa der Linge N,. Da f maximale Lénge hat, ist
(4.27) N(n,&) =Y N,.

acd,

Sei o € 4,. Wir wéhlen ein y, € ¥, mit a, = o und setzen

k __ k°
(4.28) ;:i“y)agkg@,

so daB wir B(n, &) gemif (3.5) bilden konnen. Es ist leicht zu sehen, daB8 f(n, &) in
Wahrheit nur von o« (und nicht von dem speziell gewihlten y, €f,) abhingt. Wir
bezeichnen f(n, €) genauer mit B,(n, ¢).

Ist y, € f(X,), so haben wir wegen

plfT 0a) = P b v 2 L — 6
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nach (4.28)
(Pa), (f H{ya}) = alf (7)) gpr?,i;?ﬂ'{f) = Bin,¢),

also auch

12 (Pa),(fi' V)= ¥ (P) (ST = No o, ©) -

Yn€EfalXn)

Bezeichnen wir die Michtigkeit einer Menge M mit |M|, so folgt hieraus und aus
(4.27)

(4.29) (n+ )"t 24, 2 Z N, B.(n, &) = N(n, e) mm ﬂa(n £).

Sei nun zunichst
(4.30) T, > 0.
Jedem y, € Y, kénnen wir mittels (4.28) das Tripel H,, S,, R, zuordnen. Ista = a,,

so haben wir

_ _1 . V¥ ( y)
(4‘31) H, n1Zk=n x:P(xg"bOP( Y ) (P ) { }

- - x, ¥) a{y} lo P, y) = —
x,y:P(xg):a{ybOP( | y) {y} tog (P“) {x} fe-

(4.32) ss=1ly ¥ <1 PleY) |

N k x:P(x,5%)>0 (P ){ }

SRR L e RS RN RS
1 (ff’; {f}} - I Pw e (%()—{—yl}> — M2 (etwa)
und
(4.33) R} =x,y:P(x§a{y}>0P(x, y) o{y} 1ogé’%%% -
—“:P(';bop(u, y) log% g L (etwa).

H,, S, und R, sind also Funktionen von « (anstatt von y,)- Dariiberhinaus bilden
—I,, M, und L, Fortsetzungen von H,, S, und R, auf ganz A. Aus M, > 0 folgt
natiirlich L, > 0. Die Menge der a € 4, fiir die <p(ac) in strikt positiven Quadranten
liegt, ist eine Umgebung von A, denn fiir o € 4 gilt nach (4.32), (3.32), (4.1), (1.14)
und (4.30)

(4.34) M,=G, 2T, >0.
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Wie man leicht sieht, sind fiir a € 4 alle P(, y) totalstetig beziiglich Pa. Dies gilt dann
auch fiir die « aus einer geeigneten Umgebung von A. In dieser Umgebung sind
deshalb I, und M? beliebig oft differenzierbare Funktionen von «. Ferner ist A konvex
(siche (3.34)). Sei nun # > 0 und U die abgeschlossene #-Umgebung von A (in A)
derart, daB ¢(U) ganz im strikt positiven Quadranten liegt und I, und M2 in U beliebig
oft differenzierbar sind. Nach den vorangehenden Bemerkungen gibt es ein solches #,
und wegen M2 > O fiir « € U ist dann auch M, > 0 in U- beliebig oft differenzierbar.
U ist (konvex und) kompakt. o(U) ist also auch kompakt, und es gibt ein § > 0 mit

26, L,2-, 62e<1-06 (xel).

SO R e

Aus Satz 3 und (4.31) bis (4.33) folgt
(4.35) Bun, &) = exp {—nl, + Jn. M, — Llogn + O(1)}

gleichmissig fiir x e U n 4,. Da A kompakt ist und der offene Kern U von U die
Menge A enthilt, gibt es ein C’ < C mit

I,£C (zed-0).

Sei C" = 3(C + C’). Wegen (4.31), (4.32) und weil M, beschrénkt ist, haben wir
gleichmissig fiir y, mit « = a, € 4, — U

(4.36) P, {10g :p" < nC”} >

n

2
=>1-p, {(mg? -~ nI¢> > n¥(C" — C’)Z} >

2
M, >1+8

- > n hinreichend gro8).
n(Cu - CI)Z - ( g )

>1

Ist nun E, , mit Hilfe von (4.28) wie in (3.5) definiert (E, . hingt natiirlich noch von
¥, ab), so folgt aus (4.36) gleichmiBig fiir y, mit « = , € 4, — U

ﬁ“(n’ 8) = q'l(En,e) Z 4y (En,z N {2_& = enC”}>
q

n

[\

—nC" d _ —nC” .
>e " p, (E” N {Iog d—p” < nC"}) = 12—8 e™"®" (n hinreichend groB),
qn

also
BAN, &) = exp {—nC" + O(1)}

gleichmiBig fiir a € 4, — U.
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Hieraus und aus (4.35) ergibt sich
(4.37) min B,(n, &) = min { min B,(n, ¢), min«ﬂa(n, &)} =

acdy, acUnAn a€An—U

> min {infexp {—nl, + /n.AM, — Llogn + O(1)}, exp {—nC" + O(1)}} =

acl

= infexp {—nl, + /n. M, — Llogn + O(1)} =

aclU

= exp {inf (—nI, + \/n .AM, — T logn) + O(1)} .

aelU

Wir ordnen nun jedem « € U dasjenige o € 4 zu, fiir das

inf o — o
aed
angenommen wir (|| | = euklidischer Abstand).

Seien I, und M, die ersten Ableitungen von I, und M, I, die zweite Ableitung
von I, an der Stelle « (I}, ist also eine Bilinearform iiber dem in der von A aufgespann-
ten Hyperebene liegenden Vektorraum, siehe etwa [13]). Nach Definition von 4
und wegen a € A haben wir

(4.38) e —2) 2 0.

Weil I, und M, stetige Ableitungen beliebiger Ordnung auf dem Kompaktum U
haben, gibt es nach der Taylorschen Formel ([13], Seite 94) ein b > 0 mit

(439)  —nl, + /n.AM, = —n(I, + I){a — @) + 2o — 2) (« — @) +
+ blle — @) + /n. MMz = blla — &) (xeV).
Nun ist
(4.40) I =C
M,;=G.2T, (xel)
(siehe (1.14)). Man kann ein ¢ > 0 mit
(4.41) Lo —a) +3%e —a)(a —a) £ —afe — o> (xeU)

finden, denn angenommen, dies ist falsch, so gibt es eine Folge ;e U (j = 1, 2, )
mit

[

Lim inf (I3 (o; — ;) + 305,00 — 2;) (2, — %)) 2 0,
i
und wegen (4.38)
loy o =n (G=12.).
Sei o ein Hiaufungspunkt dieser Folge. Dann gilt
(4.42) aelU, Ja—a|=n>0,
(4.43) I — o) + 1o —a) (e —2) 2 0.
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Seiof = ta + (1 — t) o und

f= x, y) «'{y} 1o P, y)
! —x,y:P(x.y‘Z;a'{yPOP( ’ y) {y} log (Poct) {x} ’
Dann ist _
Ifa —a)(x — ) = (g; 1t> -—- Y (P2 — @) {x})° )

=0 (PR)(x}> 0 (Px) {x}
Hieraus und aus (4.38), (4.43) folgt

I« —a)=0
und
(Pz) (v} = (P3) {x} (P) {x} > 0),
also
Po = Pu.

Nach Lemma 1 haben wir also

aeA
im Widerspruch zu (4.42).
Danmit ist (4.41) bewiesen, und aus (4.39) bis (4.41) folgt
—nl, + \/n AM,z —nC + n“oc — &HZ (@ = bla — af) +
+\/n./lT1 —\/n.ft“oc——&u b.
Indem wir U, (d.h. n) ndtigenfalls noch verkleinern, kdnnen wir o —a] < aj2b
annehmen, so daB

(4.44) Cnl, 4 fn. M,z —nC + J/n ATy + n”ot—&”zg -

lzbz

—Jn. e =@ bz —nC+ . /n. 2T, ~
2a

folgt.
Aus (4.29), (4.37) und (4.44) ergibt sich schlieSlich

(n+ 1)1 = N(n, g) exp {—nC + \/n./lTl — tlogn + O(1)},

und daraus
N(n, ¢) < exp {nC — Jn AT+ (Y] = 3) log n + O(1)} .

Nun sei

(4.45) T, = 0.

Wir wihlen ein o € 4 und setzen

(446) Z = {y | ye Y, log (—15—((1)—’-_—;}) hat positive Streuung bzgl. P( , y)} .
o

715



28

Fir ye Y — Zist also dP(, y)/d(P«) P(, y)-fastiiberall konstant und zwar gilt wegen
o e Aund Lemma 1

(4.47) 0= M < e (P(,y)fastalle x; ye Y — Z).
(Pa) {x}

Ist y,, € Y,, mit
(4.48) yeZ (12kzm),
so bilden wir

k — P , k

? G ckem.

q° = Pau

Nach (4.46) gibtesein § > Omit S,, > 6, R,, < 1/dundd £e <1 -6 (unabhanglg
von y,, mit (4.48)). Aus dem Beweis von Satz 3 ((3.6), und (3.29)) folgt

dq,

dp 140 140
(4.50) Iogqm{d—>um}gmHm+\/m.lSm—%logm—6—8 <m>~5?>.

Nun ist aber H,, 2 — C (siche etwa (3.31)), so daB sich aus (4.50)

dp,, 140 140
(4.51) log g7 {d: > um} = —-mC —1logm — 5 {m > :ST}

unabhingig von y,, mit (4.48) ergibt.
Sei nun y, € ¥, beliebig. Wir setzen wie oben

P = P(,¥)

q" = Pa
und bezeichnen das in (3.5) definierte f(n, &) mit B,(n, &), wobei « = a, € 4, ist
(diese B,(n, €) unterscheiden sich von den in (4.29) auftretenden £,(n, &), d1e Schreib-

weise f,(n, ¢) anstatt B, (n, ¢) ist aber wieder gerechtfertigt).
An Stelle von (4 29) erhalten wir jetzt

(4.52) 2 (Pa), (f7%,) = 3 (), (£ H>2Nm®@>

acAn acAn

= N(n, &) min f,(n, €).

aEAn

Sei a € A, beliebig. Dann ist entweder

(4.53) na(z) < 1—;—0

716



29

oder
140
Im ersten Fall setzen wir
P(x, y)

(4'55) M= x,y:P(x,y)>0 (P&) {x} ‘

Wegen o € 4 ist M < oo (siche (3.31)). Aus (4.53), (4.55) und (4.47) folgt

1—¢
(4.56) P, '8) = exp {(n — no(Z)) C} M™® y
> t—e = exp {—nC + O(1)}

exp {nC + 154?0 log M}

gleichmiBig fiir o mit (4.53). .
Im zweiten Fall (4.54) wihlen wir ein y, mit o, = o so, daB die ersten m = n «(Z)
y*in Z liegen, die iibrigen also in Y — Z. Aus (4.49) ergibt sich dann

m+1 n
(4.57) D, {xn :ﬁ(xm) > s jgpm+1 X .o X Pn;(xm+1"“,xn) > 0} <1—¢
| dg., q X .o X q

und nach Definition von Z gibt es y, mit
P (x,) > y,,} .

-
d
= xn
dg,

Hieraus, aus (4.57) und aus der Definition von B,(n, ¢) folgt

m+1

X

d(p . X pn)(xm+1 xn) > 0 —
" d(g"t x ... x ¢") T

dp,,
—(xp) >
dq,,.( ) > u

m+1

d(p X ... x p"
) > Moy —— =
d(g"* x ... x ¢")

[
j-&"(xm) > um} + log(g"*" x ... x ¢").

m

m+ 1 n
'{(xm+1’._.’xn) d(pm+1 o p") > 0} =
d(g™"! x ... x ¢"

(nach (4.51) und (4.47))

(4.58) log B,(n, &) = log ¢, {xn

dﬂ(x

LX) > O} = log g,, {xm

= —mC—%logm——l(;isO—(n—m)Cg

= —nC—%logn—léiso
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gleichmaBig fiir o mit (4.54). (4.56) und (4.58) liefern zusammen
Bu(n, &) > exp {—nC — ;log n + O(1)}
gleichmaBig fiir alle o € 4,, so daB aus (4.52) jedenfalls
N(n, &) < exp {nC — Jn AT+ (Y] = 3)log n + O(1)}

folgt. Diese Ungleichung ist damit allgemein (d.h. fir Ty =O0und T, > 0) bewiesen.
Auf dhnliche Weise erhilt man fiir £ > %

N(n, g) < exp {nC — S AToy + (Y] — Dlogn + O(1)},

woraus der Satz folgt.

5. ANMERKUNGEN

(i) Im Beweis von Satz 3 wird nicht benutzt, daB die zugrundeliegenden Riume
X* endlich sind. Der Satz ist also fiir beliebige mefbare Rédume X* richtig. Das
Gleiche gilt fiir die veraligemeinerte Fassung von Satz 1, wenn man die Endlichkeit
der auftretenden Momente von h voraussetzt und die Summenschreibweise der
Integrale vermeidet.

Ist 1 gitterformig verteilt oder geniigt die Verteilung der Bedingung C [10] (dies
ist natiitlich nur fiir unendliches X moglich), so kann man Satz 1 wahrscheinlich
weiter verschirfen, indem man die bekannten asymptotischen Entwicklungen von
Esseen [11] und Cramér [10] heranzicht.

Satz 1 und Satz 3 bleiben im wesentlichen richtig (siche [14]), wenn man die WVen
p bzw. p* und die endlichen MaBe g bzw. g* durch totalmonotone Kapazititen im
Sinne von Choquet [15] ersetzt. Dies hat Anwendungen auf die T heorie der konti-
nuierlichen Informationsquellen bei Beriicksichtigung von Beobachtungsfehlern,
deren statistische Natur man nicht genau kennt (siche [14]).

(i) Beispiel eines Kanals mit Ty & T_;: Sei X ={0,1,2}, Y={0,1,2,3,4,5},

(5.1) P(x, y) = -6, (xy=01, 2)
und
(5.2) P(x,y) = a{x + ymod 3} (xeX,y =34, 5,

wobei (x + y mod 3) € {0, 1, 2} und @ eine WV in X ist. Sei ferner

) =3 0=

0 (sonst).
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Es ist (Pa) {x} = 3 (x€X)und

Y P(x, y)log —>=~ Pxy) _ =log3 (y=0,1,2).

x:P(x,y)>0 (P ){ }
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1 so, daB fiir
t 3t
a0} = - , a 1} = L , a 2 =
O =1, ai=}, o) ="

_a{x} 3
a{x}lo = log 3
g {x} log —= (P 2) {x) g2
gilt. Dieses a verwenden wir in (5.2).

Aus Lemma 1 folgt nun o € 4, zusammen mit G, = 0 also T; = 0. Ist o’{y} =
= {5 — y}, so ist nach Lemma 1 auch o’ € 4. Da Pa die Gleichverteilung in X ist,
a iiberall positiv, aber nicht die Gleichverteilung ist, haben wir Ga' > 0,also T_; > 0,
also Ty & T_;.

Aus dem Beweis von Satz 2 ergibt sich, daB es beim vorliegenden Kanal klug ist,
fire < % nur die Symbole 0, 1, 2, fiir ¢ > % nur die Symbole 3, 4, 5 zu senden (jeden-
falls fiir grofe n). Dies hidngt eng mit der Anwendbarkeit der Methode der Zufalls-
Codes (siehe [1], [5], [16]) zusammen: Die « € 4 sind fiir die Konstruktion eines
Zufalls-Codes nicht gleichwertig. Die Brauchbarkeit eines o hdngt von der Irrtums-
wahrscheinlichkeit ab. '

Die untere Abschiitzung in Satz 2 kann man unter Beriicksichtigung dieser Tatsache
auch mit Hilfe der Methode der Zufalls-Codes erhalten.

(iii) Definiert man einen ,,e-Code im Mittel fiir P, als eine Abbildung g aus einem
Teil von X, nach Y, mit

1 —1
(53) N Z Pn(g l)lyn}a yn) =z1—e,
N’ yueq(t.)

wobei N’ die Linge des Codes ist, und bezeichnet man mit N’(n, &) die maximale
Linge von e-Codes im Mittel fiir P,, so gilt

(5-4) log N'(n, &) = nC — \/n. AT, + O(log ).
Denn da jeder e-Code ein ¢-Code im Mittel ist, hat man
(5.5) N(n, &) £ N'(n, ¢).

Ist umgekehrt g ein e-Code im Mittel der Lange N’ fiir P, so sei der (¢+1 /\/ n)-Code
f fiir P, durch

(56) = {( 3| 70 = 05, Plo ™ b v) 2 1 — & — %}
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definiert. Sei N die Lénge von f. Aus (5.3) und (5.6) folgt

1 _ 1 - N
1-—c¢ é - Z Pn(g l{yn}a yn) + Ty Z Pn(g l{yn}’ yn) é IF +

!

N’ ynef(xn) N’ yneg(Xn)— £(Xn)
+u1_8__1__1_8_i+£ 8+—1-
N’ Jn Jno N Jn ’

N <1+ /n.e)N

also

und deshalb
1

(5.7) N'(ne) (1 ++/n.e)N <n, e+ \—/;>

Aus (5.5), (5.7) und Satz 2 ergibt sich (5.4).
(iv) Gegeben eine stationdre Quelle (p,),» mit unabhingigen Zeichen iiber dem
Alphabet Z und ein stationdrer Kanal (P,),»; ohne Gedichtnis von Y nach X.

Wir schreiben (p, Fry ), wenn es fiir hinreichend groBes n Abbildungen y von Z,
nach Y, und ¢ von X, nach Z, gibt derart, daB3
(5.8) D) Po™Hza} x(za)) Pulza} 2 1 — &
Zn€lin
gilt, und (p, M)E, wenn fiir hinreichend groBes n keine solchen Abbildungen existieren.

((p, E»)a z. B. bedeutet anschaulich, daB der Kanal féhig ist, die Nachrichten der
Quelle auf die Dauer mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit <g¢ zu iibertragen).

Ist H die Entropie der Quelle und C die Kapazitit des Kanals, so gelten bekannt-
lich ([1], [6], [17]) die Shannonschen Beziehungen

(pn’—"s)8 (0O<e<1), falls H< C

und
(p, ™), O<e<1), falls H> C.

Wir betrachten den Fall
(5.9) H=C
und nchmen an, daB wenigstens eine der beiden Zahlen S und T, positiv ist. Sei
0<e<1,(p, Il)s und n so groB, daB es Abbildungen yx und ¢ mit (5.8) gibt.

Sei § > eund <1 und

E ={z,)z,€Z, Plo™ Yz}, x(z,)) > 1 — 6}
Aus (5.8) folgt
1—e <) Plo” {za} 1(z4) Pafza} +

zneE

+ % Plo7 iz (=) oz = pE) + (1= 9) (1 = pi(E))

Zn€Zp—
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und hieraus

&
(E)=1— 2.
Pu(E) 5

Satz 1 und eine einfache Uberlegung im Falle S = 0 liefern also

(5.10) |E| = B (n, g) = exp {nH +./n. 2 ((—;:) S + O(log n)} ,
wobeli |E| die Méchtigkeit von E ist.
Sei die Abbildung f von ¢~ 'E nach Y, durch
f(x) = x(0(x)) (xn€071E)
definjert. Dann ist f(X,) = y(E) und nach Definition von E
G1) Py =P U o Hzhy) = ¥ Plo Mz} a(z) >

zZneE zncE
2(zn)=¥n x(zn)=yn

>A =) v nE[21 -5 (yaef(X,).

fist also ein §-Code fiir P, der Lénge |x(E)|-
Aus (5.11) folgt

_ 1
IX l{yn} nEI g —]-Té (ynEX(E)),
und wir erhalten

1 1
E| < ——|yE)| £ —— N(n, ) =
[E] = -5 B < —— N(n, 9)

= exp {nC — \/n . M(8) Tyignisy + O(log n)} .
Dies ergibt zusammen mit (5.10) und (5.9)
(5.12) I <§> S + O(log n) £ —/n. 9) Tiignacsy + O(log ),
oder

(5.13) b (g) S + A0) Tygnssy S 0

fiir alle 6 mit ¢ < 6 < 1 als notwendige Bedingung fiir (p, E»)e. Tatséchlich haben
wir etwas mehr bewiesen. Falls nimlich fiirein d mite < § < 1

(5.14) A (g) S + A(9) Tignisy > 0

ist, gilt sogar (p,*),, da (5.13) schon folgt, wenn (5.12) fiir unendlich viele n richtig
ist. Hieraus erhdlt man durch Einsetzen von § = 2¢ bzw. § = % z. B.

(5.15) (P (e <2)-

46 — Third Prague Conference 721



34

Ist entweder S = 0 oder T_, = 0, so ergibt sich durch Einsetzen von & = ¢ (fiir
S = 0) oder & > 2¢ (fiir T_; = 0) etwas schirfer

(7" (E<3)
Seiennun 0 <y < 1,0 < 8 < 150, daB
(5.16) Ay) S + A0) Tiignisy < 0

ist. Nach Satz 1 (bzw. einer einfachen iiberlegung im Falle S = 0) und Satz 2 folgt
hieraus

B(n, ) £ N(n, 3)
fiir hinreichend groBe n. Fiir solche n gibt es also eine Menge E,, , mit

pn(En,y) _Z_ 1-—- v
und einen §-Code f fiir P, so, dafl

IE")'Y‘ é If(Xn)l :
Sei y, eine cineindeutige Abbildung von E, , in f(X,) und scien x und ¢ durch

X(Z ) — XO(Zn) (Zn € En,y)
" yr? (Zn € Zn - En,y)

und

o) = {Xo ) (e ™ 1olEn)

20 (x,€ Xy = " %0(Eny))

erklirt, wobei y° und z° beliebige fest gewihlte Elemente von Y, bzw. Z, sind.
Es folgt

Z Po ™ zoh 1(z) Pulza} 2 X Pl {1(z)}s 2(z0) Pafza} 2

Zn€Zn Zp€En,y

>(1-08)pdEn )z (1 =08)(1=9)=1=(+7— ),
so daB
(P P—">)5+y—ay .
Fiir § = y > § ist (5.16) stets erfiillt. Also gilt
(Pa ) (6> 3)-
Ist entweder S = 0 oder T; = 0, so ergibt sich dhnlich wie oben

Pn
(Pr=)e (2> 3).
Ich danke Herrn K. Jacobs fiir seine Unterstiitzung wihrend der Entstehung

dieser Arbeit und ihm sowie Herrn A, Renyi und Herrn R. Ahlswede fiir verschiedene
interessante Bemerkungen.
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