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УСТОЙЧИВОСТЬ ОТ ВХОДА К СОСТОЯНИЮ
И СМЕЖНЫЕ СВОЙСТВА СИСТЕМ1

Дан обзор основных результатов в области систем, устойчивых по входу-
состоянию, и систем с иными подобными свойствами, предложенными в науч-
ных публикациях за последние 20 лет.

1. Введение

Задачи синтеза и анализа нелинейных систем управления находятся в центре
внимания научной общественности уже несколько десятилетий, однако только в по-
следние две декады наметился существенный сдвиг в разработке и применении раз-
личных методов теории нелинейного регулирования. С одной стороны, подобный
успех несомненно связан с развитием вычислительной техники, позволяющей быст-
ро и полно исследовать нелинейные процессы, и с возросшими требованиями к каче-
ству регулирования, удовлетворение которых требует рассмотрения более сложных
нелинейных моделей объектов управления и более сложных алгоритмов управления.
С другой стороны, это связано с разработкой адекватного теоретического аппара-
та синтеза и анализа нелинейных систем. 90-е гг. ХХ в. отмечены предложением и
развитием целой серии методов нелинейного управления, названных “конструктив-
ными” в [1]. К числу таких “открытий” этого периода можно отнести и рассматри-
ваемую в данном обзоре концепцию устойчивости динамических систем от входа к
вектору состояния [2, 3]. Важность этой концепции состоит в том, что ее применение
позволяет формализовать условия устойчивости нелинейной системы в присутствии
входных возмущений, или, другими словами, определить понятие “грубости” систе-
мы по отношению к внешним возмущениям.

Данная работа посвящена обзору основных результатов, связанных с этой кон-
цепцией, и смежным понятиям устойчивости. В разделе 2 вводится базовое свойство
робастной устойчивости. В разделах 3 и 4 введены различные смежные свойства,
применение которых рассматривается в разделе 5. Вспомогательный материал и
все используемые в обзоре сокращения представлены в разделе 6. Результаты, не
вошедшие в данный обзор, собраны в разделе 7.

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Deutsche Forschungsgemeinschaft (грант
№SFB 637).
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2. Концепция робастной устойчивости

Известно, что для линейной стационарной системы

ẋ = Ax+Bu,(2.1)

где x ∈ ℝn, u ∈ ℝm – векторы состояния и входа, гурвицевость матрицы A (все соб-
ственные числа матрицы имеют отрицательную вещественную часть) означает гло-
бальную асимптотическую устойчивость при u = 0. Для произвольного (измеримо-
го) входа u и начальных условий x0 ∈ ℝn решение системы записывается в виде

x(t) = eAtx0 +

t
∫

0

eA(t−�)Bu(�) d� , t ⩾ 0.

В этом случае существуют константы a > 0, b > 0 такие, что ∣eAt∣ ⩽ ae−bt, t ⩾ 0,
и решения системы удовлетворяют оценке сверху

∣x(t)∣ ⩽ ae−bt∣x0∣+ a

t
∫

0

e−b(t−�)∣B∣∣u(�)∣ d� ⩽ ae−b t∣x0∣+ c sup
t⩾0

∣u(t)∣,(2.2)

где c = a∣B∣/b. Из последней оценки для любого ∣u(t)∣ → 0 при t → ∞ необходимо
следует ∣x(t)∣ → 0 при t → ∞, а ограниченность входа u означает ограниченность
вектора состояния x(t). Полученная оценка совпадает с формулировкой устойчиво-
сти оператора вход-выход линейной системы из пространства L∞ в L∞ [4], другие
схожие с “L∞ в L∞” критерии устойчивости в терминах вход-выходных операторов
формулируются следующим образом:

“L2 в L∞” : ∣x(t)∣ ⩽ a e−b t∣x0∣+ c

t
∫

0

∣u(�)∣ d� ,

“L2 в L2” :

t
∫

0

∣x(�)∣ d� ⩽ a∣x0∣+ c

t
∫

0

∣u(�)∣ d� ,

первое свойство определяет в этом случае существование вход-выходного оператора
с конечной H2 нормой, а второе задает существование оператора с конечной H∞

нормой (предполагается, что входной сигнал ограничен). Для линейной системы
существование одной из этих оценок эквивалентно выполнению и всех остальных,
т.е. линейная система, если она асимптотически устойчива при нулевом входе, имеет
ограниченные решения при любом ограниченном входе. Интуитивное распростране-
ние этого свойства и на класс нелинейных стационарных систем оказывается невер-
ным. Для иллюстрации этого факта рассмотрим пример [5]:

ẋ = −3 x+ (1 + 2 x2)u.

Эта система является глобально асимптотически устойчивой при нулевом входе,
однако для начальных условий x0 = 2 и u(t) = 1 соответствующее решение x(t) =
= (3− et)/(3− 2 et) уходит на бесконечность за конечное время! Более того, другой
пример: система

ẋ = −x+ xu
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для любого постоянного входа u(t) ⩾ 2 является неустойчивой, но можно пока-
зать [6], что для асимптотически затухающего входа ее решения определены для
всех t ⩾ 0 и асимптотически стремятся к нулю (для этого достаточно рассмотреть

функцию Ляпунова V (x) =
1

2
x2), т.е. эта система является устойчивой в смысле “L2

в L∞” , но не наделена устойчивостью “L∞ в L∞”. Таким образом, для нелинейных
систем свойство глобальной устойчивости по отношению к внешним ограниченным
и/или затухающим возмущениям, оказывается, не следует из глобальной (экспонен-
циальной) устойчивости в отсутствии входов. Ответ на вопрос, когда нелинейная
система наделена свойством робастности по отношению к внешним возмущениям,
и предлагает теория устойчивых по входу-состоянию систем, основные положения
которой представлены ниже.

2.1. Постановка задачи

Будем рассматривать нелинейные динамические системы, модель которых может
быть представлена в виде

ẋ = f(x, u)(2.3)

или

ẋ = f(x) +G(x)u,(2.4)

где x ∈ ℝn – вектор состояния систем (2.3), (2.4), u ∈ ℝm – вектор входа. В некоторых
случаях будем рассматривать такие системы с выходом y = ℎ(x), где ℎ : ℝn → ℝp.
Пусть функция f : ℝn × ℝm → ℝn в (2.3) и соответственно функции f : ℝn → ℝn,
G : ℝn → ℝn×m в (2.4) являются непрерывными и локально липшицевыми (непре-
рывно дифференцируемыми), f(0, 0) = 0 и соответственно f(0) = 0. Будем считать,
что управление или вход систем (2.3), (2.4) является измеримой локально ограничен-
ной почти везде функцией u : ℝ+ → ℝm (подробное определение свойства измеримо-
сти функции см., например в [7]). Множество всех таких функций, удовлетворяющих
условию

∣∣u∣∣ = ess. sup{∣u (t)∣ , t ⩾ 0 } < +∞,

обозначим Mℝm (основные определения и обозначения, принятые в статье, и ряд
базовых свойств систем (2.3), (2.4) собраны в разделе 6). Символ x(t, x0, u) обо-
значает траекторию системы (2.3) для t ⩾ 0 с начальными условиями x0 ∈ ℝn и
u ∈Mℝm (иногда, если значение аргументов понятно из контекста, будем использо-
вать обозначение x(t) вместо x(t, x0, u)). Требуется предложить определение робаст-
ной устойчивости для этих систем по отношению к входам, разработать необходимые
и достаточные условия устойчивости, дать характеризацию этого свойства в терми-
нах функций Ляпунова и установить связь между свойствами глобальной асимпто-
тической и робастной устойчивости. Система (2.3) является обобщением (2.4), по-
этому ниже все определения рассматриваются для системы (2.3), со специальными
ссылками на (2.4) там, где это необходимо. Некоторые обозначения и стандартные
определения свойств устойчивости для систем (2.3) и (2.4) приведены в разделе 6.

2.2. Устойчивость от входа к вектору состояния

Более 20 лет назад один из авторов этой работы предложил [8] определение
свойства робастной устойчивости для системы (2.3), формулируемое путем обобще-
ния оценок полученных для устойчивых линейных систем (определения функций из
классов Kℒ, K, используемые далее, представлены в разделе 6).
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О п р е д е л е н и е 2.1 [8]. Система (2.3) называется устойчивой по входу-
состоянию (input-to-state stable), если для любого входа u ∈Mℝm и x0 ∈ ℝn суще-
ствуют функции � ∈ Kℒ,  ∈ K такие, что

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �(∣x0∣, t) + (∣∣u∣∣)(2.5)

для ∀ t ⩾ 0. Функция  называется нелинейным коэффициентом усиления.

Примем для этого нового свойства системы (2.3) сокращение УВС. Так как для
любых a, b ∈ ℝ+ выполнено max{a, b} ⩽ a+ b ⩽ 2 max{a, b}, то существует эквива-
лентная формулировка свойства УВС:

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ max{ �(∣x0∣, t), (∣∣u∣∣) }(2.6)

для всех x0 ∈ ℝn, u ∈ Mℝm и некоторых � ∈ Kℒ,  ∈ K. Очевидно, что полученная
оценка (2.2) для решений линейной системы (2.1) удовлетворяет определению УВС
для �(s, t) = a s e−b t и (s) = c s. Функции классов Kℒ, K позволяют сжато и в об-
щем виде записать оценки на решения нелинейных систем, так же как это делается
с использованием линейных коэффициентов усиления и экспоненциальных оценок в
линейных системах. Заметим, что для приложений имеет смысл находить наиболее
точные оценки на решения в определении УВС, для этого в зависимости от системы,
может быть удобнее использовать (2.6) вместо (2.5). Существует также более общая
форма этого определяющего неравенства [9], которое становится особенно полезным
при рассмотрении соединений УВС систем, где на вход одной системы подаются сиг-
налы нескольких систем. Далее рассмотрим развернутое описание свойства УВС и
его эквивалентные способы задания, для чего введем ряд сопровождающих свойств
динамических систем.

О п р е д е л е н и е 2.2 [10]. Система (2.3)

а) называется 0-локально устойчивой (0-ЛУ ), если для случая u = 0 отобра-
жение x0 → x непрерывно в точке x0 = 0 (локальная устойчивость по Ляпунову
в начале координат);

б ) имеет асимптотический коэффициент усиления, если для всех u ∈ Mℝm и
x0 ∈ ℝn существует функция  ∈ K – нелинейный асимптотический коэффициент
системы – такая, что

lim
t→+∞

∣x(t, x0, u)∣ ⩽  (∣∣u∣∣) ;

в) имеет равномерный асимптотический коэффициент усиления, если верхний
предел в предыдущем неравенстве существует равномерно по x0 и u, т.е. суще-
ствует функция  ∈ K такая, что ∀ " > 0, ∀� > 0 ∃T (", �) > 0:

∣x0∣ ⩽ � ⇒ sup
t⩾T (",�)

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ (∣∣u∣∣) + ";

г) имеет предельное свойство, если для всех u ∈ Mℝm и x0 ∈ ℝn существует
функция � ∈ K такая, что

inf
t⩾0

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ � (∣∣u∣∣) .

Условие б ) последнего определения можно интерпретировать как “предельную
ограниченность”, равномерную по начальным условиям всех решений УВС систе-
мы. Это условие также может быть интерпретировано как обобщение условия ат-
трактивности системы на случай, когда u ∕= 0. Условие г) означает, что для любых
начальных условий x0 ∈ ℝn и u ∈ Mℝm соответствующая им траектория системы
x(t, x0, u) входит в окрестность � (∣∣u∣∣) начала координат, но не обязательно остается
там (согласно предельному свойству затем эта траектория может быть и неограни-
ченной).
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О п р е д е л е н и е 2.3 [11]. Система (2.3) называется робастно (грубо) устой-
чивой, если существует функция � ∈ K∞, такая что для любого допустимого,
возможно, нестационарного закона управления обратной связи

u = k(t, x),

то из того, что этот закон управления равномерно глобально асимптотически
стабилизирует систему (2.3) (равномерно по k), следует выполнение условия

∣k(t, x)∣ ⩽ �(∣x∣) ∀x ∈ ℝn и почти всех t ⩾ 0.

Под допустимым законом управления обратной связи понимается закон k(t, x)
такой, что для x(0) ∈ ℝn решение системы

ẋ = f(x, k(t, x))

существует и определено как минимум для малых t, и два таких решения совпа-
дают на их интервале существования. Функция k(t, x) также может представлять
и неучтенную динамику или внешнее возмущение k(t). В этом случае функцию �
называют функцией границы устойчивости (stability margin) и согласно введенно-
му определению, если внешнее возмущение k ограничено по амплитуде функцией
границы устойчивости �, система сохраняет свойство устойчивости (она асимптоти-
чески устойчива, робастно для возмущений, ограниченных �). Важность и связь с
УВС введенных в определениях 2.2 и 2.3 свойств объясняется в следующей теореме.

Т е о р е м а 2.1 [10, 12]. Следующие свойства являются эквивалентными для
системы (2.3):

∙ УВС;
∙ существование равномерного асимптотического коэффициента усиления;
∙ 0-ЛУ и существование асимптотического коэффициента усиления;
∙ 0-ЛУ и наличие предельного свойства;
∙ робастная устойчивость.

Таким образом, свойство УВС может быть введено непосредственно через по-
нятия робастной устойчивости или асимптотического коэффициента усиления по
входу. Данные эквивалентные определения позволяют лучше понять особенности
свойства УВС, скрытые в оценке (2.5) из определения 2.1. Отметим еще одну важ-
ную особенность свойства УВС – его инвариантность относительно преобразований
координат. Если x – вектор состояния УВС системы, то, вводя в рассмотрение го-
меоморфное преобразование к новым координатам

⌢
x = S(x) (где S непрерывно

и существует непрерывное S−1, S(0) = 0), получим, что в новых координатах
⌢
x

система будет также УВС с модифицированными функциями � и . Подчеркнем,
что не всякое свойство устойчивости системы является независимым по отношению
к нелинейным преобразованиям координат, например свойство экспоненциальной
устойчивости таковым не является [2]! УВС и иные введенные понятия могут быть
легко обобщены на другие типы систем, такие как дискретные, гибридные, системы
с запаздыванием и более общие классы систем [13–15].

2.3. УВС функции Ляпунова

Аппарат функций Ляпунова [16] традиционно используется для анализа устойчи-
вости автономных систем (для u = 0). Рассматриваемое свойство устойчивости пред-
полагает наличие входа у системы. Принципиальным достижением прямого метода
Ляпунова является возможность анализировать (асимптотическое) поведение реше-
ний системы без вычисления собственно решений как функций времени и начальных
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условий (что является сложно разрешимой задачей для нелинейных систем). Прове-
ряются неравенства для некоторых функций вектора состояния и их производных,
с подстановкой функций правой части системы. Распространение этого подхода на
системы с входом было впервые осуществлено в теории диссипативных систем (см.
определение 6.3 этого вида устойчивости в разделе 6, [17, 18]), где для оценива-
ния решений систем использовались неравенства, зависящие от входа, выхода и со-
стояния системы, для производных соответствующих положительно определенных
функций (функций запаса). Оказывается, подобные неравенства также позволяют
определить качественные и количественные характеристики поведения решений воз-
мущенных систем, не вычисляя собственно решения во временной области. Именно
в этом смысле понимал и с этой целью вводил свои функции А.М. Ляпунов, в связи с
чем рассматриваемый ниже аппарат анализа получил название функций Ляпунова.

О п р е д е л е н и е 2.4 [8]. Гладкая функция V : ℝn → ℝ+ называется УВС функ-
цией Ляпунова, если для нее существуют функции �1, �2 ∈ K∞, �3, � ∈ K такие,
что выполнены условия:

�1(∣x∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣) ∀ x ∈ ℝn,

∣x∣ ⩾ �(∣u∣) ⇒ Lf(x,u)V (x) ⩽ −�3(∣x∣) ∀ x ∈ ℝn, u ∈ ℝm.(2.7)

Отметим, что коэффициент усиления �, вообще говоря, отличен от коэффици-
ента усиления , введенного в определении УВС. В [19] было введено понятие ди-
намической устойчивости от входа к вектору состояния (ДУВС), которое является
эквивалентным свойству УВС, однако при этом оно учитывает эффект затухания
влияния более ранних значений входа на текущие значения вектора состояния. Бо-
лее того, определение ДУВС и соответствующая ДУВС функция Ляпунова вводятся
таким образом, что соответствующие коэффициенты усиления совпадают. Эквива-
лентное определение УВС функции Ляпунова получится, если условие (2.7) заме-
нить на

DV (x)f(x, u) ⩽ �(∣u∣)− �(∣x∣) ∀ x ∈ ℝn, u ∈ ℝm,(2.8)

где �, � ∈ K∞.

Т е о р е м а 2.2 [8, 12]. Система (2.3) является УВС тогда и только тогда,
если для нее существует УВС функция Ляпунова.

Отметим, что для случая u = 0 УВС функция Ляпунова редуцируется к стан-
дартной функции Ляпунова для асимптотической устойчивости системы. В [20] по-
казано, что если у системы существует функция Ляпунова, то у нее существует и
гладкая “экспоненциальная” функция Ляпунова V : ℝn → ℝ+ такая, что для всех
x ∈ ℝn, u ∈ ℝm и некоторых �1, �2 ∈ K∞, � ∈ K выполнено

�1(∣x∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣), DV (x) f(x, u) ⩽ �(∣u∣)− V (x).

Важный и полезный механизм работы с УВС функциями Ляпунова, позволяю-
щий модифицировать в нуле или на бесконечности функции �, �3, �, �, предложен
в [21]. По определению диссипативных систем (определение 6.3) и форме УВС функ-
ции Ляпунова УВС системы формируют подкласс диссипативных систем (V – функ-
ция запаса, (�(∣u∣) − �(∣x∣)) – функция расхода). Рассмотрим простейшие примеры,
иллюстрирующие связь метода функций Ляпунова и свойства УВС. Вначале отме-
тим, что линейная система (2.1) является УВС тогда и только тогда, когда матри-
ца A гурвицева, в качестве функции Ляпунова может быть выбрана V (x) = xTPx,
где P = PT > 0 – решение соответствующего уравнения Ляпунова ATP + PA < 0.
Это следует из рассуждений, приведенных выше для линейных систем. Далее рас-
смотрим нелинейную систему

ẋ = −x3 + u, x, u ∈ ℝ.
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Выбрав V (x) =
1

2
x2, �3(s) =

1

2
s4, �(s) =

(

1√
2
s

)
2
3

, s ⩾ 0, получим, что

V̇ = x(−x3 + u) < −1

2
x4 = −�3(∣x∣),

если V (x) > �(∣u∣). Это означает, что эта система является УВС, а в качестве ее

УВС функции Ляпунова можно взять V (x) =
1

2
x2.

2.4. УВС стабилизируемость

Приведем результаты, позволяющие наделить заданную систему вида (2.3) свой-
ством УВС. Введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е 2.5 [11]. Будем называть систему (2.3) стабилизируемой, ес-
ли для нее существует закон управления

u = k(x)

(где k – непрерывная и дифференцируемая функция) такой, что замкнутая си-
стема управления глобально асимптотически устойчива в начале координат про-
странства состояний. Далее будем называть систему (2.3) УВС стабилизируе-
мой, если для нее существует закон управления

u = k(x) + v

(где v – новый вектор входа), обеспечивающий для замкнутой системы свойство
УВС по входу v. И наконец, будем называть систему (2.3) слабо УВС стабилизи-
руемой, если для нее существует закон управления

u = k(x) + Ω(x)v

(где матричная функция Ω – непрерывная и дифференцируемая, обратимая для
каждого x) такой, что замкнутая система является УВС по входу v.

Очевидно, что УВС стабилизируемая система является слабо УВС стабилизируе-
мой при Ω(x) = I, кроме того, по определению УВС, УВС стабилизируемая система
и слабо УВС стабилизируемая системы являются одновременно и стабилизируемы-
ми, так как при v = 0 получаем глобально асимптотически устойчивую систему.
Более того, справедливы следующие результаты.

Т е о р е м а 2.3 [11]. Если система (2.3) является стабилизируемой, то она и
слабо УВС стабилизируема.

Т е о р е м а 2.4 [8]. Если система (2.4) является стабилизируемой, то она и
УВС стабилизируема.

В работе [22] также показано, что если система (2.4) является глобально асимпто-
тически управляемой (т.е. для любого x0 ∈ ℝn существует u ∈ Mℝm , ∣∣u∣∣ ⩽ �(∣x0∣),
� ∈ K, такое, что ∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �(∣x0∣, t), � ∈ Kℒ, t ⩾ 0), то существует закон управ-
ления обратной связи u = k(x) + v, возможно с разрывной функцией k, такой, что
замкнутая система является УВС (так как система (2.4) с управлением k в общем
случае оказывается разрывной, то в [22] используется особое определение решений
такой возмущенной системы). Эти результаты устанавливают условия принципи-
альной разрешимости задачи УВС стабилизации, не предлагая выбор функций k
и Ω. Конкретные способы синтеза робастно стабилизирующих законов управления
для различных классов систем будут рассмотрены в разделе 5.
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2.5. Связь устойчивости операторов вход-состояние и УВС

Рассмотрим еще ряд свойств УВС системы. Эти свойства основываются на ис-
следовании операторов отображения пространства входов в пространство состояний
нелинейной динамической системы, аналогичные рассмотренным для линейной си-
стемы во введении.

О п р е д е л е н и е 2.6 [6]. Будем говорить, что система (2.3) наделена свой-
ством “L∞ в L∞”, если существуют функции �,  ∈ K∞ и � ∈ Kℒ такие, что
∀ x0 ∈ ℝn, ∀ u ∈Mℝm выполнено

�(∣x(x0, t, u)∣) ⩽ �(∣x0∣, t) + sup
s∈[ 0,t]

(∣u(s)∣) ∀ t ⩾ 0.

О п р е д е л е н и е 2.7 [6]. Будем говорить, что система (2.3) наделена свой-
ством “L2 в L∞”, если существуют функции �,  ∈ K∞ и � ∈ Kℒ такие, что для
∀ x0 ∈ ℝn, ∀ u ∈Mℝm выполнено

�(∣x(x0, t, u)∣) ⩽ �(∣x0∣, t) +
t
∫

0

(∣u(s)∣) ds ∀ t ⩾ 0.

О п р е д е л е н и е 2.8 [6]. Будем говорить, что система (2.3) наделена свой-
ством “L2 в L2”, если существуют функции �, , � ∈ K∞ такие, что для ∀ x0 ∈ ℝn,
∀ u ∈Mℝm выполнено

t
∫

0

�(∣x(s)∣) ds ⩽ �(∣x0∣) +
t
∫

0

(∣u(s)∣) ds ∀ t ⩾ 0.

Определение 2.6 содержит естественное продолжение на нелинейные системы
понятия конечного L1 оператора от входа к выходу при условиях нелинейной за-
мены координат [6]. Определение 2.7 означает в этом случае существование вход-
выходного оператора с конечной H2 нормой. Третье свойство 2.8 является развити-
ем на нелинейные системы понятия оператора с конечной H∞ нормой. Имеет место
следующая лемма.

Л е мма 2.1 [6]. Система (2.3) является УВС тогда и только тогда, когда она
наделена одним из свойств, данных в определениях 2.6 и 2.8.

Подобное заключение устанавливает еще одну параллель между свойствами УВС
для нелинейной системы и глобальной асимптотической устойчивостью линейной
системы, где также выполнено это соотношение. Свойство, заданное в определе-
нии 2.7, является более слабым, чем УВС. Отметим, что подобного типа динамиче-
ская система будет наделена свойством продолжимости решений. В [6] это свойство
динамической системы (2.3) получило название интегральной устойчивости от вхо-
да к вектору состояния (ИУВС). Отметим очевидное соотношение свойств УВС и
ИУВС нелинейных динамических систем [6]: если система (2.3) является УВС, то
она также и ИУВС. Свойство ИУВС – это первое родственное УВС свойство, приве-
денное в обзоре, построенное на базе “концепции УВС”: т.е. как это будет показано
далее, оно имеет схожие способы формулировки, связь с устойчивостью линейных
систем, эквивалентное выражение через функцию Ляпунова. Более подробно осо-
бенности свойства ИУВС, а также другие дополнительные свойства устойчивости,
получаемые в рамках УВС концепции, рассмотрены в разделе 3.

3. Сопутствующие УВС свойства

Рассмотрим свойство ИУВС и другие характеристики динамических систем,
сформулированные на базе УВС концепции.
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3.1. Интегральная устойчивость от входа к вектору состояния

Подчеркнем важную особенность “L2 в L∞” устойчивых систем.

Л е мма 3.1 [6]. Если решения системы (2.3) удовлетворяют оценке из опре-
деления 2.7, то для любого u такого, что

∞
∫

0

(∣u(s)∣) ds <∞,

и для любых x0 ∈ ℝn следует: x(t, x0, u) → 0 при t → + ∞.

Приведем далее необходимые и достаточные условия свойства ИУВС динамиче-
ской системы, для чего введем несколько полезных определений.

О п р е д е л е н и е 3.1 [23]. Будем называть непрерывно дифференцируемую
функцию V : ℝn → ℝ+ ИУВС функцией Ляпунова, если для нее существуют функ-
ции �1, �2 ∈ K∞, � ∈ K и положительно определенная непрерывная функция �3

такие, что

�1(∣x∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣) ∀ x ∈ ℝn

и

DV (x) f(x, u) ⩽ −�3(∣x∣) + �(∣u∣) ∀ x ∈ ℝn, u ∈ ℝm.

Подчеркнем основное отличие УВС и ИУВС функций Ляпунова: для УВС си-
стемы функция �3 ∈ K∞. Далее рассмотрим систему (2.3) с выходом:

ẋ = f(x, u), y = ℎ(x),(3.1)

где ℎ : ℝn → ℝp – непрерывная функция. Для любого x0 ∈ ℝn и u ∈Mℝm обозначим
y(t, x0, u) = ℎ(x(t, x0, u)) для всех t ⩾ 0, где определено решение системы (3.1).
В дальнейшем обозначим множество нуль-динамики системы (3.1) Z = {x ∈ ℝn :
ℎ(x) = 0}.

О п р е д е л е н и е 3.2 [23, 24]. Система (3.1) называется детектируемой в нуле
по выходу ℎ, если для любого x0 ∈ ℝn выполняется

y(t, x0, 0) = 0, t ⩾ 0 ⇒ lim
t→+∞

∣x(t, x0, 0)∣ = 0.

Система (3.1) называется ℎ-диссипативной если существует непрерывно диффе-
ренцируемая, радиально неограниченная и положительно определенная функция
W : ℝn → ℝ+, � ∈ K и положительно определенная функция �4 такие, что

DW (x)f(x, u) ⩽ −�4(∣ℎ(x)∣) + �(∣u∣) ∀ x ∈ ℝn, u ∈ ℝm.

Если это свойство верно для гладкой функции W , то система (3.1) называется
гладко ℎ-диссипативной.

Для детектируемой в нуле по выходу ℎ системы, множество Z является инвари-
антным при u = 0 и сформировано решениями системы (3.1) с тождественно рав-
ным нулю входом и выходом (решениями системы нуль-динамики), асимптотически
стремящимися к положению равновесия в начале координат.

Т е о р е м а 3.1 [23, 25]. Для системы (2.3) следующие утверждения эквива-
лентны:

1. Система является ИУВС;

2. У системы существует гладкая ИУВС функция Ляпунова;

11



3. Существует выход ℎ, который делает систему гладко ℎ-диссипативной и
детектируемой в нуле;

4. Система является глобально асимптотически устойчивой для u = 0 и суще-
ствует гладкая положительно определенная и радиально неограниченная функция
V : ℝn → ℝ+ такая, что

DV (x)f(x, u) ⩽ �(∣u∣)

для всех x ∈ ℝn, u ∈ ℝm и некоторой � ∈ K;

5. Существует гладкая положительно определенная и радиально неограничен-
ная функция W : ℝn → ℝ+, функции , � ∈ K∞ и положительно определенная

функция b с
+∞
∫

0

dr

1 + b(r)
= +∞ такие, что для всех x ∈ ℝn∖{0}, u ∈ ℝm выполнено

∣x∣ ⩾ �(∣u∣) ⇒ DW (x)f(x, u) < (∣u∣)b[W (x)];

6. Существуют функции W , , �, b, удовлетворяющие условиям п. 5, и по-
ложительно определенная функция � такие, что для всех x ∈ ℝn∖{0}, u ∈ ℝm

выполнено

∣x∣ ⩾ �(∣u∣) ⇒ DW (x)f(x, u) ⩽ −�(∣x∣) + (∣u)b[W (x)].

Таким образом, ИУВС свойство имеет такой же развернутый набор эквивалент-
ных способов задания, что и УВС, отличие состоит только в робастности системы по
отношению к различным видам входных воздействий. Общий стиль описания этих
свойств позволяет отнести их к единой концепции устойчивости. Отметим, что в [26]
доказана эквивалентность свойства ИУВС и ослабленного свойства “L2 в L2”, когда
для всех x0 ∈ ℝn, u ∈Mℝm существуют �, , �, � ∈ K∞ такие, что выполнено

t
∫

0

�(∣x(s)∣) ds ⩽ �(∣x0∣) + �

⎛

⎝

t
∫

0

(∣u(s)∣) ds

⎞

⎠ ∀ t ⩾ 0.

Отличие этого свойства от введенного в определении 2.8 состоит в функции �,
появление которой может быть интерпретировано как “Lp в Lq” устойчивость систе-
мы при q ∕= p. В качестве примера ИУВС системы, не являющейся УВС, рассмотрим
следующую

ẋ = − x

x2 + 1
+ u, x, u ∈ ℝ.

Очевидно, что эта система не является УВС. Например, при u ≡ 1 выполняется

ẋ ⩾
1

2
и для любого начального условия решение будет неограниченным. Рассмот-

рим в качестве кандидата ИУВС функции Ляпунова V (x) = ∣x∣. Эта функция диф-
ференцируема на всей числовой оси за исключением начала координат. Продиффе-
ренцировав эту функцию, в силу уравнений системы получим

V̇ = − ∣x∣
x2 + 1

+ sign(x)u ⩽ − ∣x∣
x2 + 1

+ ∣u∣, x ∕= 0.

Определяя �3(∣x∣) =
∣x∣

x2 + 1
, �(∣u∣) = ∣u∣, мы видим, что функция V является ИУВС

функцией Ляпунова для рассматриваемой системы. Можно показать что система

ẋ = −x+ xu,
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рассмотренная выше, также является ИУВС системой, более того, любая билиней-
ная система

ẋ =

(

A+

m
∑

i=1

uiAi

)

x+Bu, x ∈ ℝn, u = (u1, . . . , um)T ∈ ℝm,

является ИУВС тогда и только тогда, если матрицы A,A1, . . . , Am гурвицевы [3].

3.2. Локальная устойчивость от входа к вектору состояния

Интересным обобщением свойства УВС является его локальная версия (ЛУВС)
[10, 27, 28].

О п р е д е л е н и е 3.3. Система (4.2) называется локально устойчивой по входу-
состоянию (ЛУВС ), если существуют положительные числа �0, �u и функции
 ∈ K∞, � ∈ Kℒ, такие что для всех начальных значений ∣x0∣ ⩽ �0 и входов
∣∣u∣∣ ⩽ �u выполняется

x(t, x0, u) < �(∣x0∣, t) + (∣∣u∣∣∞), t ⩾ 0.(3.2)

Очевидно, что при �0 = ∞, �u = ∞ получаем обычное свойство УВС. Отметим,
что множество ЛУВС систем содержит класс ИУВС как подмножество, которое,
в свою очередь, содержит множество УВС систем. Функция Ляпунова для ЛУВС
систем определяется аналогично случаю УВС, при этом импликация

V (x) ≥ (∣u∣) =⇒ DV (x) ⋅ f(x, u) ≤ −�(V (x))(3.3)

должна выполняться лишь для ∣x∣ ⩽ �0 и ∣u∣ ⩽ �u. Аналогично можно опреде-
лить локальные версии равномерного асимптотического коэффициента усиления,
асимптотической устойчивости и т.д. В качестве примера ЛУВС системы рассмот-
рим следующую:

ẋ = −x+ x2 + u, x, u ∈ ℝ.

Эта система при нулевом входе имеет два положения равновесия, поэтому не явля-
ется глобально асимптотически устойчивой, а значит, не является УВС. Однако если
ввести ограничения на начальные условия и входной сигнал, например потребовав

∣x(0)∣ < 1

2
и ∣u∣ < 1

4
, то нетрудно убедиться, что эта система является ЛУВС, для

чего можно выбрать V (x) = ∣x∣ в качестве ЛУВС функции Ляпунова.

Далее рассмотрим системы с выходом и соответствующие свойства робастной
устойчивости.

3.3. Устойчивость от выхода и входа к вектору состояния

Рассмотрим дуальное УВС свойство относительно вектора выхода для системы

ẋ = f(x), y = ℎ(x),(3.4)

где векторная функция f – локально липшицева и непрерывна; ℎ – непрерывно
дифференцируема и f(0) = 0. Для линейных систем подобное свойство получило
название “обнаруживаемости” или минимально-фазовости.

О п р е д е л е н и е 3.4 [29]. Система (3.4) называется устойчивой по выходу-
состоянию (ВСУ ), если существуют функции � ∈ Kℒ и  ∈ K такие, что для
всех x0 ∈ ℝn и всех t ∈ [0, tmax) выполнено

∣x(t, x0)∣ ⩽ �(∣x0∣, t) + (∣∣y[0,t]∣∣).
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Здесь tmax = tmax(x0) ⩽ +∞ задает интервал, на котором априори определено ре-
шение системы (3.4), y(t) = ℎ[x(t, x0)] – функция выхода, y[0,t] – сужение решения
y(t) на временной интервал [0, t].

О п р е д е л е н и е 3.5 [29]. Функция V : ℝn → ℝ+ называется ВСУ функцией
Ляпунова для системы (3.4), если:

1. Существуют функции �1, �2 ∈ K∞ такие, что выполнено

�1(∣x∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣) ∀ x ∈ ℝn;

2. Функция V непрерывно дифференцируема вдоль траекторий системы (3.4),
при этом существуют функции �, � ∈ K∞:

DV (x)f(x) ⩽ −�(∣x∣) + �(∣y∣) ∀ x ∈ ℝn и t ∈ [0, tmax).

Справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а 3.2 [29]. Система (3.4) является ВСУ тогда и только тогда, когда
у нее существует ВСУ функция Ляпунова.

Таким образом, замена входа на выход в оценках из определений 2.1–3.4 при-
водит к аналогичной модификации функций Ляпунова. Приведем здесь еще один
интересный результат.

Л е мма 3.2 [30]. Пусть у системы (2.4) существует глобально определенная
нормальная форма [31], т.е. существует гладкое преобразование координат x =
= Φ(y, z) такое, что в новых координатах уравнения (2.4) примут вид:

ż = q(z, y), z ∈ ℝn−p;(3.5)

ẏ = a(z, y) +B(z, y)u, y ∈ ℝp.

Система (2.4) будет ВСУ тогда и только тогда, когда подсистема (3.5) (на под-
многообразии нуль-динамики) наделена свойством УВС относительно y.

Отметим, что свойство УВС для z-подсистемы надо понимать только относи-
тельно функций выхода системы (2.4), а не относительно любого измеряемого вхо-
да y для z-подсистемы. Определение свойства устойчивости от выхода к состоянию
и входу (когда вектора состояния и входа ограничены не только нормой выхода,
но и нормами его производных) дано в [32], подобное свойство может рассматри-
ваться в качестве развития свойств ВСУ и робастной минимально-фазовости [5].
В [29, 33] было предложено несколько вариантов развития свойства УВС на системы
с выходом (3.1). В частности, следующее свойство является огрубленным аналогом
свойства детектируемости в нуле (см. определение 3.2 и [24]), его также можно рас-
сматривать как развитие свойства ВСУ на системы с входом (3.1). В данном случае
векторная функция ℎ – непрерывно дифференцируема.

О п р е д е л е н и е 3.6 [29]. Система (3.1) называется вход-выход – вектор со-
стояния устойчивой (ВВСУ ), если существуют функции � ∈ Kℒ и 1, 2 ∈ K
такие, что ∀ x0 ∈ ℝn, ∀ u ∈Mℝm и всех t ∈ [0, tmax(x0, u)) выполнено

∣x(t, x0)∣ ⩽ �(∣x0∣, t) + 1(∣∣u[0,t]∣∣) + 2(∣∣y[0,t]∣∣).

Здесь tmax(x0, u) ⩽ +∞ задает интервал определения решения системы (3.1), y(t) =
= ℎ[x(t, x0, u) ] – как и ранее, функция выхода.

О п р е д е л е н и е 3.7 [29]. ВВСУ функция Ляпунова для системы (3.1) будет
функция V со следующими свойствами:

1. Существуют функции �1, �2 ∈ K∞ такие, что выполнено

�1(∣x∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣) ∀ x ∈ ℝn;
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2. Функция V непрерывно дифференцируема вдоль траекторий системы (3.1),
при этом существуют функции �, �1, �2 ∈ K∞ такие, что

DV (x)f(x, u) ⩽ −�(∣x∣) + �1(∣u∣) + �2(∣y∣) ∀x ∈ ℝn, u ∈ ℝm.

В условиях определений 3.6 и 3.7 теорема 3.2 допускает следующее развитие.

Т е о р е м а 3.3 [29]. Система (3.1) является ВВСУ тогда и только тогда, ко-
гда у нее существует ВВСУ функция Ляпунова.

Дополнительные эквивалентные способы задания свойства ВВСУ приведены в [34].
Оба свойства, ВСУ и УВВС, имеют схожие формулировки в виде оценок на решения
системы, заданные функциями из классов Kℒ, K, следующие из соответствующих
функций Ляпунова, что позволяет отнести свойства к общей УВС концепции.

3.4. Связь ВВСУ и существования наблюдателя нормы вектора состояния

Кроме элегантной теоретической формулировки в рамках УВС концепции свой-
ство ВВСУ имеет интересный практический аспект, связанный с существованием
наблюдателя нормы вектора состояния для этого типа систем.

О п р е д е л е н и е 3.8 [35]. Система ż = g(z, y, u),  = �(z, y), z ∈ ℝl, g :
ℝl+p+m → ℝl, � : ℝl+p → ℝ+, называется наблюдателем нормы вектора состояния
для (3.1), если:

а) существуют функции �1 ∈ Kℒ и 1, 2 ∈ K такие, что для всех x0 ∈ ℝn,
z0 ∈ ℝl, u ∈Mℝm на всем интервале определения решений выполняется

∣ (t, z0, y(t, x0, u), u)∣ ⩽ �1(∣z0∣, t) + 1(∣∣y∣∣[0,t]) + 2(∣∣u∣∣[0,t]);

б ) существуют функции �2 ∈ Kℒ и � ∈ K такие, что для всех x0 ∈ ℝn, z0 ∈ ℝl,
u ∈Mℝm на всем интервале определения решений выполняется

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �(∣x0∣+ ∣z0∣, t) + �(∣ (t, z0, y(t, x0, u), u)∣).

Т е о р е м а 3.4 [35]. Система (3.1) допускает существование наблюдателя нор-
мы вектора состояния тогда и только тогда, когда она ВВСУ.

Как уже отмечалось, свойство ВВСУ является огрубленным аналогом свойства
детектируемости (т.е. при тождественно равных нулю входе и выходе вектор со-
стояния стремится к нулю, а при ограниченных входе и выходе состояние также
ограничено). Согласно последнему утверждению наличие этого свойства означает
существование механизма вычисления количественных оценок на норму состояния
(ограниченность на качественном уровне следует из самого свойства). Например ес-
ли система обладает ВВСУ функцией Ляпунова из определения 3.7, то для z ∈ ℝ+

можно выбрать g(z, y, u) = −� ∘ �−1
2 (z) + �1(∣u∣) + �2(∣y∣), �(z, y) = �−1

1 (z), �(s) = s.

3.5. Устойчивость от входа к выходу

Рассмотрим обобщение свойства УВС на системы с выходом (3.1) (определение
используемого здесь свойства наблюдаемости неограниченности (НН) приведено в
разделе 6).

О п р е д е л е н и е 3.9 [33, 36]. Система (3.1), наделенная свойством НН, явля-
ется устойчивой по входу-выходу (УВВ), если существуют функция � ∈ Kℒ и
 ∈ K такие, что ∀ t ⩾ 0, x0 ∈ ℝn, u ∈Mℝm выполняется

∣y(x0, u, t)∣ ⩽ �(∣x0∣, t) + (∣∣u∣∣);
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если дополнительно система устойчива по Лагранжу по выходу (ЛУВ), т.е.
существуют функции �1, �2 ∈ K такие, что для ∀ t ⩾ 0, x0 ∈ ℝn выполняется

∣y(x0, d, t)∣ ⩽ �1(∣ℎ(x0)∣) + �2(∣∣u∣∣),

то система называется устойчивой по Лагранжу от входа к выходу (ЛУВВ);

если для системы существуют функции � ∈ Kℒ и  ∈ K такие, что для ∀ t ⩾ 0,
x0 ∈ ℝn выполняется

∣y(x0, u, t)∣ ⩽ �(∣ℎ(x0)∣, t) + (∣∣u∣∣),

то система называется устойчивой от входа к выходу независимо от вектора
состояния (УВВНС );

система называется робастно устойчивой по выходу (РУВ), если для нее су-
ществуют функции � ∈ K∞ и � ∈ Kℒ такие, что система

ẋ = g(x, d) = f(x, d�(∣y∣)), y = ℎ(x)

наделена свойством НН и оценка

∣y�(x0, d, t)∣ ⩽ �(∣x0∣, t)

выполнена ∀ t ⩾ 0, x0 ∈ ℝn, d ∈ MB, где B = {d ∈ ℝm : ∣d∣ ⩽ 1} и y�(x0, d, t) –
решение по выходу этой системы.

Для случая ℎ(x) = x свойства УВВ и УВВНС редуцируются к УВС. В случае
исследования асимптотических свойств устойчивости по выходу необходимо преду-
сматривать существование решений для всех t ⩾ 0, так как в общем случае воз-
можна ситуация, когда выход y(t) ограничен или стремится к нулю, в то время как
решение x(t) существует только на конечном интервале времени (для решения этой
проблемы в определении 3.9 и вводится свойство НН, ослабленный аналог свойства
продолжимости решений для систем с выходом). Отличие свойства УВВ от УВС
(УВВНС) состоит в том, что для УВВ системы из малости ∣ℎ(x0)∣ не следует, что
общее отклонение системы ∣y(t)∣ будет мало, оно пропорционально неоцениваемой
величине ∣x0∣. Для УВС или УВВНС систем в Kℒ оценках слева и справа стоит оди-
наковая переменная (x(t) или y(t) соответственно). В заключение, можно следую-
щим образом прокомментировать робастную устойчивость по выходу системы (3.1):
система является равномерно устойчивой по выходу относительно входа из B для
любого закона управления обратной связи по выходу, ограниченного функцией � –
функцией границы робастности системы.

Л е мма 3.3 [36]. Для системы (3.1), наделенной свойством НН, верны следую-
щие отношения:

УВВНС ⇒ ЛУВВ ⇒ УВВ ⇒ РУВ.

Все обратные соотношения в общем случае не выполняются.

Подчеркнем, что для случая устойчивости по состоянию (ℎ(x) = x) из РУВ сле-
дует УВВНС.

О п р е д е л е н и е 3.10 [37, 38]. Для системы (3.1) гладкая функция V и функция
� : ℝn → ℝ+ называются УВВ функцией Ляпунова и вспомогательным модулем,
если существуют функции �1, �2 ∈ K∞, удовлетворяющие для всех x ∈ ℝn

�1(∣ℎ(x)∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣),(3.6)

и существует � ∈ K и �3 ∈ Kℒ такие, что для всех x ∈ ℝn, u ∈ ℝm

V (x) > �(∣u∣) ⇒ DV (x)f(x, u) ⩽ −�3 (V (x), �(x)) ;(3.7)
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дополнительно, для всех u ∈ Mℝm и x0 ∈ ℝn и для некоторой � ∈ K для любого
T ⩾ 0:

V (x(t, x0, u)) > �(∣u(t)∣),
t ∈ [0, T ) ⇒ � (x(t, x0, u)) ⩽ max {�(∣x0∣), �(∣∣u∣∣)} .

Функция V называется ЛУВВ функцией Ляпунова, если неравенство (3.6) мо-
жет быть усилено до:

�1(∣ℎ(x)∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣ℎ(x)∣), �1, �2 ∈ K∞.(3.8)

Функция V называется УВВНС функцией Ляпунова, если для некоторых
�1, �2 ∈ K∞ выполнено неравенство (3.8) и существуют функции �, �3 ∈ K та-
кие, что для всех x ∈ ℝn и u ∈ ℝm:

V (x) > �(∣u∣) ⇒ DV (x)f(x, u) ⩽ −�3 (V (x)) .

Функция V называется РУВ функцией Ляпунова, если для некоторых
�1, �2 ∈ K∞ выполнено неравенство (3.6) и существуют функции � ∈ K и �3 ∈ Kℒ
такие, что для всех x ∈ ℝn и u ∈ ℝm:

∣y∣ > �(∣u∣) ⇒ DV (x)f(x, u) ⩽ −�3 (V (x), ∣x∣) .

В [37] УВВ функция Ляпунова вводилась для систем, наделенных свойством
ограниченный-вход-ограниченное-состояние (ОВОС), определенным в разделе 6.
В этом случае функция ∣x∣ может быть использована в качестве вспомогательно-
го модуля �, а неравенство (3.7) может быть представлено следующим образом:

V (x) > �(∣u∣) ⇒ DV (x)f(x, u) ⩽ −�3(V (x), ∣x∣).

Т е о р е м а 3.5 [37, 38]. Пусть система (3.1) наделена свойством НН. Следую-
щие свойства являются эквивалентными:

1) система (3.1) УВВ (ЛУВВ, УВВНС );

2) у системы (3.1) существует УВВ (ЛУВВ, УВВНС ) функция Ляпунова и
вспомогательный модуль.

Подчеркнем, что для случая УВВНС вспомогательный модуль не требуется.

Т е о р е м а 3.6 [37]. Пусть система (3.1) наделена свойством ОВОС. Тогда ес-
ли у системы (3.1) существует УВВ (ЛУВВ, УВВНС, РУВ) функция Ляпунова со
вспомогательным модулем ∣x∣, то система (3.1) является УВВ (ЛУВВ, УВВНС,
РУВ).

Отличие свойств УВВ и УВВНС становится более явным при сравнении соот-
ветствующих функций Ляпунова. Для свойства УВВНС функция Ляпунова огра-
ничена сверху функцией расстояния до множества, тогда как для УВВ системы
функция Ляпунова может возрастать пропорционально норме вектора состояния.
В соответствии с концепцией УВС систем свойство устойчивости от входа к выходу
в ряде случаев может быть охарактеризовано с использованием асимптотических
коэффициентов.

О п р е д е л е н и е 3.11 [39]. Система (3.1), наделенная свойством НН, имеет
асимптотический коэффициент усиления по выходу, если для всех u ∈ Mℝm и
x0 ∈ ℝn существует функция  ∈ K такая, что

lim
t→+∞

∣y(t, x0, u)∣ ⩽  (∣∣u∣∣) .
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Т е о р е м а 3.7 [39]. Система (3.1), наделенная свойством НН, является УВВ
тогда и только тогда, когда она ЛУВ и имеет асимптотический коэффициент
усиления по выходу.

Устойчивость нелинейных систем – сложная область исследования, поэтому в
ряде случаев, когда не удается построить требуемую функцию Ляпунова, проще
использовать эквивалентные формулировки устойчивости в виде асимптотических
коэффициентов усиления, приведенные в определениях 2.2–3.11.

3.6. Свойства УВС и ИУВС по отношению к множеству

Расширение свойства УВС на случай компактных множеств содержится в [40–42].
В этом случае предполагается, что система (2.3) имеет компактное инвариантное
при нулевом входе u множество A. Система (2.3) называется УВС по отношению
к A, если для любого входа u ∈Mℝm и x0 ∈ ℝn существуют функции � ∈ Kℒ,  ∈ K
такие, что ∀ t ⩾ 0

∣x(t, x0, u)∣A ⩽ �(∣x0∣A, t) + (∣∣u∣∣).

Если A = {0}, то последнее неравенство редуцируется к стандартной оценке
из определения 2.1. При u = 0 свойство УВС по отношению к компактному мно-
жеству сводится к свойству робастной глобальной асимптотической устойчивости
(РГАУ), введенному в разделе 6. Свойство УВС по отношению к множеству также
является вариантом формулировки свойства практической устойчивости по входу-
состоянию [43], когда для всех x0 ∈ ℝn, u ∈ Mℝm существуют функции � ∈ Kℒ,
 ∈ K и константа " > 0 такие, что

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �(∣x0∣, t) + (∣∣u∣∣) + ".

Оказывается, что УВС функция Ляпунова для компактных множеств формули-
руется аналогично определению 2.4 и является эквивалентом УВС по отношению к
компакту A: гладкая функция V : ℝn → ℝ+ называется УВС функцией Ляпунова
по отношению к A, если существуют функции �1, �2, � ∈ K∞ и � ∈ K такие, что для
всех x ∈ ℝn, u ∈ ℝm выполнены неравенства

�1(∣x∣A) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣A),
DV (x)f(x, u) ⩽ �(∣u∣)− �(∣x∣A).

Отметим, что подстановка ℎ(x) = ∣x∣A переводит свойство УВС по отношению
к множеству A в свойство УВВНС по выходу y = ℎ(x). Подчеркнем, что УВВНС
не является вариантом свойства УВС по отношению к множеству в иных обозначе-
ниях, УВВНС является более “сложным” свойством устойчивости, так как в общем
случае стремление y(t) → 0 при t → +∞ может не означать, что одновременно
x(t) → Z. Случай некомпактного множества A анализируется в [44]. Для случая
некомпактного множества A необходимо учитывать определенность решений систе-
мы (3.1) для всех t ⩾ 0 и вводить требование на наличие свойства продолжимости
решений или по аналогии с УВВ свойства НН. Свойство ИУВС по отношению к
множеству сформулировано в [45]: система (2.3) называется ИУВС по отношению
к A, если для любого входа u ∈ Mℝm и x0 ∈ ℝn существуют функции � ∈ Kℒ,
�,  ∈ K∞ такие, что ∀ t ⩾ 0

�(∣x(t, x0, u)∣A) ⩽ �(∣x0∣A, t) +
t
∫

0

(∣u(�)∣) d� .
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Для A = {0} последнее неравенство редуцируется к оценке из определения 2.7
и при u = 0 свойство ИУВС по отношению к множеству сводится к свойству
РГАУ. Функция Ляпунова для этого свойства строится аналогично определению 3.1:
непрерывно дифференцируемая функция V : ℝn → ℝ+ называется ИУВС функ-
цией Ляпунова по отношению к множеству A, если для нее существуют функции
�1, �2 ∈ K∞, � ∈ K и положительно определенная непрерывная функция � такие,
что ∀x ∈ ℝn, u ∈ ℝm

�1(∣x∣A) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣A),
DV (x)f(x, u) ⩽ −�(∣x∣A) + �(∣u∣).

Отличие между УВС и ИУВС функциями Ляпунова по отношению к множеству
состоит в требованиях, предъявляемых к функции � (для УВС случая � ∈ K∞).
Существование у системы ИУВС функции Ляпунова по отношению к компактному
множеству A служит достаточным условием для ИУВС по отношению к A. По
аналогии с теоремой 3.1 можно показать [45], что другими достаточными условиями
свойства ИУВС по отношению к компактному множеству A являются:

1. Существует выход ℎ (∣ℎ(x)∣ ⩽ �(∣x∣A), � ∈ K∞) со свойством x0 ∈ ℝn, y(t, x0, 0) =
= 0, t ⩾ 0 ⇒ limt→+∞ ∣x(t, x0, 0)∣A = 0, и существуют непрерывно дифференцируе-
мая функция W : ℝn → ℝ+, �1, �2 ∈ K∞, � ∈ K и положительно определенная
функция �4 такие, что для всех x ∈ ℝn, u ∈ ℝm

�1(∣x∣A) ⩽W (x) ⩽ �2(∣x∣A),
DW (x)f(x, u) ⩽ −�4(∣ℎ(x)∣) + �(∣u∣);

2. Выполнено свойство РГАУ по отношению к A для u = 0, и существует непре-
рывно дифференцируемая функция V : ℝn → ℝ+, �1, �2 ∈ K∞, � ∈ K такие, что
для всех x ∈ ℝn, u ∈ ℝm

�1(∣x∣A) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣A),
DV (x)f(x, u) ⩽ �(∣u∣).

3.7. Связь свойств УВВ, УВС и ВВСУ

Свойство УВВ характеризует “внешнюю” устойчивость системы (3.1), т.е. устой-
чивость по отношению к внешним для системы входному и выходному сигналам.
Свойство УВС гарантирует “внутреннюю” устойчивость системы, или ограничен-
ность вектора состояния в присутствии ограниченного входа. Интуитивно свойство
робастной детектируемости (ВВСУ) задает связь между “внешними” сигналами u,
y и “внутренним” состоянием системы x – связь между “внешней” и “внутренней”
устойчивостью. Оказывается, эта интуитивная связь имеет фундаментальное при-
ложение.

Т е о р е м а 3.8 [43]. Система (3.1) является УВС тогда и только тогда, когда
она ВВСУ и УВВ.

Заканчиваем рассмотрение каталога свойств, полученных в рамках УВС концеп-
ции, и переходим к представлению результатов по использованию рассматриваемой
теории в приложениях. Более подробно список различных свойств, сопутствующих
УВС, дан в обзоре [2].

4. Соединения УВС, ИУВС и ЛУВС систем

Концепция УВС оказывается удобной для изучения различных соединений нели-
нейных систем, что, в частности, позволяет исследовать системы большой размер-
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ности. Рассмотрим n уравнений

ẋi = fi(x1, . . . , xn, ui), i = 1, . . . , n,(4.1)

где для i-го уравнения xi ∈ ℝNi является состоянием, а xj ∈ ℝNj , j ∕= i, и ui ∈ ℝMi –
входом. Обозначая N =

∑n
i=1Ni, M =

∑n
i=1Mi, x = (xT

1 , . . . , x
T

n )
T, u = (uT

1 , . . . , u
T

n )
и соответствующим образом вводя f : ℝN+M → ℝN , совокупность уравнений (4.1)
можно записать в виде одной системы, являющейся соединением n подсистем,

ẋ = f(x, u).(4.2)

Рассуждая обратным образом, систему большой размерности (4.2), нередко уда-
ется представить в виде соединения нескольких систем (4.1) меньшей размерности.
Возникает вопрос: можно ли по свойствам УВС/ИУВС каждой из подсистем в (4.1)
сделать вывод об устойчивости целой системы (4.2). Анализ или синтез свойства
УВС/ИУВС для редуцированных систем (4.1) меньшей размерности может в ряде
случаев иметь более простое решение, чем для (4.2). Каждой такой связной системе
можно сопоставить сеть или граф, вершинами которого являются отдельные систе-
мы i = 1, . . . , n, а направленное ребро от вершины i к вершине j принадлежит графу
тогда и только тогда, когда xi является входом для системы j, т.е. когда fj явно
зависит от xi, в противном случае это ребро отсутствует. Предположим, что каждая
система (4.1) является УВС, т.е. для любого входа xj , i ∕= j = 1, . . . , n, ui ∈ ℝMi и
начального состояния x0i выполняется

∣xi(t)∣ ⩽ max

{

�(∣x0i ∣, t), max
j=1,...,n

ij(∣∣xj ∣∣), i(∣∣u∣∣)
}

(4.3)

(напомним, что будет получено эквивалентное определение УВС, если в этом нера-
венстве максимумы соответствующих функций заменить их суммой). Что можно
сказать об устойчивости всей системы (4.2)? Оказывается, что последовательное со-
единение систем УВС всегда является УВС. Для двух систем это легко показать,
используя определение УВС для траекторий и подставляя одну оценку в другую.
Кроме того, не сложно построить функцию Ляпунова для такого соединения, если
даны функции Ляпунова для каждой из подсистем. Эти рассуждения легко обоб-
щаются на случай произвольной структуры последовательного соединения n ⩾ 2
систем, т.е. такого соединения, граф которого является деревом (не содержит ни
одного цикла). В случае соединения с обратной связью устойчивость может нару-
шаться. Для установления устойчивости двух систем с обратной связью были раз-
работаны условия малости коэффициента усиления [43]:

12 ∘ 21(s) < s ∀s > 0,(4.4)

означающие, что композиция этих функций является сжимающим отображением.
Если же в определении УВС влияние входа отражено суммой коэффициентов усиле-
ния вместо максимума этих функций, то условие малого коэффициента запишется
в виде [46]:

(s+ �1(s)) ∘ 12 ∘ (s+ �2(s)) ∘ 21(s) < s ∀s > 0,(4.5)

где �1, �2 могут быть выбраны произвольными из класса K-функций. Более того,
в случае, если это условие выполняется, функция Ляпунова может быть сконст-
руирована явно в виде специальной комбинации функций Ляпунова подсистем [46].
Эти результаты были обобщены для случая двух ИУВС систем [47], а также для
соединения дискретных систем, систем с запаздыванием, гибридных систем и неко-
торого класса систем, не удовлетворяющих полугрупповому свойству [14]. В случае
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произвольного соединения УВС систем (n ⩾ 2) общее количество коэффициентов
усиления всего соединения растет пропорционально n2. Эти коэффициенты удобно
собрать в матрицу

Γ :=

⎡

⎢

⎢

⎢

⎣

0 12 ⋅ ⋅ ⋅ 1n

21 0
. . . 2n

... . . .
. . .

...
n1 n2 . . . 0

⎤

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.6)

и определить нелинейный оператор в зависимости от используемого определения
УВС:

Γmax(s1, . . . , sn)
T :=

(

max
j=1,...,n

1j(sj), . . . , max
j=1,...,n

nj(sj)

)T

(4.7)

в случае определения с максимумом по коэффициентам усиления или

Γ∑(s1, . . . , sn)
T :=

⎛

⎝

n
∑

j=1

1j(sj), . . . ,

n
∑

j=1

nj(sj)

⎞

⎠

T

,(4.8)

если в этом определении используется сумма коэффициентов усиления. Для фор-
мулировки дальнейших результатов введем обозначение

a > b ⇔ ai > bi ∀ i = 1, . . . , n.

Аналогично определяются соотношения a < b, a ⩽ b, a ⩾ b. Логическое отрицание
последнего будем обозначать a ∕⩾ b, что означает, что существует индекс i, такой
что ai < bi.

Т е о р е м а 4.1 [48]. Пусть каждая из систем (4.1) является УВС с коэффи-
циентами усиления, данными в (4.3). Если выполняется

Γmax(s) ∕⩾ s ∀ s ∈ ℝn
+ ∖ {0},(4.9)

то соединение этих систем (4.2) является УВС.

Условие (4.9) называется условием малости коэффициента усиления. В случае
использования определения УВС с суммированием коэффициентов усиления это
условие заменяется на

D ∘ Γ∑(s) ∕⩾ s ∀ s ∈ ℝn
+ ∖ {0},(4.10)

где D(s) := (s1 + �(s1), . . . , sn + �(sn))
T и � – произвольная K-функция. Если

УВС функции Ляпунова для каждой системы соединения известны и соответствую-
щие коэффициенты усиления удовлетворяют условию малости, то можно построить
вспомогательные функции масштабирования �i ∈ K, i = 1, . . . , n, такие, что для
любого t > 0 [9, 49]

Γmax(�(t)) < �(t), �(t) := (�1(t), . . . , �n(t))
T(4.11)

и УВС функцию Ляпунова для всего соединения можно взять в виде

V (x) = max
i

{

�−1
1 (V1(x1)), . . . , �

−1
n (Vn(xn))

}

.(4.12)

21



Различные приложения этих результатов для исследования устойчивости боль-
ших систем можно найти в [9, 50]. Свойство УВС и даже более слабое свойство
ИУВС может оказаться достаточно ограничительным в некоторых приложениях,
поэтому иногда имеет смысл рассматривать более широкий класс систем ЛУВС.
Большие соединения таких систем рассматривались в [51]. В этом случае для обес-
печения устойчивости соединения условие малости коэффициента заменяется на его
локальную версию, т.е. для некоторого w∗ ∈ ℝn

+ должно выполняться

Γ(s) ≱ s ∀ 0 ⩽ s ⩽ w∗, s ∕= 0 и Γ(w∗) < w∗.(4.13)

Примечательно, что локальная версия условия устойчивости не зависит от того,
используется ли суммирование или максимум коэффициентов усиления в опреде-
лении ЛУВС, поэтому нижний индекс

∑

или max у оператора Γ опущен в форму-
ле (4.13). Построение функции Ляпунова может быть выполнено аналогично случаю
соединения УВС систем. В [51] были также даны оценки ограничений на локаль-
ные условия и входы для ЛУВС свойства всего соединения, которые зависят не
только от исходных ограничений для подсистем, но и от вектора w∗, входящего в
условие (4.13).

5. Применение концепции УВС при синтезе и анализе систем управления

Затронем некоторые аспекты применения представленного семейства свойств ро-
бастной устойчивости для различных типов нелинейных динамических систем.

5.1. Свойство УВС для систем Лурье

Система Лурье представляет собой линейную систему, замкнутую нелинейной
обратной связью по выходу:

ẋ = Ax+B(d− �(y)), y = Cx,(5.1)

где все матрицы соответствующей размерности имеют вещественные и постоянные
коэффициенты, x ∈ ℝn , y ∈ ℝm, d ∈ ℝm – векторы состояния, выхода и возмущения.

Т е о р е м а 5.1 [52]. Пусть у системы (5.1) пара матриц (C,A) является на-
блюдаемой и существует матрица P = PT ⩾ 0 такая, что ATP + PA ⩽ 0, PB =
= CT. Если существует � > 0 и � ∈ K∞ такие, что ∣y∣�(∣y∣) ⩽ yT�(y) для всех
y ∈ ℝm, ∣�(y)∣ ⩽ yT�(y) для всех ∣y∣ ⩾ �, то система является УВС по отношению
ко входу d.

Отметим, что аналогичные результаты были получены ранее (см., например, [53])
в терминах ограниченности решений при ограниченном входе и асимптотической
устойчивости при нулевом возмущении, что согласно теореме 2.1 эквивалентно свой-
ству УВС. Как и в классических результатах теории абсолютной устойчивости [54,
55], здесь для доказательства УВС накладываются определенные секторные огра-
ничения на рост функции �. Подчеркнем, что условия теоремы 5.1, связанные с
существованием матрицы P , не являются консервативными (например, дополни-
тельные условия P > 0, ATP + PA < 0 означают пассивность линейной части си-
стемы (5.1) [56, 57] (см. определение 6.4), выбор �(y) = k sign(y) обеспечивает в
этом случае глобальную стабилизацию системы равномерно по отношению ко всем
∣d∣ ⩽ k).

5.2. УВС и ИУВС пассивных систем

Свойства пассивности и строгой пассивности систем (2.4), (2.3) введены в раз-
деле 6 в определении 6.4. Важность этих свойств состоит в их распространенности.

22



Любая асимптотически устойчивая при u = 0 система (2.4) с функцией Ляпунова V

является строго пассивной по выходу ℎ(x) =

[

∂V

∂x
G(x)

]T

= LGV (x). Большой класс

механических и физических систем являются пассивными при использовании функ-
ции полной энергии системы в качестве функции запаса V [17, 57]. Напомним, что
свойство асимптотической устойчивости при нулевом входе может не сохраниться
под влиянием даже исчезающего возмущения. Данный факт объясняет важность за-
дачи анализа робастных свойств для (строго) пассивных систем и востребованность
УВС/ИУВС законов управления в приложениях. Следующий результат формули-
рует список условий, выполнение которых для строго пассивных систем означает их
робастность по отношению к L2 входам без дополнительного управления.

Л е мма 5.1 [58]. Пусть система (2.4) является строго пассивной с диффе-
ренцируемой положительно определенной и радиально неограниченной функцией
запаса V и выполнено одно из следующих условий:

а) lim
∣x∣→+∞

∣ℎ(x)∣
V (x)

< +∞;

б )

∣

∣

∣

∣

∂V

∂x
G(x)

∣

∣

∣

∣

⩽ b[V (x)] для всех x ∈ ℝn, где b : ℝ+ → ℝ+ – положительно

определенная функция и

+∞
∫

0

dr

1 + b(r)
= +∞.

Тогда строго пассивная система (2.4) является ИУВС по входу u.

Вернемся к задаче робастной стабилизации. Известно [24], что закон управления

u = −' (y) + v,(5.2)

где ' : ℝm → ℝm – непрерывная функция, yT'(y) > 0, для всех y ∕= 0, v ∈ ℝm –
новый вектор возмущений (робастность по отношению к которому требуется устано-
вить), обеспечивает пассивной системе (2.4) свойство глобальной асимптотической
устойчивости для v = 0 при условии, что система является детектируемой в ну-
ле по выходу y (определение 3.2). Поэтому далее будем анализировать достоинства
управления (5.2).

Л е мма 5.2 [58]. Пусть система (2.4) является строго пассивной с дифферен-
цируемой положительно определенной и радиально неограниченной функцией запа-
са V . Тогда управление (5.2) обеспечивает свойство ИУВС по отношению к v, если

yT' (y) ⩾ " ∣y∣2, " > 0, для всех y ∈ ℝm. Если в определении 6.4 функция � ∈ K∞,
то управление (5.2) обеспечивает системе (2.4) свойство УВС, при этом V – со-
ответствующая УВС функция Ляпунова.

Лемма 5.2 устанавливает связь между формой функции � и робастностью систе-
мы (2.4), (5.2) по отношению к входам из L∞ или L2. Важным следствием из этой
леммы служит следующий факт: строго пассивные системы могут быть наделены
свойством УВС/ИУВС с использованием сколь угодно малого коэффициента уси-
ления обратной связи по выходу (" может быть выбрано произвольным). Отметим,
что управление (5.2) синтезировано по методу скоростного градиента [57]. Далее
рассмотрим задачу УВС/ИУВС стабилизации для пассивных систем.

Т е о р е м а 5.2 [58]. Пусть система (2.4) является пассивной с дифференцируе-
мой положительно определенной и радиально неограниченной функцией запаса V .
Управление (5.2) обеспечивает для этой системы:
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а) свойство ИУВС, если система детектируема в нуле по выходу ℎ(x) = LGV (x)
и выполнено одно из условий а) или б ) леммы 3.1;

б ) свойство УВС, если верно неравенство �(∣x∣) ⩽ ∣ℎ(x)∣ для всех x ∈ ℝn и
некоторой � ∈ K∞, и yT'(y) ⩾ " ∣y∣2, " > 0, для всех y ∈ ℝm.

П. а) теоремы 5.2 развивает результат [24] об асимптотической стабилизации
пассивных систем на ИУВС стабилизацию.

5.3. УВС/УВВ стабилизация с использованием бэкстеппинга

Бэкстеппинг (метод обратного обхода интегратора) является одним из наибо-
лее распространенных методов синтеза нелинейных законов управления [59]. Задача
УВС и ИУВС стабилизации с использованием бэкстеппинга решается в [25]. Незави-
симо вариант бэкстеппинга был получен в [60], получив название метода аналити-
ческого конструирования агрегированных регуляторов. Данный метод формирует
основной аналитический подход к расчету алгоритмов регулирования в синерге-
тической теории управления, предложенной в [60] (см. также монографию [57] и
обзор [61]).

В этом случае рассматривается модифицированная система (2.4):

ẋ = f(x) +G1(x)z +G2(x)d,(5.3)

ż = u+ F (x, z)d,(5.4)

где x ∈ ℝn и z ∈ ℝm – векторы состояния систем (5.3) и (5.4) соответственно,
u ∈ ℝm и d ∈ ℝd – векторы управления и возмущения, все функции в правых частях
(5.3), (5.4) полагаются непрерывными и локально липшицевыми, f(0) = 0. Предпо-
лагается, что существует гладкий закон управления k : ℝn → ℝm такой, что при
подстановке z = k(x) в уравнение (5.3) система становится УВС (ИУВС) по состоя-
нию x и входу d. Требуется “перенести” этот закон управления через интегратор и

предложить новое гладкое управление u =
⌢

k(x, z), обеспечивающее свойство УВС
(ИУВС) для всей системы (5.3), (5.4). Так как система (5.3) с законом управле-
ния z = k(x) является УВС (ИУВС), то необходимо существует соответствующая
гладкая функция Ляпунова W : ℝn → ℝ+ такая, что для всех x ∈ ℝn, d ∈ ℝd

�1(∣x∣) ⩽W (x) ⩽ �2(∣x∣),
DW (x)[f(x) +G1(x)k(x) +G2(x)d] ⩽ −�(∣x∣) + �(∣d∣)

для некоторых функций �1, �2, � ∈ K∞, � ∈ K (для случая ИУВС функция � по-
ложительно определенная). Следуя [25, 59], выберем для системы (5.3), (5.4) УВС

(ИУВС) функцию Ляпунова в виде V (x, z) =W (x) +
1

2
∣z − k(x)∣2, ее полная произ-

водная по времени имеет вид

V̇ = DW (x)[f(x) +G1(x)z +G2(x)d] +

+ [z − k(x)] [u + F (x, z)d−Dk(x){f(x) +G1(x)z +G2(x)d}] ⩽
⩽ −�(∣x∣) + �(∣d∣) + [z − k(x)] [u+DW (x)G1(x) + F (x, z)d−
−Dk(x){f(x) +G1(x)z +G2(x)d}].

Тогда, используя прямые вычисления, можно показать, что для управления u =
= Dk(x){f(x) + G1(x)z} − DW (x)G1(x) − [z − k(x)] [1 + ∣F (x, z)∣2 + ∣Dk(x)G2(x)∣2]
выполнено V̇ ⩽ −�(∣x∣)− [z− k(x)]2+�(∣d∣)+ ∣d∣2, что обеспечивает (5.3), (5.4) свой-
ство УВС (ИУВС). Для случая УВВ стабилизации рассмотрим следующий вариант
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системы (5.3), (5.4):

ẋ = f(x, z, v1), y = ℎ(x),(5.5)

ż = u+ v2,(5.6)

где x ∈ ℝn – вектор состояния системы (5.5). Требуется стабилизировать систему
относительно множества Z = {x : ℎ(x) = 0}, заданного нулями функции выхода
y ∈ ℝp; z ∈ ℝm – вектор состояния системы (5.6); u ∈ ℝm – вектор управления;
v1 ∈ ℝq1 , v2 ∈ ℝq2 – вектора внешних возмущений, v = (v1, v2) ∈ ℝq, q = q1 + q2.
Функции ℎ : ℝn → ℝp и f : ℝn+m+q1 → ℝn – непрерывные и локально липшицевые,
f(0, 0, 0) = 0. Предположим доступность непрерывно дифференцируемого закона
управления k : ℝn → ℝm такого, что система

ẋ = f(x, k(x) + e, v1)(5.7)

наделена свойством УВВ по выходу y и входу v1 для e = 0, где переменная e =
= z−k(x) определяет ошибку реализации “виртуального” управления k (в терминах
работы [60] e – агрегированная макропеременная). Учитывая управление k, необхо-
димо синтезировать закон управления u = U(x, z), обеспечивающий свойство УВВ
от входа v к выходу y для всей системы (5.5), (5.6).

Т е о р е м а 5.3 [45]. Пусть система (5.7) наделена свойством НН и существу-
ют непрерывно дифференцируемые функции V : ℝn → ℝ+ и k : ℝn → ℝm такие,
что для всех x ∈ ℝn, e ∈ ℝm и v1 ∈ ℝq1 :

1.

�1(∣ℎ(x)∣) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣), �1, �2 ∈ K∞;(5.8)

∂V

∂x
f(x, k(x), v1) ⩽ −�3(V (x)) + �1(∣v1∣),

�3 ∈ K∞, �1 ∈ K. Существуют непрерывные функции r : ℝn+m → ℝm, b : ℝn+m →
→ ℝ+, � ∈ K такие, что для всех x ∈ ℝn, z, z′ ∈ ℝm и v1, v

′
1 ∈ ℝq1

∂V

∂x
f(x, z, v1)−

∂V

∂x
f(x, z′, v1) ⩽ r(x, z′)T(z − z′);

∂k

∂x
f(x, z, v1)−

∂k

∂x
f(x, z, v′1) ⩽ b(x, z)�(∣v1 − v′1∣).(5.9)

Тогда система (5.5), (5.6) с управлением

u =
∂k

∂x
f(x, z, 0)− r(x, k(x)) − '(z − k(x)) − 1

2

(

1 + b(x, z)2
)

(z − k(x))

является УВВ, если ' : ℝm → ℝm – непрерывная функция и zT'(z) ⩾ �(∣z∣) для
всех z ∈ ℝm, � ∈ K∞.

2. Выполнены (5.8), (5.9) и

∂V

∂x
f(x, k(x) + e, v1) ⩽ −�4(V (x)) + �2(∣e∣) + �2(∣v1∣),

�4 ∈ K∞, �2 ∈ K. Тогда система (5.5), (5.6) с управлением

u =
∂k

∂x
f(x, z, 0)− '(z − k(x)) − 1

2

(

1 + b(x, z)2
)

(z − k(x))

наделена свойством УВВ, где ' : ℝm → ℝm – непрерывная функция и zT'(z) ⩾

⩾ �(∣ z ∣) для всех z ∈ ℝm, � ∈ K∞, �(s) ⩾ �̃(s) + �2(s), �̃ ∈ K∞.
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Первая часть теоремы 5.3 развивает результат по УВС/ИУВС стабилизации бэкс-
теппингом системы (5.3), (5.4) на случай устойчивости от входа к выходу, тогда как
вторая часть этой теоремы представляет расширение идей метода аналитического
конструирования агрегированных регуляторов [60] на задачу УВВ стабилизации.
В [62] представлено развитие результата теоремы 5.3 на случай адаптивной стаби-
лизации от входа к выходу.

5.4. Универсальные законы УВС, ИУВС, УВВ стабилизации

Известно, что при выполнении определенных ограничений существование у си-
стемы функции Ляпунова с заданными свойствами эквивалентно асимптотической
устойчивости системы. К сожалению, практическое применение этой теории ослож-
нено отсутствием общих методов построения функций Ляпунова для выбранной
нелинейной системы. Задача упрощается с появлением управления в правой части
динамической системы. В этом случае выбором закона управления можно назначить
системе желаемую функцию Ляпунова. Возникает вопрос: какой метод использовать
для расчета управления и какая функция Ляпунова является допустимой (может
быть назначена) для системы? Рассмотренный в п. 5.3 бэкстеппинг обладает стро-
гими ограничительными условиями его применимости. Означает ли невозможность
его применения для выбранной системы и/или функции Ляпунова, что с исполь-
зованием другого метода невозможно найти решение задачи? Теория управляющих
функций Ляпунова (УФЛ) предлагает ответ на этот вопрос [63–66] (см. также мо-
нографию [56]). В [64] предлагаются условия, являющиеся необходимыми и доста-
точными для того, чтобы данная функция Ляпунова могла быть назначена для си-
стемы с использованием некоторого почти гладкого (непрерывного везде и гладкого
вне начала координат) закона управления. В [64] предлагается и вариант закона
управления, решающего эту задачу.

О п р е д е л е н и е 5.1 [64]. Дифференцируемая положительно определенная и
радиально неограниченная функция V : ℝn → ℝ+ называется УФЛ для систе-
мы (2.4), если для любого ∣x∣ ∕= 0 существует u ∈ ℝm такое, что

∂V (x)

∂x
[f(x) +G(x)u] < 0.

Функция V наделена свойством малости управления (small control property) для
системы (2.4), если

lim sup
∣x∣→0

LfV (x)

∣LGV (x) ∣ ⩽ 0.

Т е о р е м а 5.4 [64]. Дифференцируемая положительно определенная и радиаль-
но неограниченная функция V : ℝn → ℝ+ является УФЛ для системы (2.4), если
для всех ∣x∣ ∕= 0 выполнено

LGV (x) ≡ 0 ⇒ LfV (x) < 0.(5.10)

Дополнительно: для УФЛ функции V закон управления

u = −� (LfV (x), ∣LGV (x)∣)LGV (x)T,(5.11)

�(s, r) =

{

(s+
√
s2 + b4)r−2, если r ∕= 0,

0, если r = 0,
(5.12)

глобально асимптотически стабилизирует систему (2.4). Управление (5.11) яв-
ляется непрерывной функцией (почти гладкой, если все f , G и V – гладкие), если
функция V наделена свойством малости управлений.
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Подчеркнем, что если существует некоторый закон управления u = u(x), назна-
чающий системе функцию Ляпунова V , то необходимо выполнено (5.10) и, следо-
вательно, управление (5.11) также стабилизирует систему. В силу этого свойства в
современной англоязычной литературе принято называть закон управления (5.11)
“универсальным”. Также сто́ит отметить, что алгоритм (5.11) является частным слу-
чаем LGV законов управления (метода скоростного градиента). Развитие УФЛ тео-
рии на задачу УВС, ИУВС и УВВ стабилизации представлено в [67–69], для чего
рассматривается возмущенная модификация системы (2.4) следующего вида:

ẋ = f(x, v) +G(x)u, y = ℎ(x),(5.13)

где x ∈ ℝn, u ∈ ℝm, y ∈ ℝp, v ∈ ℝr – вектора состояния, входа, выхода и внешнего
возмущения соответственно; f , ℎ и столбцы матричной функции G – непрерывные
и локально липшицевые векторные функции, ℎ(0) = 0, f(0, 0) = 0.

О п р е д е л е н и е 5.2. Для системы (5.13) будем называть положительно опре-
деленную и радиально неограниченную дифференцируемую функцию V : ℝn → ℝ+

УВС (ИУВС ) УФЛ, если существует функция � ∈ K∞ и � ∈ K∞ (положительно
определенная функция � : ℝ+ → ℝ+) такие, что для всех x ∈ ℝn и v ∈ ℝr

inf
u∈ℝm

{a(x, v) +B(x)u} < −�(∣x∣) + �(∣v∣),

где a(x, v) = DV (x)f(x, v), B(x) = DV (x)G(x).

Т е о р е м а 5.5. Если УВС (ИУВС ) УФЛ V для системы (5.13) наделена свой-
ством малости управлений, то управление

u = �(!(x), ∣B(x)∣2)B(x)T, �(x) + �(∣x∣)/3 ⩽ !(x) ⩽ �(x) + 2�(∣x∣)/3,(5.14)

�(x) = supv∈ℝr {a(x, v) − �(∣v∣)}, где функция �(s, r) определена в (5.11), непрерывно
на ℝn и обеспечивает системе (5.13), (5.14) свойство УВС (ИУВС ) для v ∈Mℝr .

Для случая v = 0 результат теоремы 5.5 редуцируется к утверждению теоре-
мы 5.4.

О п р е д е л е н и е 5.3. Для системы (5.13) будем называть дифференцируемую
функцию V : ℝn → ℝ+ УВВ УФЛ для управлений u ∈ ℝm, если выполнены условия:

1. Существуют �1, �2 ∈ K∞ такие, что для всех x ∈ ℝn верно (3.6);

2. Существует функция � ∈ K∞ такая, что

V (x) > �(∣v∣) ⇒ a(x, v) ⩽  (x),  ∈ C0,

и для всех x /∈ Z

inf
u∈ℝm

{ (x) +B(x)u} < 0,

где a(x, v) = DV (x)f(x, v), B(x) = DV (x)G(x). Если вместо (3.6) верно (3.8), то
такую функцию называют ЛУВВ УФЛ для управлений u ∈ ℝm. Говорят, что
функция V наделена свойством малости управлений по отношению к выходу y,
если для любого " > 0 существует � > 0 такое, что для всех ℎ(x) ∕= 0, ∣ℎ(x)∣ < �
существует управление u ∈ ℝm с ∣u∣ < " и  (x) +B(x)u < 0.

Второе условие последнего определения может быть переписано более конструк-
тивным способом:

V (x) > �(∣v∣) ⇒ a(x, v) ⩽  (x),  ∈ C0;(5.15)

∣B(x)∣ = 0 ⇒  (x) < 0 ∀ x /∈ Z.(5.16)

Выражения (5.15) и (5.16) задают основные требования для УВВ или ЛУВВ УФЛ
системы (5.13). Используемое в дальнейшем свойство глобальной устойчивости по
модулю выхода (ГУМВ) введено в разделе 6.
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Т е о р е м а 5.6. Если УВВ (ЛУВВ) УФЛ V для системы (5.13) наделена свой-
ством малости управлений по выходу y, то управление

u = �( (x), ∣B(x)∣2)B(x)T,(5.17)

где функция �(s, r) определена в (5.11), непрерывно на ℝn и обеспечивает ГУМВ
системе (5.13), (5.17) свойство УВВ (ЛУВВ) для v ∈Mℝr .

Для случая ℎ(x) = x свойство ГУМВ может быть опущено и условия теоремы 5.6
совпадают с соответствующими из теоремы 5.5.

5.5. Синтез робастных наблюдателей для нелинейных систем

Рассмотрим также применение свойства УВС не только в задаче стабилизации,
но и в задаче наблюдения вектора состояния нелинейных систем. Пусть [70]

ẋ = Ax+ f(x) +D1w, y = Cx +D2w,(5.18)

где x ∈ ℝn – вектор состояния, y ∈ ℝp – вектор измерений, w ∈ ℝq – вектор внешних
возмущений и шумов измерения, f : ℝn → ℝn – локально липшицевая непрерывная
функция, все матрицы вещественные соответствующей размерности, пара (A,C) –
наблюдаема. Предполагается, что решения этой системы определены для всех t ⩾ 0.
Стандартный наблюдатель вектора состояния x для системы (5.18) имеет вид

˙̂x = Ax̂+ f(x̂) + L(y − Cx̂),(5.19)

где x̂ ∈ ℝn – вектор оценки для x, L – матрица наблюдателя. Требуется определить
условия на матрицу L, гарантирующие свойство УВВНС системе (5.18), (5.19) по
выходу e = x− x̂ (по ошибке наблюдения) и входу w.

П р е д л о ж е н и е 5.1 [70]. Пусть x(t) ∈ X ⊂ ℝn для всех t ⩾ 0 и ∣f(x)− f(x̂)∣ ⩽
⩽ kf ∣x − x̂∣ для всех x ∈ X, x̂ ∈ X и некоторого kf > 0. Если существует P =
= PT > 0 и матрица L такие, что

⎡

⎣

(A− LC)TP + P (A− LC) + 2�kfI P

P −1

2
�I

⎤

⎦ < 0

для некоторого � > 0 (I – единичная матрица соответствующей размерности),
то система (5.18), (5.19) наделена свойством УВВНС по выходу e и входу w.

В предложении 5.1 предлагается искать матрицу L как решение линейного мат-
ричного неравенства, обеспечивающего ограниченность ошибки наблюдения при лю-
бом ограниченном возмущении и шуме измерения. В отсутствие w гарантируется
асимптотическое наблюдение состояния x наблюдателем (5.19).

6. Вспомогательные сведения

Пусть ℝ – множество вещественных чисел, ℝ+ = {� ∈ ℝ : � ⩾ 0} – множество
неотрицательных вещественных чисел. Расстояние в ℝn от данной точки x до мно-
жества A обозначим ∣x∣A = dist(x, A ) = inf�∈A ∣x − �∣, тогда ∣x∣{0} = ∣x∣ – обычная
евклидова норма. Символом ∣∣u∣∣[t0,t] обозначим L∞ норму измеримой по Лебегу и
локально ограниченной почти везде функции u : ℝ+ → ℝm:

∣∣u∣∣[t0,t] = ess sup{∣u(t)∣, t ∈ [t0, T ]}.
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Если T = +∞, то будем просто писать ∣∣u∣∣. Обозначим через Mℝm множество всех
таких измеримых по Лебегу функций u со свойством ∣∣u∣∣ < +∞ и MΩ пусть обозна-
чает множество функций, удовлетворяющих u(t) ∈ Ω ⊂ ℝm почти для всех t ⩾ 0,
где Ω – компактное множество. Функция V : ℝn → ℝ+ называется положитель-
но определенной, если она обращается в нуль только в начале координат; она на-
зывается радиально неограниченной, если V (x) → +∞ при ∣x∣ → +∞. Символом
DV (x)F (⋅) обозначим производную функции V в направлении векторного поля F
(если V дифференцируема) и производную Дини для непрерывной и локально лип-
шицевой функции V :

DV (x)F (⋅) = lim
t→0+

inf
V [x+ tF (⋅)− V (x)]

t
.

Производная Ли от функции V : ℝn → ℝ вдоль направления гладкого векторного
поля f : ℝn → ℝn вычисляется следующим образом:

LfV (x) = ∂V (x)/∂xf(x),

производные Ли старших порядков определяются рекуррентно:

Lk
fV (x) = Lf (L

k−1
f V (x)).

Для удобства записи будем использовать обозначения:

Lfℎ(x) = ∂ℎ(x)/∂xf(x),

LGℎ(x) = ∂ℎ(x)/∂xG(x),

здесь G(x) = col[g1(x), . . . , gm(x)], gi : ℝn → ℝn – гладкие векторные функции, i =
= 1,m.

6.1. Функции сравнения

Непрерывная функция � : ℝ+ → ℝ+ принадлежит классу K, если она строго
возрастающая и � ( 0) = 0; она принадлежит классу K∞, если она дополнительно
радиально неограниченна; непрерывная функция � : ℝ+ × ℝ+ → ℝ+ из класса Kℒ,
если она принадлежит классу K по первому аргументу для любого фиксированного
значения второго и строго убывает до нуля для возрастающего второго аргумента
при любом фиксированном значении первого. Подобные функции сравнения бы-
ли предложены в [71] (см. также раздел 5 в [53]). Существует множество методов
сравнения для исследования динамических систем (см. [72–74]), однако в контексте
данной работы полезными являются следующие утверждения.

Л е мма 6.1 [8]. Для любой непрерывной и положительно определенной функ-
ции � : ℝ+ → ℝ+ существует функция �� ∈ Kℒ со следующим свойством: если
y : ℝ+ → ℝ+ – любая (локально) абсолютно непрерывная функция, почти для всех
t ∈ ℝ+ удовлетворяющая дифференциальному неравенству

ẏ(t) ⩽ −�(y(t)),

то для всех t ∈ ℝ+ выполнено

y(t) ⩽ ��(y(0), t).

Л е мма 6.2 [23]. Для любой непрерывной и положительно определенной функ-
ции � : ℝ+ → ℝ+ существует функция �� ∈ Kℒ со следующим свойством: если
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y : ℝ+ → ℝ+ и v : ℝ+ → ℝ+ – локально абсолютно непрерывная и непрерывная
функции, почти для всех t ∈ ℝ+ удовлетворяющие дифференциальному неравен-
ству

ẏ(t) ⩽ −�(max{ y(t) + v(t), 0}),
то для всех t ∈ ℝ+ выполнено

y(t) ⩽ max{ ��(y(0), t), ∣∣v∣∣[0,t)}.
Если почти для всех t ∈ ℝ+ выполнено неравенство

ẏ(t) ⩽ −�(y(t)) + v(t),

то для всех t ∈ ℝ+ верна оценка

y(t) ⩽ ��(y(0), t) +

t
∫

0

2v(s) ds.

В [6] показано, что для любой функции � ∈ Kℒ существуют функции �, � ∈ K∞

такие, что �(s, t) ⩽ �(s)�(e−t) для всех s, t ∈ ℝ+. Приведенные леммы 6.1, 6.2 полез-
ны при анализе устойчивости нелинейных динамических систем с использованием
метода функций Ляпунова.

6.2. Решения динамических систем

Рассмотрим нелинейную систему

ẋ = f(x, u), y = ℎ(x),(6.1)

где x ∈ ℝn, u ∈ ℝm, y ∈ ℝp – вектора состояния, входа и выхода соответственно;
f – непрерывная и локально липшицевая векторная функция равномерно по u (т.е.
для любых компактных подмножествX ⊂ ℝn и Ω ⊂ ℝm существует константа L > 0
такая, что ∣f(x, u) − f(x′, u)∣ ⩽ L∣x− x′∣ для всех x, x′ ∈ X и u ∈ Ω); ℎ – непрерыв-
ная векторная функция; ℎ(0) = 0, f(0, 0) = 0. Для начальных условий x0 ∈ ℝn и
входа u ∈ Mℝm пусть x(t, x0, u) – единственное максимальное решение системы (1)
(обозначение x(t) будет использоваться, если все остальные аргументы решения яс-
ны из контекста; y(t, x0, u) = ℎ[x(t, x0, u)]) определен на конечном интервале [0, T ).
Множество A является инвариантным для системы (6.1) с нулевым входом, если
для всех x0 ∈ A выполнено T = +∞ и x(t, x0, 0) ∈ A, t ⩾ 0. Множество A являет-
ся равномерно инвариантным для системы (6.1) с входами u ∈ MΩ, если для всех
x0 ∈ A и u ∈MΩ выполнено T = +∞ и x(t, x0, u) ∈ A, t ⩾ 0. Если T = +∞ для всех
начальных условий x0 ∈ ℝn и u ∈ Mℝm , то будем говорить, что система наделена
свойством продолжимости решений. Система (6.1) обладает свойством наблюдаемо-
сти неограниченности (НН) [75], если для каждого x0 ∈ ℝn и входа u ∈Mℝm таких,
что T < +∞, необходимо следует:

lim sup
t→T

∣y(t, x0, u)∣ = +∞.

Другими словами, используя выход y, можно наблюдать любую неограничен-
ность вектора состояния. Если выход системы ограничен, то свойство НН по этому
выходу означает для системы свойство продолжимости решений. Любая система
наделена свойством НН по выходу ℎ(x) = x. Подчеркнем, что в общем случае свой-
ство НН не означает свойство продолжимости решений системы. Необходимые и
достаточные условия свойств продолжимости решений и НН представлены в [75].
Приведем здесь некоторые из них.
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Т е о р е м а 6.1. Система (6.1) наделена свойством продолжимости решений
тогда и только тогда, когда существует гладкая и радиально неограниченная функ-
ция V : ℝn → ℝ+, удовлетворяющая для всех x ∈ ℝn и u ∈ ℝm оценке

DV (x)f(x, u) ⩽ V (x) + �(∣u∣), � ∈ K∞.

Если u ∈ Ω, то вывод теоремы 6.1 верен при выполнении для всех x ∈ ℝn и u ∈ Ω
неравенства

DV (x)f(x, u) ⩽ V (x).

Система (6.1) наделена свойством НН тогда и только тогда, когда существует
гладкая и радиально неограниченная функция V : ℝn → ℝ+, соответствующая для
всех x ∈ ℝn и u ∈ ℝm оценке

DV (x)f(x, u) ⩽ V (x) + �1(∣ℎ(x)∣) + �2(∣u∣), �1, �2 ∈ K∞.

Л е мма 6.3. Система (6.1) наделена свойством продолжимости решений то-
гда и только тогда, когда существуют функции �1, �2, �3 из класса K и c ∈ ℝ+

такие, что для всех x0 ∈ ℝn и u ∈Mℝm выполнено

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �1(t) + �2(∣x0∣) + �3(∣∣u∣∣) + c, t ⩾ 0.

Если u ∈ Ω, то вывод леммы 6.3 сохраняется при выполнении для всех x0 ∈ ℝn и
u ∈MΩ оценки

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �1(t) + �2(∣x0∣) + c, t ⩾ 0.

Система (6.1) наделена свойством НН тогда и только тогда, когда существуют
функции �1, �2, �3, �4 из класса K и c ∈ ℝ+ такие, что для всех x0 ∈ ℝn, u ∈Mℝm

и всех t ∈ [ 0, T ) выполнено

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �1(t) + �2(∣x0∣) + �3(∣∣u∣∣[0,t)) + �3(∣∣y∣∣[0,t)) + c.

Говорят, что система (6.1) наделена свойством ограниченный-вход-ограниченное-
состояние (ОВОС), если для всех x0 ∈ ℝn и u ∈Mℝm выполняется неравенство

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ max {#(∣x0∣), #(∣∣u∣∣)} , t ⩾ 0

для некоторой # ∈ K. Система (6.1) наделена свойством глобальной устойчивости
по модулю выхода (ГУМВ), если

∣x(t, x0, u)∣ ⩾ �(∣y(t, x0, u)∣), t ∈ [0, T̃ ) ⇒

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ max{�(∣x0∣), �(∣∣u∣∣[0,T̃ ))}, t ∈ [0, T̃ ),

где функции � ∈ K∞, � ∈ K и x0 ∈ ℝn, u ∈Mℝm , T̃ < T . Если u ∈MΩ, то компонента
�(∣∣u∣∣[0,T̃ )) может быть пропущена в последнем неравенстве. Дополнительно, если

множество Z = {x : ℎ(x) = 0 } компактно, то система наделена свойством ГУМВ.

П р е д л о ж е н и е 6.1. Для системы (6.1) верны следующие свойства:
1. ОВОС ⇒ ГУМВ ⇒ НН;
2. ОВОС ⇒ ГУМВ и ограниченность выхода для всех x0 ∈ ℝn и u ∈Mℝm :

∣y(t, x0, u)∣ ⩽ max{&(∣x0∣), &(∣∣u∣∣)}, t ⩾ 0, & ∈ K.
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6.3. Устойчивость по Ляпунову относительно множества

Материал этого подраздела базируется на результатах теории, сформулирован-
ной в [76] для системы (6.1) с u ∈ MΩ. Пусть для системы (6.1) задано замкнутое
инвариантное множество A (не обязательно компактное), удовлетворяющее техни-
ческому свойству, выполненному для большинства приложений:

sup
x∈ℝn

{∣x∣A} = +∞.

О п р е д е л е н и е 6.1. Система (6.1) называется равномерно глобально асимп-
тотически устойчивой (РГАУ ) относительно множества A, если она наделена
свойством продолжимости решений и верны следующие свойства:

1. Равномерная устойчивость. Существует функция ' ∈ K∞ такая, что для
всех x0 ∈ ℝn и u ∈MΩ выполнено

∣x(t, x0, u)∣A ⩽ '(∣x0∣A), t ⩾ 0.

2. Равномерная аттрактивность. Для любых ", r > 0 существует T",r > 0
такое, что для каждого u ∈MΩ и ∣x0∣A < r для t ⩾ T",r верно:

∣x(t, x0, u)∣A < ".

Согласно следующему утверждению равномерная устойчивость и аттрактивность
системы (6.1) эквивалентны полезной оценке сверху на решения системы.

П р е д л о ж е н и е 6.2. Система (6.1) является РГАУ относительно множест-
ва A тогда и только тогда, когда она наделена свойством продолжимости ре-
шений и существует функция � ∈ Kℒ такая, что для всех x0 ∈ ℝn и u ∈ MΩ

выполнено

∣x(t, x0, u)∣A ⩽ �(∣x0∣A, t), t ⩾ 0.

Формулировка свойства РГАУ, предложенная в предложении 6.2, в виде суще-
ствования функции из класса Kℒ удобна для практического использования. Напри-
мер, для линейной системы (6.1) ẋ = Ax, где матрица A имеет все собственные числа
с отрицательной вещественной частью, множество A = {0} и �(∣x0∣, t) = a∣x0∣e−bt

для некоторых постоянных a > 0 и b > 0. Другими словами, функции из класса Kℒ
позволяют обобщить экспоненциальные оценки, используемые в теории линейных
систем, на решения нелинейных систем, где характер убывания решения может в
общем случае отличаться от экспоненциального.

О п р е д е л е н и е 6.2. Гладкая на ℝn∖A функция V : ℝn → ℝ+ называется функ-
цией Ляпунова относительно множества A, если она удовлетворяет условиям:

1. Существуют �1, �2 ∈ K∞ такие, что для всех x ∈ ℝn

�1(∣x∣A) ⩽ V (x) ⩽ �2(∣x∣A);

2. Существует непрерывная и положительно определенная функция �3 : ℝ+ →
→ ℝ+ такая, что для всех x ∈ ℝn∖A и u ∈ Ω

DV (x)f(x, u) ⩽ −�3(∣x∣A).

Свойство гладкости функции V : ℝn → ℝ+ на ℝn∖A надо понимать, как глад-
кость функции V для всех x ∈ ℝn∖A, тогда как для x ∈ A выполнено V (x) = 0.
Неравенства п.1 этого определения при A = {0} означают, что функция V радиаль-
но неограниченна и положительно определена.
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Т е о р е м а 6.2. Пусть система (6.1) наделена свойством продолжимости ре-
шений. Система является РГАУ относительно множества A тогда и только
тогда, когда существует гладкая функция Ляпунова относительно множества A.
Если множество A компактно, то требование наличия свойства продолжимости
решений может быть опущено.

Для случая A = {0}, u ∈ M{0} теорема 6.2 совпадает с результатами классиче-
ской теории Ляпунова [16] и является развитием этой теории на проблему равномер-
ной устойчивости относительно множества. Существуют другие результаты, разви-
вающие классическую теорию устойчивости для положений равновесия на устойчи-
вость по части переменных или выходу [57, 77–79]. Для иллюстрации связи теоре-
мы 6.2 с этим направлением теории устойчивости динамических систем определим
Z = {x : ℎ(x) = 0 } – непустое замкнутое инвариантное множество системы (6.1).
Пусть существуют некоторые функции �1, �2 ∈ K∞ такие, что для всех x ∈ ℝn вы-
полнено соотношение

�1(∣x∣Z) ⩽ ℎ(x) ⩽ �2(∣x∣Z).(6.2)

В дальнейшем будем предполагать, что подобное соотношение всегда удовлетво-
рено. Оно означает, что ограниченность и стремление к нулю функции выхода вы-
зывает соответствующую ограниченность и стремление к нулю расстояния от изоб-
ражающей точки траектории до множества Z (и наоборот). Тогда свойство устойчи-
вости относительно множества Z в смысле определения 6.1 и свойство устойчивости
по выходу y из [57] будут эквивалентны. Если функция выхода выбрана специальной
формы ℎ(x) = x1, где x = [x1 x2 ], то становится очевидной связь представленных
здесь результатов и теории устойчивости по части переменных из [77, 79]. Целесо-
образно отметить, что в книгах [57, 77, 79] представлены достаточные условия для
различных свойств устойчивости не только в терминах существования у системы
функции Ляпунова из определения 6.2, но и упрощенные критерии устойчивости
для ряда специальных случаев. Приведем еще одно полезное свойство.

Л е мма 6.4. Система (6.1) является РГАУ по отношению к компактному
множеству A при нулевом входе u тогда и только тогда, когда существуют глад-
кая полурадиально неограниченная функция W : ℝn → ℝ+, функция � ∈ K и непре-
рывная положительно определенная функция � : ℝ+ → ℝ+ такие, что для всех
x ∈ ℝn и u ∈ ℝm

DW (x)f(x, u) ⩽ −�(∣x∣A) + �(∣u∣).
Напомним, что функция W : ℝn → ℝ+ называется полурадиально (semi-proper)

неограниченной, если существует функция � ∈ K и радиально неограниченная поло-
жительно определенная функция W0 : ℝn → ℝ+ такие, что W = � ∘W0. Введенный
комплекс свойств позволяет анализировать устойчивость нелинейных динамических
систем относительно множества равномерно по неизвестным квазипостоянным па-
раметрам и в присутствии внешних возмущений.

6.4. Пассивность динамических систем

Заметим, что существуют различные определения свойства диссипативности ди-
намических систем [80]. В данной работе под диссипативностью понимаем следую-
щее [17, 18, 57, 81].

О п р е д е л е н и е 6.3. Система (6.1) называется диссипативной с непрерывной
функцией V : ℝn → ℝ+, если ∀ x0 ∈ ℝn, u ∈Mℝm , t ⩾ 0 верно неравенство

V (x(x0, u, t)) ⩽ V (x0) +

t
∫

0

$ (x(�), y(�), u(�)) d �.(6.3)
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Функции $ и V называются функциями расхода и запаса соответственно.

Для непрерывно дифференцируемой функции запаса неравенство (6.3) может
быть записано в упрощенном виде:

V̇ (x , u, t) ⩽ $ (x (t), u(t), y(t)) .

Самыми известными примерами диссипативных систем являются пассивные систе-
мы.

О п р е д е л е н и е 6.4. Система (6.1) называется пассивной с непрерывной функ-
цией V : ℝn → ℝ+, если для ∀ x0 ∈ ℝn, u ∈ Mℝm , t ⩾ 0 верно неравенство (6.3)
для функции расхода $(x, y, u) = yTu−�(x), где � – неотрицательная непрерывная
функция. Система называется пассивной с известной скоростью диссипации �,
если в (6.3) можно использовать знак равенства. Система называется пассивной
без потерь, если в (6.3) можно использовать знак равенства и �(⋅) ≡ 0. Систе-
ма (6.1) называется строго пассивной с непрерывной функцией V : ℝn → ℝ+,
если для ∀ x0 ∈ ℝn, u ∈ Mℝm , t ⩾ 0 верно неравенство (6.3) для функции расхода
$(x, y, u) = yTu− �(x), где � – положительно определенная непрерывная функция.

Если u(t) ≡ 0, t ⩾ 0 и функция запаса положительно определенная, то пассивная
система наделена свойством устойчивости по Ляпунову, а строго пассивная система
является асимптотически устойчивой. Лемма Якубовича–Калмана–Попова устанав-
ливает формулу определения (строго) пассивного выхода системы

ẋ = f(x) +G(x)u

по функции Ляпунова V (асимптотически) устойчивой системы при нулевом входе

ℎ(x) = LGV (x).

Функция выхода задает множество нуль-динамики Z = {x ∈ ℝn : ℎ(x) = 0} – мно-
жество всех траекторий системы при тождественно равном нулю выходе. Пассивные
и строго пассивные системы имеют устойчивую и асимптотически устойчивую ди-
намику на этом множестве.

7. Заключение

В данном обзоре собраны некоторые базовые результаты теории устойчивых по
входу-состоянию систем. Эта теория позволяет исследовать робастность свойства
внутренней устойчивости системы (устойчивости по состоянию) по отношению к
поведению ее выхода и входа. Разнообразие введенных свойств и глубина их прора-
ботки позволяют автору [3] говорить о новой концепции (или философии) синтеза и
анализа нелинейных систем управления. Публикации, посвященные развитию и при-
менению данной концепции, позволяют согласиться с [3], подчеркивая несомненную
важность рассматриваемых результатов в современной теории нелинейного управ-
ления.

К сожалению, формат обзорной статьи не позволяет подробно рассмотреть весь
спектр результатов, полученных в рамках этой теории за последние двадцать лет.
Например, в обзор не вошли результаты по развитию свойства УВС на гибридные
системы и системы с переключениями [82–89]. В качестве других интересных резуль-
татов, не вошедших в обзор, отметим следующие. Свойство УВС для системы (2.3)
было расширено в [90] на случай, когда влияние на устойчивость оказывают про-
изводные вектора входа, т.е. когда для любого (k раз дифференцируемого) входа
u ∈Mℝm и x0 ∈ ℝn существуют функции � ∈ Kℒ,  ∈ K такие, что для ∀ t ⩾ 0

∣x(t, x0, u)∣ ⩽ �(∣x0∣, t) +
∑k

i=0
(∣∣u(i)∣∣).
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Подчеркнем, что в данном случае система (2.3) зависит в явном виде только от век-
тора u, но не от его производных. Существуют системы, не являющиеся УВС, но
отвечающие свойству УВС по отношению ко входу и его производным [90]. Разви-
тие свойства УВС на нелинейные системы с зависящими в явном виде от времени
правыми частями представлено в [91], обсуждение соответствующих функций Ля-
пунова дано в [92] (см. также [5]). Развитие свойства УВС на дискретные системы
вида

xt+1 = f(xt, ut), xt ∈ ℝn, ut ∈ ℝm, f : ℝn+m → ℝn,(7.1)

где t ⩾ 0 – дискретное время, приведено в [93–95] (оценка из определения 2.1 сохра-
няет свое значение для системы (7.1)). Свойства каскадного соединения такого типа
систем рассмотрены в [96]. В [97] показано, что свойство ИУВС для системы (7.1)

�(∣x(t, x0, u)∣) ⩽ �(∣x0∣, t) +
∑t−1

i=0 �(∣ui∣) ∀ t ⩾ 0, x0 ∈ ℝn, u ∈ ℝm, �, � ∈ K, � ∈ Kℒ
эквивалентно свойству глобальной асимптотической устойчивости системы (7.1).
Подчеркнем, что для непрерывных систем (2.4) или (2.3) подобное утверждение
в общем случае не верно! Фактически, в непрерывном случае требуются дополни-
тельные условия, аналогичные введенным в лемме 5.1. Формулировки свойства УВС
для систем со стохастическими шумами, сформулированные в вероятностном смыс-
ле, предложены в [98–100]. В [101] введена в рассмотрение концепция устойчивости
автономных нелинейных систем по отношению к почти всем начальным условиям,
допускающая траектории с начальными условиями, принадлежащими множеству
меры нуль, не стремящимися к началу координат. Данное свойство оказывается по-
лезным при исследовании систем с неединственным положением равновесия. В [102]
предложено развитие свойства УВС на такой тип устойчивости. Условия возникно-
вения устойчивости по входу-состоянию в усредненных и сингулярно возмущенных
системах получены в [103, 104]. Существуют публикации, посвященные проблемам
УВС стабилизации различных канонических моделей нелинейных систем [28, 59]
(см. также [2]), вынесенные за рамки данного обзора.

8. Список использованных сокращений

Для удобства читателей приводим таблицу, содержащую все термины, введенные
в этой работе, включая их английский перевод и их устоявшиеся сокращения, часто
используемые в англоязычной литературе.

УВС
устойчивость от входа

к состоянию
(по входу-состоянию)

input to state stability ISS

ИУВС интегральная устойчивость
от входа к вектору состояния

integral input to state stability iISS

УВВ устойчивой от входа к выходу
(по входу-выходу)

input to output stability IOS

0-ЛУ 0-локальная устойчивость 0-local stability 0-LS

АКУ асимптотический коэффициент
усиления

asymptotic gain AG

РАКУ равномерный асимптотический
коэффициент усиления

uniform asymptotic gain UAG

ПС предельное свойство limit property LIM

робастная устойчивость robust stability

функция границы устойчивости stability margin

ДУВС динамическая устойчивость
от входа к состоянию

input to state dynamical stability ISDS
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ЛУВС локальная устойчивость
от входа к состоянию

local input to state stability LISS

ВСУ устойчивость от выхода к состоянию
(по выходу-состоянию)

output to state stability OSS

ВВСУ устойчивость от входа/выхода
к состоянию

input/output to state stability IOSS

НН наблюдаемость неограниченности unboundedness observability UO

детектируемость в нуле
(по выходу)

zero-state detectability
(with respect to output)

ЛУВ лагранжева устойчивость по выходу output-Lagrange stable OL

ЛУВВ устойчивость по Лагранжу
от входа к выходу

output-Lagrange
input to output stable

OLIOS

УВВНС устойчивой от входа к выходу
независимо от вектора состояния

state-independent
input to output stable

SIIOS

РУВ робастная устойчивость по выходу robustly output stable ROS

ОВОС ограниченный-вход-ограниченное-
состояние

bounded input bounded state BIBS

РГАУ равномерно глобально
асимптотически устойчивой

uniform global asymptotic stability UGAS

УФЛ управляющая функция Ляпунова control Lyapunov function CLF

ГУМВ свойством глобальной устойчивости
по модулю выхода

global stability modulo output GSMO
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19. Grüne L. Input-to-state dynamical stability and its Lyapunov function characterization //
IEEE Trans. Automat. Control. 2002. No. 47(9). P. 1499–1504.

20. Praly L., Wang Y. Stabilization in spite of matched unmodeled dynamics and an equivalent
definition of input-to-state stability // Math. Control Signals Syst. 1996. No. 9(1). P. 1–33.

21. Sontag E.D., Teel A. Changing supply functions in input/state stable systems // IEEE
Trans. Automat. Control. 1995. No. 40(8). P. 1476–1478.

22. Malisoff M., Rifford L., Sontag E.D. Global asymptotic controllability implies input-to-
state stabilization // SIAM J. Control Optim. 2004. No. 42(6). P. 2221–2238.

23. Angeli D., Sontag E.D., Wang Y. A characterization of integral input-to-state stability //
IEEE Trans. Automat. Control. 2000. No. 45(6). P. 1082–1097.

24. Byrnes C.I., Isidori A., Willems J.C. Passivity, feedback equivalence, and the global sta-
bilization of minimum phase nonlinear systems // IEEE Trans. Automat. Control. 1991.
No. 36(11). P. 1228–1240.

25. Liberzon D., Sontag E.D., Wang Y. On integral input to state stabilization // Proc. Amer.
Control Conf., San Diego, USA. June 1999. P. 1598–1602.

26. Angeli D., Sontag E.D., Wang Y. Further equivalences and semiglobal versions of integral
input to state stability // Dynam. Control. 2000. No. 10(2). P. 127–149.
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